- Nachrichten 


von der 


Küniglichen Gesellschaft der Wissenschaften 


zu Gôttingen. 


Mathematisch-physikalische Klasse 


aus dem Jahre 1911. 


Von der 
Akademie der Wissenschaften, Gôttingen 
genehmigter Nachdruck 
KRAUS REPRINT LIMITED 
Nendeln/Liechtenstein 


1967 


20 uspinoA 


en 


Printed in Germany 
Lessingdruckerei Wiesbaden 


Register 


über 


die Nachrichten von der Kônigl. Gesellschaft der Wissenschaften 


mathematisch-physikalische Klasse 
aus dem Jahre 1911. 


G. Angenheister und C. Rohloff, Meteorologische Be- 
obachtungen in der Südsee, gesammelt vom Samoa- Ob° 
servatorium : 

P. Bachmann, Über Gauf” AN Ltée 
(Materialien für eine wissenschaftliche Biographie von 
Gauf. Gesammelt von F. Klein und M. Brendel.) 

A. Bestelmeyer, Die Bahn der von einer Wehneltkathode 
ausgehenden Kathodenstrablen im homogenen re TEL 
(Vorläufige Mitteilung) : 

H.Bohr, Über das Verhalten von £(s) in aie Hans = 1 

K. Fôrsterling, Formeln zur Berechnung der optischen 
Konstanten einer Metallschicht von beliebiger Dicke aus 
den Polarisationszuständen des reflektierten und des 
durchgegangenen Lichts 

R. Fricke, Zur Transformation der néfastes Funktionen 

Ph. Furtwängler, Allgemeiner Beweis des ARS, 
satzes für den Klassenkôrper . 

N. Galli und K. Fôrsterling, TR SSÉctieuhe dl experi- 
mentelle Untersuchungen über das He Verhalten 
dünnster Metallschichten ; NA: 

R. Gans, Zur Elektronentheorie des UE rrb0 Meuse 
Zweite Mitteilung 

G. Hamel, Zum Tarbalenzproblem a 

Th. von FR inên Über den Mechanismus des idntdhdss 
den ein bewegter Kôrper in einer Flüssigkeit erfährt . 

E. Kohlschütter, Über den Bau der Erdkruste in Deutsch- 
Ostafrika. Vorläufige Mitteilung . 

E. Landau, Über die Verteilung der At Re aus 
y Primfaktoren zusammengesetzt sind ; 5 


Seite 


165 


455 


429 
409 


449 
b18 


293 


58 


IV Register. 


O0. Mügge, Über die Struktur des Magnetit und seine Um- 
bildung in Eisenglanz . + 

E. Riecke, Zur Theorie des EE von 
Michelson . . . 

C.Runge, Über die Radioaktivität Fee Luft auf Fn és 
Meere 

C. Runge, Grace Tone von igrepemsneen A a. 
rene Se sr _ — 0 

ire Schwarzschild und E. Kron, Über die Helligkeits- 
verteilung im Schweïif des Halley’schen Kometen . 

K. Stuchtey und A. Wegener, Die Albedo der Wolken 
und der Erde. (Messungen auf sechs Ballonfahrten) 

G. Tammann, Über die Ânderung der Eigenschaften der 
Metalle durch ihre Bearbeitung 

G. Tammann, Zur Thermodynamik der De in 
Einstoffsystemen. | 

I. Die Gleichgewichte isotroper und RENE Phasen 
II. Der Polymorphismus 

G. Tammann, Über Zasandegleichangen im Reis NE 
Volumen 

W.Voigt, Beiträge zu Tai Baylciehe Theo kr Gitter- 
beugung  . 

W. Voigt, Aantes. re an ee) piton in 
Zusammenhang mit der Frage der Intensitätsmessungen 
beim Zeeman-Effekt. Nach Beobachtungen von C. Fôr- 
sterling. — Mit einem Zasatz von H. A. Lorentz in 
Leiden 

R. Wedekind, Ratrigo zur eos je ant am 
Nordrande des rechtsrheinischen Schiefergebirges . 

K. Wegener, Die Aerologischen Ergebnisse im Jahre 1910 
am Samoa -Observatorium der Kôniglichen SEA 
der Wissenschaften zu Güttingen 

K. Wegener, Über den Anteil der AE SEE an 
der Temperaturperiode der Luft in niedrigen und mitt- 
leren Hühen der Troposphäre . . 

H. Weyl, Über die asymptotische Vos _ ren 


Seite 


318 


271 


99 


431 


197 


209 


191 


236 


325 


527 


41 


278 


382 
110 


Ueber den Bau der Erdkruste in Deutsch-Ostafrika. 
Vorläufige Mitteilung. 


Von 
E. Kohlschütter. 


Mit 1 Tafel. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 26. November 1910 von H. Wagner. 


Die Reduktion der Schwerkraftmessungen der ostafrikanischen 
Pendel-Expedition der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Güôttingen hat folgende vorläufige Resultate ergeben, die durch die 
Diskussion der Fehlerquellen und die Berücksichtigung der Re- 
duktionen auf horizontales Gelände im einzelnen zwar noch er- 
heblich abgeändert werden kônnen, das Gesamtresultat aber doch 
richtig darstellen dürften. 

Es bezeichne in der von Helmert angegebenen Weise g die 
gemessene, g, die auf das Meeresniveau wie in freier Luft redu- 
zierte Schwerebeschleunigung, g'' ihren nach der Bouguer’schen 
Formel auf das Meeresniveau reduzierten Wert uud y, den aus 
Albrecht, Formeln und Hilfstafeln (4. Auf), entnommenen und der 
Helmertschen Formel entsprechenden theoretischen Wert. Dann 
ist in cm/sec? 


2 H ; 8 2H 
LT A CEE gs = J—% À Ki 27 
= g + 0.000 309 H = go — 0.000 114 H 


Bei den angegebenen sr ist 0 — 40, ange- 
nommen worden, da es sich zunächst nur um eine Überschlagsrechnang 
handelt, und die Dichte der Gneïife und Schiefer, die in der Haupt- 
sache die Massive von Ostafrika bilden, des Werte nahe kommen 
dürften. 
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Werden die Stationen ihrer morphologischen Lage entsprechend 
in Gruppen eingeteilt, so finden sich die in Tabelle 1 zusammen- 
gestellten Schwerestôrungen gegenüber der Helmertschen Formel. 

Aus der Tabelle (Spalte 3 und 4) läBt sich folgendes ersehen. 
Die küstenfernen Plateaustationen haben einen Massenüberschuf, 
der auf den hôüheren Plateaus einen merklichen Betrag (+ 0,070) 
aafweist, während er auf den mittelhohen Plateaus fast verschwindet 
(0,007). Dagegen stimmen die Werte von g/—#, für beide Pla- 
teauarten im Mittel nahezu überein. Dies deutet darauf hin, daf 
derjenige Teil der sichtbaren Massen der hôheren Plateaus, der 
über dem Niveau der mittelhohen Plateaus liegt, nicht kompensiert 
ist, während die mittelhohen Plateaus und die Sockel der hôheren 
Plateaus bis zur Hôhe von ungefähr 1140 m vollständig kom- 
pensiert sind. 

Noch weniger als die hôheren Plateaus sind die Gräben kom- 
pensiert. Zu dem sichtbaren Massenmangel (im Vergleich zu den 
einschlieBenden Plateaus) tritt noch ein kleiner unsichtbarer Massen- 
defekt (— 0,023) hinzu. 

Würde man die hôheren Plateaus abtragen bis zur mittleren 
Niveaufläche der mittelhohen Plateaus und die Gräben bis zu 
dieser Fläche auffüllen, so würden die Abweichungen der Schwere- 
beschleunigungen vom normalen Werte im Mittel betragen: 


an den Stellen der hôheren Plateaus 
MER » mittelhohen , 
» np n » Gräben 


+ 0,004 cm/sec? 
+ 0,007 , 
— 0,020 , 


Es würde durch diesen Massentransport also nahezu Gleich- 
mäBigkeit erreicht werden. Die fortgenommenen (hôhere Plateaus) 
und hinzugefügten Massen (Gräben) sind daher unterirdisch nicht 
kompensiert, und es ist nur eine allgemeine Kontinental-Kompen- 
sation vorhanden, die so bemessen ist, da sie gerade mittelhohe 
Platesus von etwa 1140m Hôhe kompensiert. Bei den ausge- 
dehnten, in grôBerer Hôhe liegenden Hochebenen und Horsten, 
sowie den tiefer hinabsteigenden groBen Grabeneinbrüchen und 
Bruchspalten ist somit Isostasie nicht vorhanden. Daher herrscht 
an den Bruchspalten nicht hydrostatisches sondern nur elastisches 
Gleichgewicht, wodurch die vielen Erdbeben, die sowohl von mir 
als anderen in Ostafrika beobachtet worden sind, ibre Erklärung 
finden dürften. Nur ist auffallend, daB noch nie grôfere Beben 
aus diesen Zentren gekommen sind, sondern nur schwache, rein 
lokalen Charakter tragende. 
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Ob diese Isostasie im groBen vollständig ist, d. h. ob eine 
 genaue Kompensation der sichtbaren überschüssigen Massen der 
hôheren Plateaus durch die sichtbaren und die unterirdischen De- 
fekte der Gräben herbeigeführt wird, kann erst eine spätere ein- 
gehende Berechnung der in Betracht kommenden Massen lehren. 
Schätzungsweise môchte ich annehmen, daf die Massen der Pla- 
teaus etwas überwiegen, sodaB die Kontinental-Kompensation in 
Deutsch-Ostafrika im ganzen keine vollständige ist, sondern das 
Land eine regionale positive Stôrung (MassenüberschuB) geringen 
Betrages aufweist. 

Bei den küstennahen Stationen ist vor der weiteren Unter- 
suchung noch eine Reduktion wegen des Einflusses des Kontinen- 
talabfalls zur Tiefsee erforderlich. Nach Helmert ist dieser Einfluf 
so allgemein und regelmäBig verbreitet, daB der theoretische Wert 
y, für küstennahe Stationen nicht gilt, sondern daB statt dessen 
ein Wert y, + dy zu setzen ist, wo Ôy mit dem Küstenabstand 
der Station (a) variiert. Die Reduktionswerte dy sind aus der 
Helmertschen Tabelle !) für eine Tiefe der Ausgleichsfläche — 120km 
entnommen worden. Die hier dy genannte GrôBe heift bei Helmert 
89, da er sie als Stérung des Gleichgewichts behandelt, während 
sie bei der vorliegenden speziellen Untersuchung, die sich auf 
Stôrungen hôherer Ordnung bezieht, als ein Teil des normalen 
Wertes der Schwerebeschleunigang aufgefaft werden und daher 
mit dem Symbol ôy bezeichnet werden muf. 

Die auf diese Weise ermittelten Stôrungs- und Kompensations- 
werte sind in Tabelle 2, geordnet nach ihrem Abstand vom Kon- 
tinentalrand, zusmmengestellt. 


Die Stérungen g,—(7, + dy) haben, wie bei den küstenfernen 
Stationen einen unregelmäBigen Verlauf, dagegen zeigen die Kom- 
pensationen auch hier ein ganz regelmäfiges Verhalten. Von dem 
für das Innere des Kontinents gültigen mittleren Kompensations- 
werte (—0,133) ausgehend nimmt die Kompensation nach der Küste 
bin allmählich ab. Diese Abnahme hat einen sehr regelmäBigen, 


fast linearen Verlauf, der sich durch die folgende Ausgleichsformel 
darstellen läBt. 


g"—(ys + 8y) = —0,0158 — 0,000 386 a. 


1) F. R. Helmert: Die Tiefe der Ausgleichsfiäche bel der Prattschen Hy- 
pothese für das Gleichgewicht der Erdkruste und der Verlauf der Schwerestürung 
vom Innern der Kontinente und Ozeane nach den Küsten. Sitzungsberichte der 
Kgi. Preuf. Akademie der Wissenschaften, Bd. 48, 8. 1197 u. 1198. Berlin 1909, 
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Die nach dieser Formel ausgeglichenen Werte stehen in 
Spalte 7 der Tabelle2. Die Kleinheit der Werte » Beob.—Ausgl.“ 
(Spalte 8) zeigt, wie regelmäfig die Abnahme der Kontinental- 
Kompensation nach der Küste zu erfolgt, obwohl die Pendel- 
stationen sowohl der Hôhe als der Art ihrer Lage nach groBe 
Unterschiede aufweisen, Die Differenzen der sichtbaren Massen 
sind daher auch bei den küstennahen Stationen unterirdisch nicht 
kompensiert. 

Das in den vorstehenden Erürterungen gegebene Bild ändert 
sich jedoch fast vüllig, wenn man von vornherein die Pratt'sche 
Hypothese als richtig und demgemäB die Massenlagerung als 
isostatisch voraussetzt. In diesem Falle ist es erforderlich auch 
bei den ostafrikanischen Graben- und Bruchrändern, trotzdem es 
sich hier nur um Stôrungen zweiter Ordnung handelt, auf die 
Steilrand-Korrektion Rtcksicht zu nehmen, auf die Helmert für 
Stérangen erster Ordnung, d. h. solche zwischen Kontinent und 
Ozean in der oben angezogenen Schrift neuerdings wieder auf- 
merksam gemacht hat. Infolge des grôBeren Dichteunterschieds 
»Gestein — Luft“ und der Nähe der Stationen an den Steilab- 
stürzen erreichen diese Stôrungen auch in den vorliegenden Fällen 
teilweis erhebliche Werte, und übertreffen an manchen Stellen 
sogar noch diejenigen an den Rändern der Kontinente. 

Die von Helmert abgeleitete Formel für die Steilrand-Stôrang 
gilt nur für Stationen, die im Niveau des Plateaus liegen; für 
Stationen am FuB des Absturzes bedarf sie einer Abänderung, da 
die Abnahme der Schwerkraft mit der Hôhe von Massenstôrungen | 
besonders stark beeinfluft wird. Der zahlenmäfige Betrag dieser 
Abänderung ist allerdings nur gering, aber es schien mir doch 
notwendig dies ausdrücklich festzustellen. 

Da es sich zunächst nur um eine Uberschlagsrechnung han- 
delt, weïl die gemessenen Schwerkraftswerte noch nicht endgültig 
feststehen, habe ich den Einfluf der Büschung der Steilränder 
vernachlässigt. Ich konnte dies um so eher tun, als die ost- 
afrikanischen Gräben auferordentlich steil eingeschnitten sind. 
ÆEs kommen stellenweise Neigungen von 1:2,5 und mehr bei Hôhen- 
unterschieden von 1 bis 1,5 km vor und der mittlere Büschungs- 
winkel (y) dürfte wenigstens 12° (ctg » = 5) betragen. 

Bezeichnet, wie bei Helmert, ét die Hühe des Steilrandes, 
a den Abstand der oberen Station P, c den der unteren Sta- 
tion Q vom Rande, T die Tiefe der Ausgleichsfläche und 46 
die Dichte des Plateaugesteins minus Dichte der Luft, s0 ist 
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Ausgleichsfäche, 


die Auflockerung unter dem Plateau bis zur ? Ausgleichsfläche 
- l 
herab gleich 46 . TT: 

In Q bringt sowohl das Heraustreten der Platte mit der 
Dichte 48, als die Auflockerung darunter eine Verminderung der 
Schwerebeschleunigung hervor, beide Dichtigkeiten sind daher mit 
negativem Vorzeichen einzusetzen. Die Integration hat sich in 
der von Helmert angegebenen Weise 


NUE in horizontaler Richtung von c bis oo 
NS Are | in vertikaler Richtung von —é bis O 


Er: { | in horizontaler Richtung von c bis co 
fie die Dichte— 0-7; | in vertikaler Richtung von O0 bis (7—t) 


zu erstrecken. Sie liefert unter den von Helmert angeführten 
Voraussetzungen und Beschränkungen die Formel: 

zx (a l 

0g = Ts + arctg . 


+ t 
-+clls ë +7 ls 


C+(T—t) }: 


c° 


Für den Punkt P dagegen erzeugt die Platte mit der Dich- 
tigkeit 26 eine Vermehrung der Anziehung, sodaB in diesem Falle 
49 positiv zu nehmen ist. Die Grenzen der Integration sind 


os in horizontaler Richtung — a und 0 
RER ag | in vertikaler Richtung 0 und # 


a Le Diet ce | in horizontaler Richtung — a und 0 


T=t |in vertikaler Richtung  # und 7. 


Die Ausführang der Integration liefert 
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40g ; T'UTTE er l 
a0R ‘| T—t H-2re IE e—.| 
a+ t at + T* 
+4allg CT Ni Tes lg air ]. 
Fübrt man mit Helmert 26 — 2,73 und 8. — 5,52 ein und 


entwickelt die Formeln unter Vernachlässigung der hôheren Glieder, 
so bekommt man die Ausdrücke 


ETES À 


für Plateaustationen: 
dg = +0,0362 + . E-F++ Le + 7 si ) 
für Grabenstationen: 


d 
8g = — 00862 4. (5 -T+7 le FH+) 


Die Formeln gelten der Entwicklung gemäB nur für = 5 


— JT J., _ kleiner als 1, die hôheren Glieder gehen in 


diesem Falle nicht über 0,001 cmysec* hinaus. 

Für T wurde gemäB den Untersuchungen von Hayford und 
Helmert über diese GrôBe der Wert T — 120 km gesetzt. Die 
für a, c und { angenommenen Beträge und die nach den vorste- 
henden Formeln damit berechneten Steilrand-Stôrungen sind in 
Tabelle 3 zusammengestellt. Um Korrektionen zu bekommen, 
wurden die gefundenen ôg mit —1 multipliziert. 


Tabelle 3 Ungefähre Randabstände, Absturzhôhen 
und Steilrand-Korrektionen für die meisten 
Stationen. 


Richtung, Randabstand | Hôhe | Steilrand-Korrektion 


in der der 
Steilrand | Plateau- | Graben-|1 des | fi. m — 120 km 


Station 108 ère station | station |Absturzes 
Station a t — Ôdg 
aus liegt km km cm/sec? 


Njassa-Graben 


Masaürua SW 70 Dénéée — 0.030 
1t-Langenbur NO 4 1. , 
USE | SW | 50 10 À 0.089 } OT 


” 
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Hôhe | Steilrand-Korrektion 


des : Le 
station |Absturzes für T = 120km 


Station 


cm/sec? 


Ndjilla SW 40 0.4 — 0.012 
Kamsamba NO 40 0.3 + 0.010 | + 0.050 
L SW 20 09 | + 0.037 | 
. SO 80 0.6 + 0.003!) 
Kwera-See NO 10 0.7 — 0.031 —_ 0,047 
. W 85 0.7 — 0.016 1 
südlicher Tanganjika-Graben 
Isimia NO 85 0.9 — 0.030 
æ W | 50 EE 
Bismarckburg O 2 0.7 —+ 0.044 
3 W 2 0.4) | — 0.013 $ + 0.043 
sde W 50 0.4 + 0.012 
Moliro O0 60 0.7 + 0.018 

x 0 6 04) | —0.012 Ÿ + 0.027 

- W 6 0.4 + 0.021 
Kakoma (0) 25 0,5 — 0.019 

nôrdlicher Tanganjika-Graben 
Bangwe O 0.000) 

É w 60 09  |+ 0.024 | + 0.024 
Kondsi W 50 0.3 — 0.008) 
Ugaga W 120 0.3 — 0.006) 

Wembäre-Graben 

Tambarale Se 5 0.15 — 0.007 
Wembäre 25 0.15 —+ 0.006 

« 0 15 0.35 | 0.015 | + 0.021 
Ipuani uv 40 , 0.35 — 0.011 

Niarasa-Graben 
Donjo Ndorobbo SO | 20 0.6 —SŸ.023 
Niarasa NW 10 0.8 + 0.038 
ER 80 15 03 | + 0.013: } 0.061 
südliche ostafrikanische Bruchstufe 

Umburru NW 60 0.7 — 0.019 

s 0 15 | 0.8 | —0.034 }}— 0.058 
Umbugwe W 18 0.8 + 0.034 

nôrdliche ostafrikanische Bruchstufe 

cd 
Ssurae Le 0 80 1.5 — 0.053 
Guasso njiro W 13 1.3 | —+ 0.060 
ve 0 80 0.7 | + 0.0254 } + 0.085 
Matabati . W 30 0.7 | — 0.026: 

“. 0 | 40 | 05 |—o.010: } — 0.035 
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Richtung, Randabstand 


in der der| Plateau- Graben- 


Station Steilrand | station 
von der 


Station a c 
aus liegt km km 


Steilrand-Korrektion 
für T — 120km 


cm/sec? 


oberer Pangani-Graben 


RER Benne O 25 0.5 — 0.019 
W 9 0.5 + 0.024 

sn 0 22 03 |-—Loo11f + 0-085 

Maji ja njuu W 15 0.3 — 0.0125) 


Mkomasi-Graben 
Kihuiro 


W 15 0.6 + 0.026 - 
£ 0 20 0.8 | 0.033 } + 0.030*) 
Wilhelmstal zylindrisch| 15 0.8 — 0.079?) 
Pemba-Graben®) 
Kwamkoro MW * 7 0.5 — 0.024 
+ 0 8 05 |— 0.023 00509 
Le zylindrisch 8 0.5 — 0.052 
Pangani w 60 09 |+0.0241) 
w 80 04 |+00151) 
“ 0 20 08 22 ut 10:00 
, 0 15 0.07 |— 0:002:) 


1) Diese Korrektion rührt von dem Unika-Horst her, der wie ein Keil mit 20° 
Ôtfnungswinkel den Rukwa-Graben in zwei Arme teilt. 

2) Dies ist die vermutete Tiefe des Tanganjika-Sees. Da der Absturz sich unter 

dem Seespiegel noch fortsetzt, ist eine Zusatzkorrektion mit dem Dichteunter- 

schied 46@-— 1,73 (Gestein — Wasser) erforderlich. Da genaue Angaben über 
die Tiefe des See’s nicht zur Hand waren, im einzelnen auch überhaupt nicht 
vorhanden sind, ist diese Korrektion sehr unsicher. 

Hier ist auf der Ostseite des Grabens der Anstieg so allmählich, daB die 

obigen Formeln nicht benutzbar sind. Doch dürften sich die positiven und 

negativen Stôrungen ungefähr gegenseitig aufheben. 

4) Korrektion sehr unsicher, da der Anstieg allmählich erfolgt, und ein ausge- 
sprochener Steirand fehlt. 

5) Korrektion sehr unsicher, da zwischen dieser Station und dem Graben noch 
ein Teil der Pareberge liegt. 

6) Da die begrenzenden Plateaus (Pare und West-Usambara) nahezu in gleicher 
Breite mit der Station abbrechen, so ist nur die Hälfte der berechneten 
Korrektion in Ansatz gebracht worden. 

7) Bei West-Usambara ist die vorausgesetzte Ausdehnung der Steilränder auf 
groBe Strecken so wenig erfüllt, daB das Plateau als Kreiszylinder mit einer 
Grundfläche vom Radius a aufgefaft und die Korrektion entsprechend be- 
rechnet wurde. 

8) Als Pembagraben ist die Einsenkung zwischen dem Festlande und den Inseln 
Pemba und Sansibar bezeichnet, die sich weiterhin im Kingani- und oberen 
Rufñidjitale fortsetzt. 
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9) Wegen der Lage dieser Station im Südzipfel von Ost-Usambara ist die Kor- 
rektion einmal nach der Formel für geradlinige und sich weithin erstreckende 
Steilränder und einmal nach der Zylinderformel mit dem Radius a berechnet 
worden. Verwendet wurde das Mittel beider. 

10) Dieser Teil der Korrektion gilt für die nôrdliche Hälfte des Plateaus (Usam- 
bara). Sie ist daher nur zur Hälfte angebracht worden. 

11) Dieser Teil gilt für die südliche Hälfte des Plateaus (südlich vom Pangani). 
Da hier ein Steilrand fehlt, ist die Korrektion unsicher. Sie ist nur mit dem 
halben Betrage eingesetzt worden. 

12) Bei diesem Teil der Korrektion ist Pangani als obere Station zu betrachten 
inbezug auf den vom Wasser bedeckten Teil der Grabenrinne des Pemba- 
grabens. Der Dichtigkeïitsunterschied ist daher hier zu 4@ — 1,73 anzu- 
setzen. Die Korrektion gilt nur für den nôrdlichen Teil des Grabens. Es 
ist daher nur die Hälfte des berechneten Wertes benutzt worden. 

13) Dieser Teil gilt für die südliche Hälfte des Pembagrabens. Sie ist zur Hälfte 
berücksichtigt worden. 

Werden die Steilrand-Korrektionen (— dg) an die wie in freier 
Luft reduzierten Schwerebeschleunigungen 9, angebracht, so erhält 
man die Werte g, die demnach die Schwerkraft im Meeresniveau 
bedeuten unter der Voraussetzung, daB die Isostasie tatsächlich 
besteht. Der Vergleich der g# und der y, bezw. (y,+0y) fübrte 
zu den in Spalte b und 8 der Tabelle 1 und Spalte 9 der Tabelle 2 
stehenden Abweichungen von den aus den Helmert’schen Formeln 
sich ergebenden Normalwerten der Schwerebeschleunigung für 
Kontinent und Küste. 

Der SchwerkraftsüberschuB auf den hôheren Plateaus ist auch 
nach Berücksichtigung der Steilrand-Korrektionen geblieben, wenn 
auch in stark verringertem Mafe (+ 0,027). Unter diesen Plateaus 
und Horsten scheint also trotz ïhrer grofen Ausdehnung ein 
MassenüberschuB vorhanden zu sein. Um den UeberschuB, den 
man im allgemeinen bei Berg-Stationen findet, kann es sich hier 
nicht handeln, da die Stationen ausnahmslos in Senken oder 
wenigstens nur auf flachen Hügeln geringer relativer Erhebung 
(Masaürua und Donjo Ndorobbo) liegen. Will man das Vor- 
handensein grôBerer unterirdischer Dichte, die einer ideellen stô- 
renden Schicht von etwa 240 m Dicke entsprechen würde, nicht 
annehmen, so kônnte man die vorhandene Stôrung der Isostasie 
sich auch durch oberirdische Erosion entstanden denken. Um den 
UeberschuB von + 0,027 cm/sec* zu erklären, müfte eine Schicht 
von etwa 140 m mittlerer Dicke im Læaufe der Zeit von den h6- 
heren Plateaus abtransportiert sein. Da die meisten dieser Hoch- 
plateau-Stationen in breiten Talfurchen liegen, die durch Erosion, 
wenn nicht entstanden, so doch kräftig vertieft worden sind, s0 
ist diese Erklärung vielleicht nicht ganz von der Hand zu weisen. 
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Allerdings muf die Erosion so stark gewirkt haben, da8 die Iso- 
stasie seitdem noch keine Zeit gehabt hat sich wieder herzustellen. 
Vielleicht erklärt sich auf diese Weise auch ein Teil der üblichen 
positiven Stôrung auf Berggipfeln. 

Die mittelhohen Plateaus schlieBen sich im Mittel genau dem 
Normalwert an. 

Bei den Gräben sind die in g,—7y, auftretenden Stôrungen 
durch die Steilrand-Korrektionen fast vôllig beseitigt worden, nur 
der Rukwa-, der südliche Tanganjika- und der Pemba-Graben weisen 
grôBere negative Stôrungen auf und erinnern damit an den nürd- 
lichen Teil des Roten Meeres. Der gleich gewaltige Njassa-Graben, 
der groBe Ostafrikanische Bruch und die kleineren Gräben haben 
nahezu normale Schwere, wenn man die Pratt’sche Hypothese als 
richtig annimmt. 

Die Annahme der Isostasie im Sinne der Pratt’schen Hypo- 
these ist also ausreichend, die meïsten der beobachteten Ab- 
weichungen von der normalen Schwere als Steilrand-Stôrungen zu 
erklären, sodaf die grofen stôrenden Schichten, die die Werte 
9 —Y, anfänglich anzudeuten schienen, nicht als bestehend ange- 
sehen zu werden brauchen. Die nicht als Steilrand-Korrektionen 
zu deutenden Reste, für die nun wobhl allerdings keine andere Ent- 
stehungsursache, als lokale Stôrungen der Massenlagerung zu finden 
ist, halten sich in bescheideneren Grenzen (Extreme + 0,060 und 
— 0,055 gegen +0.094 und — 0.119 ohne Annahme der Isostasie). 

Die Anordnung der Beobachtungen auf den Grabenrändern 
und den Grabensohlen geben ein Mittel an die Hand, die Tiefe T 
der Ausgleichsfläche im Innern des Kontinents zu bestimmen, sowie 
Helmert es in der oben angezogenen Schrift aus den Stôrungen 
des Kontinentalrandes getan hat. 

Um es dabei nur mit Stôrungen zweiter Ordnung zu tun zu 
haben, schien es mir jedoch erforderlich, auch beï den weïter land- 
einwärts liegenden Stationen den Einfluf des Abfalls des Fest- 
landes zur Tiefsee zu berücksichtigen, da er nach der Helmert’schen 
Tabelle noch an der küstenfernsten Station der Pendel-Expedition 
merklich ist. 

Es wurden deshalb die Helmert'schen Steilrand-Stérungen dy 
für T — 120 km aus der Tabelle entnommen und von g#—#, in 
Abzug gebracht. Die Bedingungsgleichungen zur Bestimmung von 
T haben dann folgende Form, wenn man mit JG das Mittel der 
Abweichungen aller beobachteten Schwerkraftswerte vom Normal- 
wert bezeichnet. 
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ge+ TE). (T 120) — (7, + 09 = 2G 
woraus folgt 
24 + 2090) (190 — 7) = 9 (+ 8). 
Die Differentialquotienten sind für eine Plateau-Station: 


d(—0g) t a si (D) 
= —0.0862 Te + 0.0862 5 ) 


für eine Graben-Station: 
d(—0g) É OPTT 
RTL ES NT + 0.0862 T lg —. 


Diese Gleichungen sind in Tabelle 4, geordnet nach der GrôBe 
der Absolutglieder zusammengestellt. Bei der Ausgleichang ist 
es notwendig, die offensichtlich lokal stärker gestôrten Stationen 
auszuschliefen, da sie das Resultat stark zu verfälschen vermôügen. 
Es bleibt nur zweifelhaft, wo die Grenze für die auszuschliefenden 
stärkeren Stôrungen zu ziehen ist. Die Ausgleichung ist deshalb 
mehrmals unter verschiedener Festsetzung dieser Grenzen durch- 
geführt worden. Die Grenzen wurden symmetrisch zum Mittelwert 
aller g#—(y,+ dy), der nahe bei — 6 liegt, angenommen. 

Dies führte zu folgenden Resultaten: 


Mittl. Abweichung 
eines Schwerewerts 
0.001 cm/sec? 


Grenzen 
0.001 cm/sec? 


Anzahl der 
Stationen 


4G 


Gruppe 0.001 cm/sec? 


km 


= AU 81e A7 
— 84 + 14 | 143 +18 
— 5.4 + 2.0 | 165 + 25 + 10.0 
— 6.1 + 2.2 | 180 + 27 + 115 


Die übrigbleibenden Fehler v, bis v, sind in Tabelle 4 ange- 
geben. 

Von Gruppe 1 zu Gruppe 2 nehmen die mittleren Fehler der 
Unbekannten fast gar nicht zu, obwohl sich die Anzahl der Glei- 
chungen verdoppelt hat. Von der zweiten zur dritten Gruppe da- 
gegen ist eine starke Zunahme dieser Fehler vorhanden, die bei 
der vierten Gruppe noch weiter anhält. Dies Verhalten läBt darauf 
schliefen, daB bei der zweiten Gruppe die Fehler jedenfalls noch 
als zufällig betrachtet werden kônnen, bei der dritten Gruppe die 
stärkeren lokalen Stérungen anfangen, sich bemerkbar zu machen, 
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um von der vierten Gruppe an den vülligen AusschluB notwendig 
erscheinen zu lassen. 

Da der Ausschluf der auBerhalb Gruppe 3 liegenden Sta- 
tionen gerechtfertigt ist, geht auch daraus hervor, daB diese Be- 
obachtangen sämtlich ein T verlangen, das grôBer als unendlich 
ist. Zum Beweise sind die vom Einflu8 der Kontinental-Stôrungen 
befreiten beobachteten Stôrungswerte und die T = © entsprechen- 
den Steilrand-Stôrungen für die ausgeschlossenen Stationen zu- 
sammengestellt. 


Jo — (Yo + dy + 4) 0g für T — co 


Masaürua + 86-1073 cm/sec? —+ 68.107 cm/sec? 
Ssuraé + 89 + 84 
Kwera-See + 83 + 78 
Kwamkoro + 71 + 55 
Wembäre — 41 — 29 
Kamsamba — 73 — 72 
Moliro — 58 — 49 
Bismarckburg — 79 — 54 
Pangani — 60 — 22 


Daraus geht hervor, daB auch von Gruppe 3 jedenfalls noch 
Wembäre auszuscheiden ist. Die Ausgleichung dieser Gruppe ohne 
Wembäre gibt 


4G = —0.0048 cm/sec° — 161km. 


Doch ist auch dieser Wert für T sicher noch zu groB, da bei 
einem derartigen hohen Betrage der Unbekannten (T7 — 120) die 
zweiten Differentialquotienten schon ins Gewicht fallen und 
daher nicht hätten vernachlässigt werden dürfen. 

Zum Nachweiïis dessen wurden die dg für zwei andere Tiefen 
der Ausgleichsfläche, nämlich T = 70km und T — 170 km be- 
rechnet und die Widersprüche g#—(y,+0y +46) für die drei 
Annahmen von T gebildet. Für 7G wurde der aus den Aus- 
gleichungen gefundene mittlere Wert 4G = —B5 angenommen. 
Man bekommt auf diese Weise die auf der folgenden Seite zu- 
sammengestellten Widersprüche in 0.001 cm/sec". 


Die Gruppenmittel wurden mit T als Abszisse in GHtterpapier 
eingetragen und zwanglose Kurven hindurchgelegt (gestrichelte 
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oo? 


D. Ndorobbo + 7 + + Umbugwe — 1 + 4 + 6 
+ 


+ |Umburru + 10 — Rufu — 8 0 +3 
Ë Donjo Benne + Alt-Langenb. — 17 — 6 — 1 
sé 
El À 
© 
F Ë Ugaga CN AE A SEL NET ET 
£ Ipuani +7 +5 +3 Kihuiro +3 +8 +9 
x Wilhelmstal +11 + 5 <+ 2 | Bangwe 2 ARE ee 
8. Kondsi — Do io ml Gnome 27e 10 0210 
L Isimia +929 +18 +10 
Matabatü +25 +16 +15 
Tambarale O—17 —17 —18 
: Kakoma —14 —17 —19 
Gruppe 1 Mittel +28 —08 —30 | Mittel —70 —07 +27 
Gruppe 2 , +86 +04 —16 . —179 —04 +19 
Gruppe 8 , d49%,.-030—20 à —79 —04/ +19 


Linien P und G in der Figur auf Seite 18). Der Schnitt dieser 
Kurven mit der Nulllinie gibt folgende mittlere Werte von T: 


Graben-Station | (Plateaust.—Grabenst.) 
G-Linien (P— G-Linien) . 


Plateau-Station 


Gruppe 
P-Linien 


In der letzten Spalte sind diejenigen Tiefen der Ausgleichs- 
fläche angegeben, die aus der Differenz von Plateau- und Graben- 
Stationen hervorgehen (ausgezogene Linien (P— @) in der Figur), also 
von etwaigen Resten kontinentaler Stérungen frei sind. Die fast 
vôllige Uebereinstimmung der einzelnen T-Werte ist zufällig, denn 
läBt man die eine oder andere Station fort, so wird die Ueber- 
einstimmung weniger gut. Dagegen finden die Schnitte immer 
zwischen den Abszissen 100 und 140 statt. 

Kgl. Ges. d. Wies. Nachrichten. Math.-phys. Klase, 1911. Heft 1. 8 
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Daraus und aus der strengen Ausgleichung nach der M. d. kl. 
Qu. ergibt sich die bemerkenswerte Tatsache, daf die Ausgleichs- 
fläche auch im Innern des afrikanischen Kontinents nahezu in der 
Tiefe von 120 km liegt, also derselben Tiefe, die Hayford und 
Tittmann für die Vereinigten Staaten von N ordamerika und Hel- 
mert für die Schwerestôrangen zwischen Festland und Tiefsee ge- 
fanden haben. Man darf daraus, wie man sehen wird, aber nicht 


Ueber den Bau der Erdkruste in Deutsch-Ostafrika. 19 


schliefen, da an allen diesen Orten die Massenlagerung dasselbe 
Gesetz, nämlich die vorausgesetzte Isostasie im Sinne Pratts be- 
folgt. Als wahrscheinlichste Werte sind 


4G = —0,006 + 0,002 cm/sec', T — 120 + 20 km 


beïbehalten worden. Die mit diesen Annahmen übrigbleibenden 
lokalen Stôrungen v stehen in der letzten Spalte der Tabelle 4. 

Die beobachteten Schwerewerte lassen sich demnach in grofer 
Annäherung auf zwei Weisen erklären. 

1) Die Festlandsmassen im Ganzen sind vüllig oder nahezu 
vüllig kompensiert. Die Fläche normaler Schwere steigt von der 
Küste nach dem Innern proportional zum Küstenabstand an bis 
zu einem Hôchstwert, der etwa bei 850 km Küstenabstand erreicht 
wird, und bleibt dann konstant in dieser Hôühe. Die oberflächlich 
sichtbaren Massendifferenzen sind dagegen nicht kompensiert, sodaf 
die über der Fläche normaler Schwere liegenden Massen und die 
unter dieser Fläche fehlenden Massen wirkliche stôrende Schichten 
sind. 

2) Es besteht sowohl für den Kontinent im Ganzen, als auch 
bei den einzelnen Grabeneinbrüchen Isostasie mit einer Ausgleichs- 
fläche in rd. 120 km Tiefe. 

Um beide Erklärungsmôglichkeiten mit einander vergleichen 
zu kônnen, sind für die erstere noch die mittleren Fehler und 
die übrig bleibenden lokalen Abweichungen von dem allgemeinen 
Gesetz abzuleiten. 

Die Hôhenlage der Fläche normaler Schwere H" ergibt sich 
unter der Annahme @ — ‘/2@, aus den kompensierenden Schichten 
g—7, nach der Formel 


H" = —8770(95 — Yo). 

Da für den Kontinent im Ganzen Isostasie vorhanden ist, sind 
auch die Helmert’schen Steilrand-Korrektionen dy zu berücksichtigen, 
und es wird daher 

H" = — 8770 (;— (r,+ 87). 

Für die küstennahen Stationen bis zum Abstand a von rund 
3560km war oben gefunden worden g,—(7.,+ 87) — —0.016 
— 0.000386 a, woraus 

H"— 140+389a 

— H + 3.39 a 
hervorgeht. Der Koeffizient von a wird von der früheren Aus- 
gleichung her als bekannt vorausgesetzt. Die ont 


20 E. Kohlschütter, 

changen haben daher die Form, bei küstenfernen Stationen : 
0.000114(1245 — H") = g,— (y, + dy) + 0.142, 

bei küstennahen Stationen: 

0.000114(140 — H") = g;—(y,+ dy) + 0.016 + 0.000386 a. 


Die Unbekannten (H"— 1245) und (H%—140) sind einander 
gleich. 

Die Gleichungen für die einzelnen Stationen sind in Tabelle 
5 (S. 21) zasammengestellt. Bei der Ausgleichung wurden dieselben 
Gruppen gebildet wie bei der Berechnung der Tiefe der Aus- 
gleichsfläche. 

Es ergab sich 


a 


Mittl. Abweichung 
Grenzen | Anzahl d. H" Je + 
Gruppe 0.001 cm/sec?| Stationen m | m E n'a A bé ee 


1 1801 + 10 | 196 + 10 + 3.1 
2 1288 + 17 | 178 + 17 + 7,9 
8 1293 + 20 | 188 + 20 + 10.4 
alle Beob- 
achtungen | 48 , — 40 85 1276 + 34] 171 + 34 + 22.8 


Als wahrscheinlichste Werte wurden die abgerundeten Er- 
gebnisse der Gruppe 8 


H" = 1290 + 20m und H% = 185 + 20m» 


beibehalten. Die übrigbleibenden lokalen Stérungen für die ein- 
zelnen Gruppen und den definitiven Wert, v,, v,, v, und v stehen 
in Tabelle 6. 

Ein Vergleich der beiden Ausgleichungen miteinander (s. S. 
15 u. 21) zeigt, daB keine der beiden Erklärungsweisen die Be- 
obachtungen besser darzustellen vermag, als die andere. Die 
Gruppen umfassen in beiden Füällen fast gleich viel Beobachtungen, 
die mittleren Fehler haben fast genau gleiche GrôBe und der Unter- 
schied der Extreme der übrigbleibenden lokalen Stôrungen (+56, 
— 51 und +53, —85) ist auch nicht ausreichend, die eine Dar- 
stellung besser erscheinen zu lassen, als die andere. 

Dennoch mu$ die Ansicht, da8 die Beobachtungen ebenso gut 
der Isostasie, wie der Nichtkompensierung der sichtbaren Massen 
entsprechen, fallen gelassen werden. Dies zeigt sich, wenn man 
die Einbrüche einzeln betrachtet und untersucht, wieviel von 
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Tabelle 6. Bedingungsgleichungen zur Bestimmung 
der Hôühenlage der Fläche normaler Schwere H”. 


Uebrigbl. lok. Stôr. 
in 0.001 cm/sec? 


Gr.| Gr.| Gr. 
2 3 
Va Va | v 


Stationen Bedingungsgleichungen 


1245—H9)) 

Massonso | 0.114 |! 40 n)) — + 53 

Moçambique + 45 

Kwera-See + 42 

Masaürua + 32 

Kwamkoro + 32 

Ugaga + 31 

Kondsi + 22 

+19-46017 

Bangwe + 14|+ 16|+ 15 

Ssigirari + 11}+ 13|]+ 12 

Daressalam + 11} + 18|+ 12 

Donjo Benne + 6|+ 8|l+ 7 

Ndjilla + 6|+ 74 6 

Kihuiro DIS 76 

A à Maji ja njuu LEE SIEGE 
= 8 | 2 [Umbugwe +2 0Ù+ 2]+ 1 
B |& ) à |Matabatü +1|-— 1/+ 1 0 
D 4 51 E }JKakoma 0|—.2| 10 —"1 
21% S \Rufu —1|— 3— 1— 2 
& | & | 2 |Wilhelmstal —38|— 5— 3|— 4 
AIN T)SÉ puani —8|— 6 8 4 
Moschi AN ER AE 

Moliro 5|— 6 

Tambarale — 8 

Pangani —10|— 8|—:9 

Umburru — 18|— 11|— 12 

Wembäre — 19|— 20 

Tabora —19|— 20 

Ssuraë — 21 

Niarasa — 21 

D. Ndorobbo — 28 
Bismarckburg — 28 

Guasso njird — 30 

Kamsamba — 30 

Alt-Langenb. — 36 


den sichtbaren Plateaumassen unkompensiert ist, und wieviel durch 
Auflockerung der tieferen Teile der Kruste im Sinne der Pratt'schen 
Hypothese emporgehoben ist, bezw. wieviel Masse in den Graben- 
einbrüchen durch Zusammenpressen der Unterlage in die Tiefe ab- 
gesunken ist. Dies lä8t sich aus der Differenz der totalen Stô- 
rungen einer Plateau-Station und der dazugehôrigen Graben-Station 


ermitteln. 
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Bezeichnet x die Dicke derjenigen Plateauschicht, die aus der 
Kruste emporgehoben ist, s0 ist (‘—x) die Dicke der unkompen- 
sierten Schicht. Die totale Stôrung setzt sich zusammen aus der 
Steilrand-Stôrang und der Anziehung der unkompensierten Schicht. 
Die letztere ist sehr nahe 0”g — 0,114(t—x). Die erstere werde 
mit ôg(x) bezeichnet; sie kann in erster Annäherung proportional 
zu der Dicke der emporgehobenen Schicht angenommen werden. 
Dabher ist 


ôg() = + 8 (0. 
Ist 49 die totale Stôrung, so wird die Differenz 
491. — 4967. = 99 (&)pr, — 99 (gr. + "9 
= . (89 (bi — 89 (Oo 1+ 0.114 (4 — x). 


Daraus folgt mit leich£ ersichtlichen Abkürzungen, und wenn die 
Stôrangen in 0,001 cm/sec' ausgedrückt werden, 


GT 4—-1i4t 
t “thorsiidih 


Um von den Stôrungen erster Ordnung frei zu werden, wurden 
die totalen Stérungen in der Form 99 = g,—(y+0y+4G) be- 
nutzt. Sie stehen in Spalte 3 der Tabelle 6. Da zunächst Be- 
stehen der Isostasie vorausgesetzt werden soll, so bedürfen die 
Werte Ag jedoch noch einer Verbesserung, da bei den meisten 
Stationen nicht nur der zu untersuchende Steilrand, sondern auch 
der gegenüberliegende des betreffenden Grabens oder Horstes Steil- 
rand-Stôrangen verursacht. Die Korrektionen zur Beseitigung 
dieser Stôrungen stehen in Spalte 4, die verbesserten totalen Stô- 
rungen in Spalte 5. Die nächsten Spalten sind nach den Ueber- 
schriften verständlich. 


Bei der Berechnung von _. nach der obigen Formel scheiden 


sich die Bruchränder in drei Gruppen. Bei der ersten Gruppe ist 
(4—114#) positiv, und da (9— 1146) stets negativ ist, so wird 
æ negativ, d.h. es kann überhaupt kein Teil der sichtbaren 
Plateaumassen aus der Tiefe gehoben sein, da die Anziehung 
dieser Massen noch nicht einmal ausreicht, die beobachtete Diffe- 
renz der totalen Stérungen zu erklären. Es liegt bei diesen 
Steilrändern die Auflockerung nicht unter dem Plateau und 
die Verdichtung nicht unter dem Graben, wie erwartet warde, 
sondern das Fehlen von Massen im Graben wird noch von pa 
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darunter liegenden Auflockerung begleitet, und unter der sicht- 
baren Massenanhäufung des Plateaus liegt noch ein Massenüberschuf. 
Die Dicke der ideellen stôrenden Schicht, die diesem Ueberschuf 
entspricht, steht in Spalte 11. Dieselbe Schicht mit negativem 
Vorzeichen kann auch als relativer Defekt unter der Grabensohle 
aufgefaBt werden. 

Bei der zweiten Gruppe von Bruchrändern kann ein Teil des 
Plateaus durch gehobene Massen im Sinne Pratts erklärt werden. 
Die Dicke dieser Schicht (x in Spalte 9 u. 10), im Maximum ein 
Viertel der Steilrandhôhe (— 110 m im südlichen Tanganjikagraben 
im Mittel) ist jedoch so gering, daB auch hier kaum von unterirdischer 
Kompensation die Rede sein kann, da der grôfite Teil der Plateau- 
massen, im Mittel 0,85 davon, nicht kompensiert ist. Jedenfalls 
kann man auch bei dieser Gruppe die Kompensation nicht als 
charakteristisches Merkmal bezeichnen. 


Bei der dritten Gruppe findet sich _ > 1, d.h. es ist Ueber- 


kompensation vorhanden. Die Differenz der Steilrand-Stôrungen 
ô verlangt grôBere Unterschiede der totalen Stôrungen, als be- 
obachtet worden sind. Der UeberschuB von à über Z muf daher 
durch Defekte unter dem Plateau bezw. durch Anhäufungen unter 
der Grabensohle aufgehoben sein. Die Dicke der ideellen Schicht, 
die diesem Defekt entspricht, findet sich in Spalte 11. Die ganze 
Plateaumasse ist aus der Kruste emporgehoben und es fehlt aufer- 
dem noch Masse unterhalb des Plateaus. Diese Gruppe würde 
also Pratts Hypothese bestätigen, wenn es nicht auBerordentlich 
anwahrscheinlich wäre, daf die vier Bruchränder der dritten Gruppe 
anders aufgebaut sind, als die dreizehn Ränder der ersten beiden 
Gruppen, und daB bei ihnen vollständige Isostasie vorhanden sein 
soll, während sie bei der groBen Mehrzahl der Ränder gänzlich oder 
fast gänzlich fehlt. 

Und in der Tat braucht dies scheinbar abweichende Verhalten der 
letzten vier Ränder nicht als Beweis für Pratts Hypothese angesehen 
zu werden. Denn läft man die Voraussetzung der Isostasie fallen, so 
dürfen an den totalen Stérungen 49 der Spalte 3 die Verbesserungen 
für den zweiten Steilrand — 09, nicht angebracht werden. Dann be- 
kommt man aber als Differenz der totalen Strungen zwischen Pla- 
teau und Graben Werte, die mit einer Ausnahme grôfer als 114 # sind. 


Der Zähler der Gleichung für _ (Spalte 12) wird positiv und _. 


wird daher negativ, womit diese Steilränder aus der Gruppe 8 in 
die Gruppe 1 rücken. D.h. die Plateaus sind nicht nur nicht 
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kompensiert, sondern es liegt noch ein MassenüberschuB unter 
ihnen. Die einzige Ausnahme macht der südliche Teil der grofen 
ostafrikanischen Bruchstufe, bei dem (7 — 114) — —6 auch ohne 
die Korrektionen der Spalte 4 negativ ist. Man findet damit 
+ = 0,272 und & —022km. Trotzdem hier also ein Viertel des 
Abfalls kompensiert erscheint, wird man dieses Resultat eher auf 
lokale Abweichungen an einer oder an beiden der benutzten Sta- 
tionen zurückführen, als daraus folgern, daf der ganze südliche 
Teil der ostafrikanischen Bruchstufe von dem Verhalten der übrigen 
Brüche abweïicht und isostatisch gelagert ist. 

Hiermit scheint mir bewiesen zu sein, daf Pratts Hypothese 
für die Plateaus und die Grabeneinbrüche Ostafrikas nicht zutrifft, 
daB also dort Isostasie im einzelnen nicht herrscht. Die in den 
Gräben fehlenden Massen finden wir in den sichtbaren Plateaus wieder, 
wobei es zunächst dahingestellt bleibt, ob hier wirklich Seitenver- 
schiebungen oder Bildungen grof$er Spalten angenommen werden 
müssen, oder ob sich ein plausibles Dichteverteilungsgesetz finden 
läft, das die beobachteten Erscheinungen allein aus Vertikalbe- 
wegungen zu erklären erlaubt. 

Da demnach Isostasie nicht vorausgesetzt werden darf, fallen 
die Verbesserungen der Spalte 4 fort und der Unterschied der 
totalen Stôrungen wird bei allen Steilrändern grôBer (s. Spalte 14); 
damit vergrôBert sich auch der UeberschuB dieses Unterschiedes 
über die Anziehung der sichtbaren Massen (29,, — 49,,)—114t, der 
in Spalte 12 zu finden ist. Die diesem UeberschuB entsprechende 
stôrende Schicht in Spalte 13 gibt dann den unterhalb des Plateaus 
herrschenden, zu den sichtbaren Massen noch hinzutretenden re- 
lativen MassenüberschuB bezw. den unter den Grabensohlen be- 
findlichen Defekt an. In Spalte 15 endlich findet man den ge- 
samten relativen Massenunterschied zwischen Plateau und Graben, 
ausgedrückt in Metern ideeller stôrender Schicht. 

Die beobachteten Erdbeben finden durch diese Stôrungen des 
hydrostatischen Gleichgewichts eine ungezwungene Erklärung, 
worauf oben schon hingewiesen war, und es ist wohl kein Zufall, 
da8 ich Beben, aufBer einem an der Küste, am Njassagraben und 
am nôrdlichen Teil des grofen Bruches erlebt habe, wo die Stü- 
rungen am grüBten sind (1835 und 1614m). Am Njassa sind Beben 
verhältnismäfig häufig und so bekannt, daf unter den dort lebenden 
Europäern allgemein die Ansicht herrschte, die angeschwemmte 
Halbinsel, auf der Alt-Langenburg liegt, werde über kurz oder 
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lang infolge eines Bebens in den See rutschen. Von häufigen Erd- 
beben am Tanganjika berichtet Dantz. 

Auch die grofen, am Njassa und an der Bruchstufe von mir 
festgestellten Lotstôrungen stehen mit dem gefundenen Ergebnis 
über die Massenlagerung im Einklang. 

Man wird vielleicht fragen, warum oben das Resultat der Be- 
rechnung der Tiefe der Ausgleichsfläche mitgeteilt ist, da sich jetzt 
herausgestellt hat, daB es illusorisch ist, weiïl die Massen nicht 
isostatisch geschichtet sind. Es ist geschehen, um zu zeigen, wie 
die ausgleichende Zusammenfassung und Mittelbildung zu einem 
verfehlten Resultate geführt hat, das durch die nahe Ueberein- 
stimmung mit den Ergebnissen von Hayford, Tittmann und von 
Helmert den Anschein der Zuverlässigkeit erweckte, und ferner 
weil es mir nicht ausgeschlossen zu sein scheint, daf diese Ueberein- 
stimmung mit dem Helmert’schen Werte nicht zufällig ist, sondern 
darauf hinweiïst, daB auch die Stôrungen an den Steilküsten der 
Kontinente durch ein anderes Dichteverteilungsgesetz, als das 
Pratt’sche zu erklären seien. 

Das unerwartete Ergebnis, daB die Gräben teils vôllig, teils 
fast vôllig unkompensiert sind, führte mich dazu, einen der tiefsten 
Gräben, dessen Schwereverhältnisse bekannt sind, zum Vergleich 
heranzuziehen, nämlich den Tongagraben. Die folgenden Beobach- 
tungsergebnisse und die zur Berechnung der Stérungen erforder- 
lichen GrôBen sind den Werken von Hecker entnommen!) Die 
Buchstaben entsprechen der Helmert’schen Bezeichnung. 


Anzahl der | Oberhalb 
1904 Beobachtungen .des Es | b | Ÿ | HV 
Juli 2 2 Plateaus |+119 Lol. e216n 6,3 km + 0,212 
8 2 Grabens |— 66 |+ 20 8,0 — 0,234 
4 1 Grabens |—183 |— 58 5,5 — 0,245 


Damit finden sich die angenäherten Steilrand-Korrektionen 


dg, — —0.050, 09, = +0.090, 09, = + 0.070. 


1) O0. Hecker: Bestimmung der Schwerkraft auf dem Indischen und GroBen 
Ozean und an deren Küsten, sowie erdmagnetische Messungen. Derselbe: Be- 
stimmung der Schwerkreft auf dem Schwarzen Meere und an dessen Küste, sowie 
neue Ausgleichung der Schwerkraftsmessungen auf dem Atlantischen, Indischen 
und Grofen Ozean. Zentralbureau der internationalen Erdmessung. Neue Folge 
der Verôffentlichungen. Nr. 16 und Nr. 20. Berlin 1908 und 1910. 
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Obwohl die Korrektionen nach der strengen Formel von 
Helmert berechnet sind, sind sie nur als angenähert zu betrachten, 
da die Stôrung der Abnahme der Schwerkraft mit der Hôhe, die 
durch den Graben ausgeübt wird, nicht berücksichtigt ist. Nach 
dem, was sich über diese Vernachlässigung bei der genäherten 
Formel, nach der oben die Untersuchungen für Ostafrika durch- 
gefübrt worden sind, ergeben hat, dürfte diese Vernachlässigang 
nur sehr wenig ausmachen. 

Die zweite und dritte Korrektion muB noch etwas vergrüBert 
werden, um dem EinfluB des anderen Grabenrandes Rechnung zu 
tragen, sodaf nahezu 


dg, = —0.050, 69, = +0.100, d9, == + 0.090 


zu setzen sein dürfte. Die Schwerestôrungen gehen daher bei 
Annahme der Isostasie über in 


gËë— y, = +0,162 oberhalb des Plateaus 
— 0,134 oberhalb des Grabens 
— 0,155 oberhalb des Grabens. 


Mittels der Pratt’schen Hypothese würde also auch an diesem 
Graben nur ein Teil der beobachteten totalen Stôrung und zwar 
nur ‘'/s bis ‘2 davon zu erklären sein. Um die Dicke der Schicht 
zu ermitteln, die diesem Betrage entspricht, wurden die Formeln 
von Seite 22 benutzt, wobei aus den beiden Graben-Stationen das 
Mittel genommen wurde. Es ist daher 


4 = +452, 0 = +145, t — 6,b. 
Statt der Konstanten 114 ist hier jedoch wegen der grôBeren 
Dichte des Wassers 70 zu setzen. Damit wird _. nahezu gleich O, 


d.h. das Tongaplateau ist relativ zum Tongagraben gar nicht 
kompensiert. Für diesen Fall trifft also die Faye’sche Ansicht 
zu, daf die ganzen Massen der ozeanischen Inselpfeiler als 
stôrende Massen anzusehen sind. Die Annäherung der Formel 
von Seite 22 an die strenge Formel ist in diesem Falle wegen 
des kleineren Büschungswinkels zwar noch geringer als bei 
den ostafrikanischen Gräben, aber eine merkliche Kompensation 
kann auch die richtige Formel nicht ergeben, weil 7 fast genau 
gleich 706 ist. 

Der Schwerestôrung zwischen Plateau und Graben entspricht 
eine ideelle stôrende Schicht von 6500 m Dicke. Damit steht in 
Einklang, da8 die Tongarinne ein bekanntes Zentrum starker Erd- 
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beben ist, während von den ostafrikanischen Gräben, wo die grôBte 
beobachtete stôrende Schicht einen Betrag von nur 1800 m, also 
ein Drittel desjenigen des Tongagrabens, hat, nur schwache 
Erdbeben bekannt geworden sind. 

Die Messungsergebnisse Heckers zeigen für die Strecke zwischen 
Sydney, Neu-Seeland und Samoa überhaupt Uebereinstimmung mit 
meinen Resultaten aus Ostafrika. Denkt man sich den Meeres- 
boden auf die gleichmäfige Tiefe von b,2km gebracht dadurch, 
daB alle hôheren Stellen abgetragen und alle tieferen ausgefüllt 
werden, so hat man zu den gemessenen Schwerebeschleunigungen 
die Korrektion 70(£—5,2) hinzuzufügen, wenn ét die wirkliche 
Tiefe ist. Das Ergebnis einer solchen Reduktion zeigen Spalte 6 
und 7 der Tabelle 7. Die beobachteten grofen Abweichungen vom 
Normalwert (Spalte 5) sind fast alle verschwunden und die übrig- 
bleibenden Stôrungen verraten nichts von den grofen Tiefenunter- 
schieden, die vor der gedachten Einebnung des Meeresbodens vor- 
handen waren. Die wenigen übrigbleibenden grôBeren Stôrungen 
(Spalte 7) lassen sich sebr einfach auch anders, als durch Ab- 
weichungen der Massenlagerung von der Faye’schen Annahme, 
nämlich durch Fehler in den Tiefenangaben erklären. 

Die beiden ersten rühren von Messungen in der Nähe Neu- 
Seelands her, wo der allmähliche Uebergang zu der isostatischen 
Massenlagerung erfolgt, die derjenigen der Festländer entspricht. 
Sie brauchen nicht weiter berücksichtigt zu werden, da die 
Faye’sche Annahme für die Kontinente ebenfalls Isostasie verlangt. 
Die nächste Abweichung (+180) würde verschwinden, wenn die 
Tiefe an der betreffenden Stelle nicht 5,0 km, sondern nur 2,4 km 
betrüge. Dies erscheint aber sehr môglich, denn nach der Carte 
générale bathymétrique des océans etc.!) spricht keine der vor- 
handenen Tieflotungen dagegen, während sich ein Ausläufer des 
Neu-Kaledonischen Rückens von der angegebenen Hôhe bis etwa 
*/a° nôrdlich von der Beobachtungsstelle erstreckt. Da, wie gesagt, 
die Lotungen nicht dagegen sprechen, so kann eine Fortsetzung 
dieses Ausläufers bis zu dem Schiffsorte mit derselben Wahr- 
scheinlichkeit angenommen werden, wie die in der Karte gezeich- 
nete Führung der Tiefenlinien. Die Tiefe von 2,4km und der 
Stérungsrest O ist daher ebenso wahrscheinlich, wie diejenige von 
5,0 km mit dem Stôrungsrest +180. Die letzte Abweichung von 
der Faye’schen Annahme (— 182) bezieht sich auf den Tongagraben. 


1) Auf Veranlassung des Fürsten von Monaco und unter Leitung von Thoulet 
und Sauerwein gezeichnet von Tollemer. 


29 


Ueber den Bau der Erdkruste in Deutsch-Ostafrika, 


68 + Gt + gy'9 & OL SUOHONY-PEUISLITS) S0P HITPIQU COST, 
VA 5 4 «ETS gy'Q & AE De SUOHIQU-SEUJSUU) S9P JINDUS O98JOLL 
68 + 88 + . g'e - Ed ny opus S98J01] 
OF — GP — 93:9 (d LD SOUS WIIPIQU 90801], 
08 — CE 0'g & gun 4 tOWSS YONPIQU CO8JOLT, 
L8 + TOI + 0'a T de touts JONPIQU 08J01L 
GES — G9T — [44 L 6ù M. . UOX9NH-SEUTISTIU) 
8I — za + 8? T Li ES nytO 104 8871 
G9L— FO 8'e L re VOIES UOA TEJAV 
8S£I — GIFS g'£ I 6 rmf U9X9NY-SEU)SLIU:) 
6€ + F0g + L'T Le 9 ‘deg nyt( u0A OUEN 
T6 — ; 61 + 80 Le GT nf nqt( u0A oUEN 
09 — OIS + LO'0 T g ‘deg nqe( uoA oUEN 
En = 896 + &0'0 Le GI mnf nye() u0A SUEN 
TEMBH SI voue 
VE SF — g'8 T r À° ouuryg-#$u0 x 
0 961 — 0'8 Le CT -de euury-eSuor, 
G8T — 6LG — ga L 6 mg ouury-8suor 
O8I + F6 + 0'q T 8& Iunf SU9HONH UOUISUOPOTEM-NON SOP OZUOIE) JOP UE 998JOL], 
17 90T + 0'8 I & * nv9t]4 29PEULISY 
LS GIG + L'G & & mg nvoye]q-Suo I, 
8e + GES + 0'& I (1 PUEIS9S-NON UOA ne97e[4 
08 — F98 + O'I Li 68 ‘ U9HONY JOHISTUOPEIET-N9N 
9F£ + 080 T D uoTeIJSNY UOA [[EJqV 
68 + 868 + GT'0 Li 08 “ PUYIS9G-NON UOA nt9J8I4 
861 — LT + 08'0 L og runf PUET9S-N9N UOA ne9JelX 
ue GP + 90°0 & 1 mg pUE[ONY UE JON) Dee} 


uosun) 
4—6 9 -1Weq094 FO6T 
umye( 


SU9p0qS2199 74 
sop Sunuqourx Jop yoeu 
u9SUNI03S 9PU2qI9[4I9 À 

(d 


L le. 0 9 
+ PENERSEREMELNELSNSR FERMER ES NES TTC RER T 


TEMUH pun AoupÂ ueyostMz UOBUNSSOUEFFUIHIOMYOG UOYOSI0H00H OI ‘2 [08 


30 E. Kohlschütter, 


Die Prüfung der Tiefenlinien der Carte bathymétrique ergibt, da8 
keine der vorhandenen Lotungen einer kleinen Verschiebung der 
Linien nach Westen widersprechen, soda8 die Beobachtung sehr 
wohl über 8,0 bis 8,5 km Wasser erfolgt sein kann. Dadurch 
würde aber der verbleibende Stôrungsrest auf — 77 bis — 42 zu- 
rückgehen und auch an dieser Stelle die Schwerkraft sehr nahe 
der Faye’schen Annahme entsprechen. 

Hierdurch ist bewiesen, daB das Gebiet zwischen Australien, 
Neu-Seeland und Samoa Ostafrika darin gleicht, daB die Hôhen- 
unterschiede im einzelnen, auch wenn sie sehr beträchtlich sind, 
nicht kompensiert sind, sondern daB nur eine allgemeine Kompen- 
sation besteht, die ungefähr der mittleren Tiefe unter bezw. der 
mittleren Erhebung über das Meeresniveau entspricht. 

Ueber Samoa hinaus erscheint es zweifelhaft, ob die Erhe- 
bungen des Meeresbodens noch als unkompensierte Stôrungen an- 
gesehen werden künnen. Abgesehen von der unmittelbaren Nähe 
von Hawaï, wo sich eine teilweise Kompensation der Landbeobach- 
tangen wegen wohl nicht von der Hand weisen läBt, widersprechen 
die vorhandenen Lotungen aber ebenfalls nicht der Annahme von 
solchen Tiefen an den Beobachtungsstellen, daB die Stôrungsreste 
in Spalte 7 verschwinden oder auf einen kleinen Betrag reduziert 
werden. Die beiden Beobachtungen vom Christmas-Rücken sind 
über einer Einbuchtung gemacht, die sich von Nordwesten her in 
diesen Rücken hinein erstreckt. Es würde mit den vorhandenen 
Tiefenangaben durchaus vereinbar sein, diese Einbuchtung etwas 
weiter nach Südosten eingreifen zu lassen, als es auf der Karte 
geschehen ist. Dadurch würde der eine Stôrungsrest verschwinden, 
der andere auf etwa — 80 gebracht werden. Die Stôrung auf dem 
Sockel von Samoa deutet auf einen Graben nôrdlich von Samoa 
hin. Bei einer Wassertiefe von rund 6,1 km würde die Stôrung 
verschwinden. Lotungen, die eine geringere Tiefe nachweïsen, sind 
nicht vorhanden; andrerseits hat S. M.S. ,Planet“ in neuerer Zeit 
so viel Gräben längs der Inselreihen der Südsee entdeckt, daB ein 
Graben auf einer Seite des Inselbogens als die Regel, das Fehlen 
als die Ausnahme anzusehen ist. Daher würde eine Tiefe von 
etwa 6 km nôrdlich von Samoa an der Stelle, wo Hecker nach der 
Carte bathymétrique 8,8km angibt, nicht unwahrscheinlich sein. 
Es wäre interessant, festzustellen, ob dieser durch die Schwere- 
messungen angedeutete Graben wirklich existiert, oder ob der 
Stôrungsrest auf die Kompensation des Samoa-Sockels zurückzu- 
führen ist. Sollte das Erstere zutreffen, so wäre damit die Môg- 
lichkeit der Verwendung des Hecker'schen Apparats als Tiefen- 
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messer in diesem an Untiefen so reichen Ozeanteil erwiesen. Die 
letzte grôBere Abweichung endlich (+87) fällt in ein Gebiet, wo 
weit und breit keine Tiefenmessungen gemacht sind, sodaB hier 
die Tiefe von 3,8 km, die die Stôrung verschwinden lassen würde, 
genau ebenso wahrscheinlich ist, wie die angenommene Tiefe von 
km. Die Ausdehnung des Gebiets, in dem durch Einebnen des 
Meeresbodens das Verschwinden der totalen St’rungen herbeige- 
führt werden kann, bis nach Hawaï hin ist demnach nicht un- 
wahrscheinlicher als die gegenteilige Annahme. 

Für das Gebiet zwischen Australien, Neu-Seeland und Samoa 
scheint es mir dagegen zweifellos zu sein, da alle unterseeischen 
Erhebungen und Einsenkungen unterirdisch nicht kompensiert sind, 
sondern der Faye’schen Ansicht entsprechend in ihrem ganzen 
Betrage Stôrungen des Massengleichgewichts darstellen. Der 
Meeresboden im ganzen zeïigt dagegen überall einen solchen Massen- 
überschuB, da$ er den Massendefekt einer Wassersäule von 6,2 km 
Hôhe ausgleicht. So wie in Ostafrika alle Erhebungen über und 
alle Einsenkungen unter eine Fläche normaler Schwere in kon- 
stanter Meereshôhe nicht kompensiert sind, so sind auch in dem 
genannten Meeresteil die Abweichungen von einer konstanten 
Tiefe, die etwa der mittleren Tiefe des Ozeans entspricht, nicht 
ausgeglichen. Die Isostasie scheint demnach nur bei den Massen- 
st‘rungen erster Ordnung (Festland und Ozean) überall zu be- 
stehen, bei den Massenstürungen zweiter Ordnung aber nicht die 
allgemeine Gültigkeit zu haben, die man ïhr nach den neueren 
Arbeiten, besonders der amerikanischen Geodäten zuzuschreiben 
geneigt war. 

Das Fehlen der Isostasie in den Einbruchsgebieten Ostafrikas 
und der Südsee legt die Vermutung eines kausalen Zusammen- 
hanges zwischen Brüchen und nichtisostatischer Schichtung nahe. 
Môglicherweise bietet sich hier ein Merkmal für Unterscheidungen 
in der genetischen Entwicklung der einzelnen Erdräume dar. Man 
kann nach diesen Ergebnissen die grofen Stufen und Rinnen 
eigentlich üiberhaupt nicht mehr als Einbrüche oder Gräben auf- 
fassen. 

Es ist noch die Verteilung der übrigbleibenden geringen lo- 
kalen Stôrungen in Ostafrika auf die einzelnen Gräben darzu- 
stellen. Die Schweremessungen') sind in mehreren Linien ange- 


1) Eine Karte der Schwerestationen ist enthalten in ,E. Kohlschütter: Er- 
gebnisse der ostafrikanischen Pendel-Expedition u.s.w. Bd. I. Tafel IL. Abhand- 
lungen der Kônigl. Gesellsch. d. Wiss. zu Gôttingen. Math.-physik. Klasse. Neue 
Folge V, 1. Berlin 1907. 
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ordnet, die die Gräben nahezu rechtwinklig überqueren. Es sind 
dies im Süden die Njassalinie und eine im Bogen verlaufende 
Linie über den südlichen Tanganjika und die Rukwa; dann in der 
Mitte des Schutzgebiets mehrere zu einer mittleren Linie zusam- 
menzufassende Linien zwischen 3° und 6° südlicher Breite vom 
Tanganjika bis zur Küste und im Norden die Linie über den 
nôrdlichen Teil der grofen Bruchstufe. Die lokalen Stôrungen 
sind der letzten Spalte von Tabelle 5 entnommen und sind daher 
so aufzufassen, daB sie zu den sichtbaren Massenstôrungen noch 
hinzutreten. Die Abstände vom Anfangspunkte der Linien (s. 
Tabelle 8) geben nicht die Entfernung zwischen den beiden Punkten 
an, sondern sind so berechnet worden, daB die senkrechten Ab- 
stände der Stationen von den Bruchrändern zusammenaddiert 
wurden. Zum Vergleich sind auch die totalen Stôrungen noch- 
mals in Tabelle 8 mit aufgeführt worden. 


Tabelle 8 Geographische Lage und Anordnung 
der übrigbleibenden lokalen Stôrungen. 


ER Lars 

Abstand | SE 3 Morpho- 

< A & do logische 

Oestl. LP M EP Lage der 

Station Anfang & Ë S 2 Stationeñ. 
De der BR à E 2 Wo nichts 

EE ; © © angegeben 
Los & æ 2 é Plateau- k 

lage 


km 


Njassa-Linie 


Alt-Langenburg 9.6 34.1 0 — 122 | — 35 | Graben 
Masaürua 9.1 84.6 74 + 87 | + 82 
Moçambique | 15.0 | 40.7 | | + 26 | + 45 | Küste 
Tanganjika-Rukwa-Linie 

Kakoma | 8.8 30.4 0 + 3 | — 1 

Moliro 8.2 30.6 81 — 67 — 6 
Bismarckburg 84 | 312 82 |—75 | 28 |}Greben 
Jsimia 8.1 31.5 184 | + 740] + 17 
Kvwera-See 8.4 82.0 169 + 84 | + 42 
Kamsamba 8.4 82.8 211 — 72 | — 80 | Graben 
Ndjilla 7.6 32.6 291 + 7 | + 6 


1) Stôr. — go — (yo + dy + 4Q). 
2) Küstenferne Stationen: Stôr. — g;— (yo + dy) + 0.147 
Küstennahe Stationen: Stôr. — gj — (y, + dy) + 0.021 + 0.000886 a. 
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Es LT) 
Abstand | S.2 "S Morpho- 
Südl | Oestl. | vom | 7 | 35 logische 
5e 58 Lage der 
Station Breite | Länge | Anfang £ $ & D Stationen. 
BE ES Wo nichts 
54 LS À angegeben, 
fr = Plateau- 
lage 
0.00 
Mittlere Linie 
Bangwe 4.9 29.6 0 — 32 | + 15 | Graben 
Kondsi 5.1 | 30.2 50 | + 1| +22 | 
Ugaga 5.1 30.8 120 + 13 | + 31 
Massonso 5.1 31.6 190 + 87 | + 58 
Tabora 5.0 82.8 290 — 22 — 20 
Tambarale 4.6 83.6 400 — 9 |— 8 
Wembäre 4.6 34.0 430 — 40 — 20 | Graben 
Tpuani "| 45 | 347 | 48 4.5 34.7 485 UNE PELTERESENRE" | 17 | — 4 
D. Ndorobbo | 3.1 | 35.2 | 625 | + 28 | — 28 | + 28 — 28 
Niarasa 8.4 | 35.4 555 — 40 | — 21 | Graben 
Umburru 8.8 85.6 610 + 56 — 12 
Umbugwe 8.8 85.8 645 — 29 | — 1 | Graben 
Donjo Benne 8.9 37.1 775 + 19 | + 7 | 
Rufu 3.9 37.5 810 — 34 | — 2 | Graben 
Maji ja njuu 3.9 37.8 845 + 10 | + 4 
Kibuiro 4.5 88.1 875 — 21 | + 6 | Graben 
Wilhelmstal 4.8 38.3 910 + 84 — 4 
Kwamkoro 5.1 88.6 920 + Us + 32 
Pangani |} 5.4 1 390 1960! — 59 ! — 9 | Graben 5.4 39.0 960 — — 9 | Graben 
Daressalam | 6.8 | 398 | | —18 | + 12 | Küste D 66 | 59.5, | — 18 | + 12 | Küste 
Nôrdliche Bruchstufen-Linie 
Ssuraë 2.1 85.7 +0 + 90 — 21 | 
Guasso njiré 1.9 | 36.1 45 — 94 | — 30 | Graben 
Matabatü 2.4 36.4 105 + 52 0 
Ssigirari 2.8 86.9 165 + 1 | + 12 Fuf des Kili- 
Moschi 8.3 87.4 225 | + 6| — 56 mandscharo. 


Bei der Njassalinie zeigt der Graben nahezu ebensoviel lokalen 
Defekt, als das Plateau lokalen Ueberschuf. Dasselbe findet statt 
beim südlichen Tanganjika-, dem Rukwa-Graben und dem zwischen 
beiden gelegenen Tanganjika-Plateau. Die anderen beiden Graben- 
ränder haben hier ihrer geringeren Hôhe entsprechend auch einen 
kleineren relativen Massenüberschuf aufzuweisen derart, daf die 
kongostaatliche Seite des Tanganjika- Grabens absolut genommen 
auch noch Defekt hat. 

Bei der mittleren Linie findet man zunächst am Tanganjika 
ein Gebiet mit zunehmendem UeberschuB, das bis Massonso reicht. 
Zwischen dieser Station und Tabora wechselt die lokale Strung 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1911. Heft 1. 8 
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auf einmal das Vorzeichen und es beginnt ein Gebiet mit Defekt, 
das weit nach Osten und Norden reicht und etwa mit der grofen 
Bruchstufe seinen AbschluB erreichen dürfte. Nach Norden, er- 
streckt sich dieses Gebiet bis zu der nürdlichen Bruchstufenlinie. 
Von der Bruchstufe ab nach Osten bis zur Küste ist das Vor- 
zeichen der lokalen Stôrungen wechselnd und die absoluten Beträge 
sind sehr gering mit Ausnahme von Ost-Usambara, wo noch einmal 
ein kräftiger UeberschuB auftritt. Diese Verteilung der Stôrungen 
dürfte mit der orographischen Gestaltung des Greländes zusammen- 
hängen. Für das Gebiet von Bangwe bis Massonso ist die GrôBe 
von H° zu groB entsprechend der kleineren mittleren Meereshôhe 
dieser Gegenden. Von Tabora bis zur Bruchstufe dagegen zu 
klein, weil hier auch die mittlere Hôhe des Kontinents grôBer sein 
dürfte. Die übrigbleibenden Stôrungsreste modifizieren daher ein- 
heïtlich für grôBere Gebietskomplexe nach Art der regionalen 
St‘rungen die Annahme einer konstanten Hôhe der Fläche nor- 
maler Schwere. Dabei ist aber nicht ersichtlich, warum gerade 
zwischen Massonso und Tabora ein so scharfer Sprung in den 
regionalen Stôrungen auftritt. Durch die Hôhenunterschiede der 
beiden Stationen ist er nicht gerechtfertigt, sodaf es den Anschein 
gewinnt, als ob zwischen diesen beiden Orten ein versteckter 
Bruch sich hinzieht. Weiter im Westen nimmt auch Dantz einen 
alten, durch die Tanganjika-Sandsteine ausgefüllten Einbruch an. 
Ob diese Bruch-Zone aber bis nach Massonso hinreichen kann, er- 
scheint mir fraglich. Auf der Karte von Dantz sind bei Massonso 
Deckschichten gezeichnet. Nach meinen Eindrücken dürften diese 
aber von verwittertem Gneif und nicht von dem Sandstein her- 
rübren!) Ferner kommt der Dantz’sche Bruch auch aus dem 
Grunde nicht in Frage, weil in Massonso UeberschuB und in Ta- 
bora relativer Defekt ist, sodaf nach Analogie der übrigen Brüche 
Massonso Plateau-Station und das um 120 m hôher gelegene Tabora 
Grabenstation sein müfte. Auch hier scheint seitliche Verschie- 
bung der kompensierenden Massen vorhanden zu sein. 

Bei der nôrdlichen Bruchstufen-Linie ist unter dem hohen 
westlichen Plateaa relativ zum Graben UeberschuB, absolut Defekt 
vorhanden. Das ôetliche Plateau ist normal. 

Beachtenswert ist, daB der Kilimandscharo keine Anzeichen 
von Stôrung verrät, da die beiden Stationen an seinem Fufe 
normal sind. 

1) Die Reisen des Bergassessors Dr. Dantz in Deutsch-Ostafrika in den 
pe is 1899, 1900. Mitteilungen aus den Deutschen Schutzgebieten 1902 
un , 
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Auf Seite 20 war die wahrscheinlichste Hôhe der Fläche 
normaler Schwere im Innern des Kontinents zu H"° — 1290 + 20m 
ermittelt worden. Das Mittel aus den Hôhen der einzelnen Sta- 
tionen Æ — bezw. H + 3,89 (325 — a) für küstennahe Stationen — 
berechnet sich dagegen nur zu 1231 m. Daraus geht hervor, daB 
das Mittel der Schwerebestimmungen der Gruppen 2 und 3 von 
dem Normalwert etwas abweicht. Aus der Differenz der beiden 
Zahlen ergibt sich der Betrag dieser Abweichung zu 


4G = — >> —= — 0.007 + 0.002 cm/sec? 


Der allen vorhandenen Beobachtungen, auch den lokal stärker 
gestôrten entsprechende Mittelwert war dagegen H° — 1276 + 34m. 
Damit wird 

45 


1G = — 8770 — — 0.005 + 0.004 cm/sec° 
gefunden. 
Bei der Ausgleichung nach der Pratt’schen Hypothese war 
ebenfalls ZG — —0,005 + 0,002 cm/sec? errechnet worden. 


Diese GrôBe kann entweder als zufälliger, von der Auswahl 
der Stationen abhängiger Fehler oder als kontinentale Stôrung 
der Isostasie, oder auch als Verbesserung der Hauptkonstanten 
der Helmert’schen Formel für die normale Schwere aufgefaft 
werden. 

Ich môüchte am ehesten das letztere annehmen; allerdings 
nicht, weil ich glaube, daf die paar ostafrikanischen Stationen 
eine merkliche Aenderung des Normalwerts herbeiführen kôünnen, 
sondern weil bei meinen ersten Rechnungen. als von dem Küsten- 
abstand 350 m ab die Helmert’schen Steilrand-Stôrungen noch nicht 
berücksichtigt waren, 4G — CO sich ergeben hatte. Der negative, 
aus der Ausgleichung hervorgehende Betrag ist erst durch die 
Einführang von (y,+ 67) auch bei den küstenfernen Stationen 
entstanden. 

Dies läft die Vermutung aufkommen, da8 die Schwerkraft im 
Mittel der Stationen der Pendel-Expedition normal ist, und daf 
die Abweichang daher rührt, daB bei Ableitung der Helmert'schen 
Formel von 1901 für y, die Steilrand-Korrektionen für die küsten- 
fernen Beobachtungen nicht genügend berücksichtigt sind. Bei 
Ableitung dieser Formel') wurden Stationen, die weithin von 


1) F. R. Helmert; Der normale Teil der Schwerkraft im Meeresniveau 
Berliner Berichte 1901. 
3% 
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Flachsee umgeben sind, als Festlands-Stationen betrachtet. Es 
sind daher sicher eine ganze Reïhe von Stationen darunter, deren 
Abstand vom Kontinentalabfall unter 1000 m beträgt. Da andrer- 
seits nach der Tabelle der Steilrand-Stérungen in der weiïter oben 
zitierten Helmert’schen Abhandlung diese Stérungen selbst bei 
1000 km Randabstand noch einen Betrag von + 4 >< 107 cm/sec? 
erreichen, so sind unter den Festlands-Beobachtungen viele ent- 
halten, bei denen die Steilrand-Stôrungen einen ansehnlichen Betrag 
erreicht haben. Da die Stürungen bei diesen Stationen nicht be- 
rücksichtigt worden sind, so muB der aus ihnen abgeleitete Nor- 
malwert der Schwerkraft zu groB ausgefallen sein, und da ferner 
dieser Normalwert noch um 2 Einheiten der dritten Stelle unter 
dem endgültig beibehaltenen Wert liegt, kann dieser letztere leicht 
um D bis 7 Einheiten zu gro sein. 

Andrerseits sind als Küsten-Stationen nur solche Stationen 
angesehen worden, die sich in der Nähe des steilen Abfalls der 
Meeresküste befinden. Hieraus geht zwar nicht deutlich hervor, 
bis zu welchem Abstand die Stationen als Küstenstationen ange- 
sehen wurden, doch dürfte das Mittel der Randabstände dieser 
Stationen kaum mehr als 30km betragen haben. Nach der Ta- 
belle der Steilrand-Stôrungen entspricht diesem Randabstand bei 
T — 120 km eine Korrektion von — 44 Einheiten der 8. Stelle. 
Die Küstenstationen hätten also im Mittel eine Reduktion von 
— 0,044 cm/sec? erfahren müssen. Tatsächlich sind sie nur mit 
— 0,036 reduziert worden. Das aus ihnen abgeleitete Ergebnis, 
das um eine Einheit grôBer als das definitive ist, ist daher um 
etwa 8 Einheiten zu gro8 ausgefallen. Auch diese Ueberlegung 
führt also dazu, daB die Werte der Helmert’schen Normalformel 
um rund 7 >< 10 cm/sec? zu groB sind. 

Es sei noch ausdrücklich darauf aufmerksam gemacht, daB das 
Fehlen von regionalen Stérungen bei den küstennahen Stationen 
der mittleren Linie (s. Tab. 8 S. 32) beweist, daB die Annahme 
von 2 = 120 km den Verhältnissen an der ostafrikanischen Küste 
gut entspricht. Um dies noch anschaulicher zu machen, sind die be- 
treffenden Werte in der angehängten Tafel mit dem Küstenabstand 
a als Abszisse (bis a — 400km) graphisch dargestellt worden. Die 
Fläche normaler Schwere wurde in der mittleren Hôhe der physischen 
Erdoberfläche angesetzt. Die durch gestrichelte Linien verbun- 
denen Punkte im unteren Teil der Tafel geben die Hôhen (H) der 
Beobachtungsstationen an. Die ausgezogene Linie stellt die Hôhen- 
lage (H") der Fläche normaler Schwere in den verschiedenen Randab- 
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ständen dar. Die auf diese Fläche reduzierte beobachtete Schwere- 
beschleunigung 95 ist nach der Gleichung auf Seite 13 


% = 9 + 114 (H—H). 
Die verbleibenden Reste gegen den Normalwert 
Vo = + [114 (H°—-H)-4G] 


wurden im oberen Teil der Tafel eingetragen und durch ge- 
strichelte Linien verbunden. 

Ferner wurden die Helmert'schen Steilrand-Stôrungen be- 
rechnet und zwar für Stationen der mittleren Linie sowie Dares- 
salam mit ctg » — 60 und é — 4, für Moçambique mit ctg » — 25 
und # — 3,5. Als Tiefe der Ausgleichsfläche wurden die vier 
Annahmen T = 30, 50, 100, 150 km gemacht. Die resultierenden 
Stôrungen sind eingetragen und durch ausgezogene Linien ver- 
bunden worden. 

Der Anblick der Figur lehrt, daB die beobachteten Reste 
g9—Y, gut durch die Steilrand-Stôrungen dargestellt werden, wenn 
T in der Nähe von 100 liegt. Jedenfalls kommen Werte von T 
über 150 km und unter 75 km nicht in Betracht. Die Annahme 
T = 30 km würde mit den vorliegenden Beobachtungen nicht 
vereinbar sein, sodaB die Folgerung Wiecherts, daB in 80 km 
Tiefe eine leicht flüssige Magmaschicht vorhanden ist, mit meinen 
Schweremessungen im Widerspruch steht. Es müssen also ent- 
weder die Wiechert’'schen Rechnungsergebnisse anders gedeutet 
werden, oder das isostatische Dichteverteilungsgesetz ist anders, 
als die Pratt'sche Hypothese voraussetzt. 

Um aus den Beobachtungen der Pendel-Expedition den wahr- 
scheinlichsten Wert von 7 abzuleiten, wurden die Bedingungs- 
gleichungen 
d dy 
11e 


mit 2G — —6 aufgestellt (s. Tabelle 9 zweite Spalte). Hier be- 
deutet 2G' die Verbesserung von 4G und AT ist gleich (T—100). 
Die Gleichungen entsprechen der Annahme, daf die sichtbaren 
Massen über und unter der Fläche normaler Schwere ihrem 
ganzen Betrage nach stôrende Massen sind. Die Auflüsung der 
Normalgleichungen ‘ergab 


46 = —1+12 >» 107 cm/sec!, T =.108 + 76 km, 
u, = +19 >= 10°" cm/sec*, 


4G + AT = g5—(75 + 0710 + AG) 
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Tabelle 9. SET REA REEE CR zur Bestimmung der Tiefe T der 
Ausgleichsfläche. 


: c Uebrigbleibende - Uebrigbleibende 
Bedingungsgleichungen, Bedingungsgleichungen, 
Küstennahe Fehler Fehler 
Giationen Grèben nicht kompensiert 105 cm/sec’ Gräben isostatisch gelagert 10-* cmjsec? 


angenommen angenommen 


Moçambique 1:4G +082 AT = +920 1:4G +032 AT = +14 + 10 
Daressalam 1 0.23 — 9 1 0.23 15 — 17. 
Pangani 1 0.20 — 51 

Kwamkoro 1 0.17 + 26 

Wilhelmstal 1 0.16 0 1 0.25 + 6 + 8 
Kihuiro 1 0.14 he à 1 0.08 + 9 + 8 
Maji ja njuu 1 0.12 + 1 1 0.14 — 8 — 4 
Rufu 1 0.11 — 13 1 0.05 Sr — 1 
Donjo Benne 1 0.10 HT 1 0.15 = — 2 
Moschi 1 0.10 — 1 1 0.10 + 4 + 3 
Ssigirari 1 0.08 Fm. 1 0.08 — 1 — 2 
Matabatü 1 0.07 — 38 

Umbugwe 1 0.06 + 8 1 — 0.01 + 1 + 2 
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Die übrigbleibenden Fehler v, siehe in Tabelle9. Um den Einflu8 
der sehr starken lokalen Stôrungen von Kwamkoro und Pangani 
auf dieses Resultat festzustellen, wurde die Ausgleichung ohne 
diese beiden Stationen wiederholt und gefanden 


4G = -4+6 >< 10” cm/sec?, T — 141 + 36km, 
u, —= +9 >» 107 cm/sec?, 


Die übrigbleibenden Fehler siehe in Tabelle 9 unter v,. Dieser 
letztere Wert von 4G erscheint zu gro, [da die rechten Seiten 
der Gleichungen bereits die Korrektion 4G — -—6 enthalten. 
Die Gesamtverbesserung 2G + JG würde demnach —10 Einheiten 
der 8. Stelle werden. Eine so starke Verkleinerung des Haupt- 
Koëffizienten der Helmert'schen Normalformel ist wohl ausge- 
schlossen, sodaf ZG’ hôchstens 1 bis 2 Einheiten betragen kann, 
Die Tiefe der Ausgleichsfläche würde damit werden 


T = 122km bis T — 128 km. 


Jedenfalls entspricht meinen Beobachtungen eine Ausgleichs- 
fläche, die zwischen 100 km und 140 km liegt, was mit den son- 
stigen Bestimmungen dieser GrôBe gut übereinstimmt und sie 
bestätigt. 

In Tabelle 6 (S. 23) hatten sich gerade die küstennahen Gräben 
als vereinbar mit isostatischer Lagerung erwiesen. Deshalb wurden 
zuletzt auch noch diese Gräben mit den übrigen küstennahen 
Stationen zusammen zur Bestimmung von 7 herangezogen. Die 
Bedingangsgleichungen nehmen dann die Form an 


dû dô 
Jo = Yo + 4 + Vue + AT + geo + 4T 


oder 


déy . dû 
4G + r + Fr) AT = (9, —Yo)—(d7100 + 0100)- 


Diese Gleichungen sind ebenfalls in Tabelle 9 vorletzte Spalte 
aufgenommen. Dabei muften jedoch die Stationen der nürdlichen 
Bruchstufe und des Pemba-Grabens (Matabatü, Kwamkoro, Pan- 
gani) von vornherein ausgeschlossen werden, weil bei diesen 
Gräben nach Tabelle 6 die Voraussetzung isostatischer Lagerung 
nicht vorhanden ist. 

Die Auflôsung der Normalgleichungen ergab 
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4G = 0+4 > 10" cm/sec’, T'— 112 + 26 km, 
u, = +8 x 10" cm/sec?. 


Auffällig ist bei dieser Auflôsang die verhältnismäBige Klein- 
heit der übrigbleibenden Fehler v, (s. Tab. 9) und dementsprechend 
auch der mittleren Fehler der Unbekannten. Dies läft es ent- 
gegen der auf Seite 24 und 2b gezogenen Schluffolgerung fast 
wahrscheïinlich erscheinen, da bei der südlichen ostafrikanischen 
Bruchstufe, dem oberen Pangani- und dem Mkomasi-Graben iso- 
statische Massenlagerang vorhanden ist. 

Bei allen Berechnungsweisen führen die Beobachtungen der 
Pendel-Expedition zu einem Wert von T, der in der Nähe von 
120 km liegt. 

Bei den Stationen Kwamkoro und Pangani zeigt sich de 
bereits vielfach konstatierte Erscheinung, daf ein Schwereüber- 
schuf durch einen seitlich davon liegenden Defekt kompensiert ist, 
besonders auffällig. Ost-Usambara ist die Kompensation für den 
Pemba-Graben. 

Bei der definitiven Bearbeitung der Ergebnisse der Pendel- 
Expedition werden die Gelände-Reduktionen zu berücksichtigen 
und die hier nur überschläglich oder nach Näherungsformeln be- 
wirkten Rechnungen genau und nach strengen Formeln durchzu- 
fübren sein. | 


Beiträge zu Lord Rayleigh’s Theorie der Gitter- 
beugung. 


Von 


W. Voigt. 
Vorgelegt in der Sitzung am 14. Januar 1911. 


Lord Rayleigh hat vor einigen Jahren eine Theorie der Gitter- 
beugung entwickelt !), die direkt an die Differentialgleichungen der 
Elektrodynamik anknüpft und das Huyghenssche Prinzip nur s0- 
weit anwendet, als es zur Ableitung der Richtungen der gebeugten 
Wellen notwendig ist. Leider sind die beiden von ihm mehr oder 
weniger eingehend behandelten Fälle des absolut reflektierenden 
und absolut durchsichtigen Gitters zu einer Prüfung durch die 
Beobachtung nicht sehr geeignet. Die wirklich herstellbaren Me- 
tallgitter entsprechen den Voraussetzungen der Theorie nur wenig 
und Glasgitter von hinreichender Feinheit scheinen kaum mehr er- 
hältlich zu sein, seitdem Rowland die Vorzüge von Gitterteilungen 
auf Platten von Spiegelmetall kennen gelehrt hat. 

Da in dem hiesigen Institut Beobachtungen über die Schwin- 
gungsform des an Rowland-Grittern gebeugten Lichtes vorgenommen 
werden, und da die Resultate mit der Rayleighschen Theorie des 
absolut reflektierenden Metallgitters zum Teil kaum qualitativ über- 
einstimmen, so schien es mir angemessen, nach den von Lord Ray- 
leigh gegebenen Direktiven die Theorie der Beugung für ein par- 
tiell reflektierendes Metallgitter zu entwickeln. Die Resultate 
sind nachstehend zusammengestellt. 

Ich habe mich in der Darstellung im Wesentlichen an die 
Lord Rayleighsche Arbeit angeschlossen. Nur in einem Punkt 


1) Lord Rayleigh, Royal Soc. Proc. 79, p. 399, 1907. 
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erschien mir eine Abweïichung angemessen, um ein gewisses prin- 
zipiell wichtiges Resultat, das bei Lord Rayleigh nicht so her vor- 
tritt, anschaulich zu machen. 

1) Lord Rayleigh wählt die +-Achse zur Normalen auf der 
Gitterebene und legt die y-Achse parallel den Gitterfurchen; die 


xz-Ebene ist also die Einfallsebene (S. Figur). Die Oberfläche des 
Gitters denkt er als gegeben durch 

2 = 6 
wobei 
1) = She 
und die Samme $ hier wie später in allen ähnlichen Fällen über 
alle # von — © bis +00 erstreckt ist, mit Ausnahme von k—0. 
p ist — 2x/e, wobei & die Periode der Gitterteilung bezeichnet. 
& wird als klein neben der Wellenlänge des Lichtes angenommen, 
während & beliebig bleibt. Lord Rayleigh setzt 

Ge = E(a—is), 6, = (a+ia), 8 = 0. 

Was die aus einer einfallenden entstehenden Wellen angeht, 
so benutzt Lord Rayleigh die Resultate der elementaren Theorie 
bezüglich der Fortschreitungsrichtung, die sich übrigens auch mit 
Hilfe von (1) aus den Grenzbedingungen der folgenden Theorie 
gewinnen lassen. Für den Fall eines partiell reflektierenden Metall- 
gitters nehmen dieselben folgende Form an. 

Gelten für die einfallende Welle (e) Lüsungen von dem Gesetz 


Sut(oi+(ax+yz)) 
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wobei u = 2x/1 die Wellenlängenfrequenz, w die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit bezeichnet und & = sin %, y — cos 9 den Einfalls- 
winkel ® enthalten, so haben für die regelmäfig reflektierte 
Welle (r) die Lôsungen die Form 


Sb@t+(ax—y2) 
und für die reflektiert gebeugten (r,) 


boit (aix — 7,2) 
wobei 


2) CE a+ni = PAR 


und alle Werte mit Ausnahme von Null ac on 
welche mit der Bedingung —-1<a,<+1 verträglich 
sind. Zwischen den Parametern p, u, !, s besteht die Beziehung 


3 == SE 
) p = ul - 
Für die regelmäfig gebrochene Welle gelten Lôsungen von 
der Form 
Su@t+(ax + ve) 
1 


wobei 

4) v = Vn'—0, 

unter n den komplexen Brechungsindex verstanden. Für die ge- 
brochenen gebeugten Wellen ist dagegen anzusetzen 


PLACES (a, x + v,2)) 
? 

wobei 

5) v, = Vrai. 


Der Faktor e“°* kann in diesen Lüsungen überall unberück- 
sichtigt bleiben und soll daher von vornherein abgeworfen werden. 

Bei der Behandlung unseres Problems benutzen wir, daB sich 
die parallel und die normal zu den Gitterfurchen polarisierten 
Wellen mit einem Male erledigen lassen, da die Grenzbedingungen 
für die parallel den Furchen schwingenden magnetischen und elektri- 
schen Komponenten gleiche Form besitzen, und die in homogenen 
ebenen Wellen koexistierenden magnetischen und elektrischen 
Schwingangen in einem durchsichtigen Medium (wo allein Beob- 
achtungen môglich sind) durch die Differentialgleichungen direkt 
gekoppelt sind. Handelt es sich um die Fortpflanzung im leeren 
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Raum (was hier allein interessiert) und bezeichnen wir die (kom- 
plexen) magnetischen Komponenten parallel und normal zu den 
Furchen mit $ und 9%, die elektrischen mit % und ©, die Fort- 
pflanzungsrichtang mit r, so gilt falls die Folgen À, 5, r resp. 
S, %), r derjenigen von z, y, z entsprechen 
6) R — —-Y, B — +. 

Die einfallende Welle soll weiterhin durch den Index e, die 
reflektierte inklusive der reflektiert gebeugten durch r, die ein- 


dringende inklusive der gebrochen gebeugten durch d bezeichnet 
werden. Die Grenzbedingungen für z — £ lauten dann, da 


dy __ dy dhp 


DE = cos (n, 2)+ LE cos (u, 2) 
— (EE + Mig Go 2)) cos (n, +) 

DPF mter (CREER 

o p+p-5, (RH DE _ DRE. 


Wenn also das Problem für die 8-Komponente gelôüst ist, ergibt 
sich die für die -Komponente gültige Formel durch blofe Ver- 
tauschung des explizit vorkommenden komplexen Brechungsindexn mit 
Eins. Formel 6) liefert die entsprechenden Komponenten % und &@. 
Ist das erste Medium nicht der leere Raum sondern ein durch- 
sichtiges Medium von dem (reellen) Brechungsindex #,, so tritt 
anstelle von 6) nur R = —»,%), 8 = +n,S; in 7) wird n mit n/n, 
vertauscht. 

2) Wir beginnen mit der Behandlung der S-Komponente und 
setzen dazu 


F2 cena +) 
9) B, — pe #(@z— 75) | (Q) pe tmz—me) 
3, 2 Det +2), (S) Dee tas) 


wobei die Sammen (S) ähnlich wie die S in 1) über positive und 
negative mit Ausnahme von Null, aber nur über die mit 2) 
verträglichen reellen Beugungswinkel zu nehmen sind. 
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Die Unterscheidung der Summen $S und (S) ist für das Folgende 
sehr wesentlich und bedingt jenes prinzipiell wichtige Resultat, 
auf das im Eingang hingewiesen ist. Führen wir die Werte (9) 
zusammen mit (1) in die Bedingungen (7) ein, so fällt nach (2) 
je der gemeinsame Faktor é“* aus den Formeln heraus. 

Wir entwickeln die Bedingangen bis auf Glieder zweiter Ord- 
nung inbezug auf £ inklusive, wobei wir im voraus berücksichtigen, 
daf die R, und ®, sich von mindestens erster Ordnung ergeben. 
So finden wir: 


E(l+iuyé—-guye)+R(1—iuyé—-suyE) 
10) + (S) Rick (L—iuy,6) 
= DA+iuvé-kur8)+ (S) D,ere (1+ iuv,é), 
n[7E(+iuyi—pqu re) —7R(l—iuyé-ruryE) 
— (S) R,peue(l—iuy,#]—[D(L+iuvE—4uv"E) 
11) + (S) Div, ete (1 + iur,f)] 
ne (+iuys) +aN(1—iuye)+(S) een] 
— [a D(L+in08) + (S) « Dienne]) LE, 
Bei Vernachlässigung schon der Glieder erster Ordnung in 


€ erhält man die Bedingungen der gewôhnlichen Metallreflexion, 
nämlich ist, falls R — Er, D — En, 


12) 1+r = bd, ny(1—r) = vb, 
also : Re 
AC p 7 2: LE 
15) Le ny+v? D ny+v 


Strengere Bedingungen für die regelmäfig reflektierte und 
gebrochene Amplitude ergeben. sich aus (10) und (11) durch Bei- 
behaltung aller der von x unabhängigen Glieder. Setzen wir das 
konstante Glied in £ d. b. 


14) 28 664 = 6 
und berücksichtigen, daf 
15) SEft: = 0 ist, 


so ergibt sich dafür 
(E+R) A —4u y" 0) — in (S) My 


16 
= DA-qust)+iu(S) Dit: 
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n'[y(C—R)(1—-4u"7 6) +iu (S) Rire] 
) Dur" 6) +in (S) Dirt 
= — iul (S) a, h(R, n° — D,)6,. 

Wenn man hier hinein für die À, und D, die Ausdrücke in erster 
Annäherang setzt, so erhält man die Bedingungen für R und D 
bis zur zweiten Ordnung inklusive. 

8) Diese érsten Annäherungen ergeben sich aus (10) und (11), 
indem man die in e“** multiplizierten Glieder erster Ordnung 


allein verfolgt. 
Man erhält so 


18) —R,+D, — iub,(7(E—R) — v D), 
19) nnf,+r,D, = iués[n(y —hla)(E+R)—(v"—Ala)D]. 


Hier hinein kann man für À und © die ersten Annäherungen (12) 
resp. (13) setzen und erhält s0 


—R,+D, = inf ER, 


20) : 
nnf+r,D, = iuhCS, 
und nés 
DANS ÉS RS SPA EET) 
Me need 
Lars e] 2e. 2n°yaa,(1—n°) 
ÿ, = (+r)(y—hla)—d(v — hla) == sy Le 
Weiter ergibt sich 
22) HN, —"#04ne,, Di ipfb,E 
und 
ITA D,—v,R __ 2y(1—n')(nau,—-vr,) 
23) OPUS ir M En? Em) 
DE GS,+nyR a 2y(—n)n' (aa +vm) 
: N° Yr + va (n° yn +23) (n° y + v) 


Setzt man diese Werte in (16) und (17) ein, so werden die (S) 
sämtlich mit € proportional und die darein multiplizierten Glieder 
zweiter Ordnung. Hieraus folgert man leicht, daB in den mit 
6, À, D multiplizierten Klammern die f enthaltenden Terme fort- 
zulassen sind, weïil sie in dem uns allein interessierenden À nur 
Glieder vierter Ordnung bewirken. 

Sonach nehmen die bezüglichen Formeln die folgende Ge- 
stalt an 


Beiträge zu Lord Rayleigh’s Theorie der Gitterbeugung. 47 


24) E+R+UE (S) 66, (7: + v,b,) = D 
ny(E—-R)—uE (S) GE (n'r,y!—b, v}) 
— LE(S) a,h6 6, (nr dr) = v®D, 


und die Elimination von © liefert schlieBlich, bei Benutzung der 
aus (2) folgenden Beziehung 


26) 


pthla, = y—hla, 
die definitive Formel 


26) (6 {(n°y eu v) —p (S) 4 C (r, [n° (7° — hla)+v Ya] 
— D, [v,(v, — v) + hla])} = R(n° y +»). 
Der Faktor von 6,6, läft sich hierin auch schreiben 
D (—aa,) +vy)—b;(n—-œa,—vv;), 
womit noch die Ausdrücke (23) für r, und bd, zu kombinieren sind. 
Dies gibt dann 
= 2y(1—n°) 3 jus se. 
NÉ TT PEEA (2aœa,vn(v,+y,)—c'ain(n . 
+ vpn (nt vu) — v, (+ vp))]. 

4) Für die 9-Komponenten benutzen wir den in (9) einge- 
führten Ansatz für die 8-Komponenten, unterscheiden nur die 
Amplituden €, À, © durch obere Indices () und zeichnen in 


gleicher Weise die dem neuen Problem entsprechenden t und 
D aus. 


Wir erhalten so statt (12) in erster Näherung falls D' — €’, 
SR’ — C’r', 
1+r = D, y(1—7r) = vb, 


AA Lam (4 fie 27 . 
also SO es Sal 


ferner liefert (21) bis (23) 
R = y(—1)-vd' = 0, 


27) 


2 gi (+) hla)—d' (Rio) = 27(7—v) 
29) = ivtri®, D — iuébliE, 
| : 2y(y—v 


PT Va ntm 
and aus (26) wird 
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Ef(y—v)—u° (S) 66 (lp —-hlatuy;]—bilr,(v, —v)+hla;])] 


81) mass 


Der Faktor von 6,6, wird hier wegen (30) sehr einfach 


ta(l—aa,+vy,)—Di(n—-aa,—vy,) = LPC Rnb) 
Pr vs 

Die Formelr (26) und (31) bestimmen mit (6) zusammen 80- 
wohl die elektrischen als die magnetischen Komponenten parallel 
und normal zu den Gitterfurchen in der direkt reflektierten Welle 
bis auf Glieder zweiter Ordnung inklusive. Die Resultate sind 
ziemlich kompliziert. 

5) Bei der immerhin nicht bedeutenden Genauigkeit einerseits 
der Grundlagen der Theorie, wie andrerseits der zur Prüfung 
môglichen Beobachtungen kann man in praxi unbedenklich jene auf 
Drude zurückgehende Annäherung einführen, bei der Eins als 
klein neben mod(n’) betrachtet und daneben vernachlässigt wird. 
Es kommt dies nach (4) und (5) darauf hinaus, da8 der Regel 
nach, d. h. soweit nicht die GrôBenordnung der die » und », ent- 
baltenden Glieder ausnahmsweise eine weitergehende Annähernng 
fordert, 

Y=Yy =AN 
gesetzt werden darf. 

In dieser Genauigkeitsgrenze gilt dann nach (13) 
ny—1 2ny 


82 RSR ET _ 
) Ë ny+1 ny + 1 ? 


ferner nach (21) und (23) 


__—2n7 __ irinmaen 
33) HR G, = ny +1. = naa,N, 
2n"y(1— aa) —2ny(ny,+ac) 


0 8 Urdont D, ur Dr 


Endlich wird aus (26) 


Qu'yn° 


ny+i (9) MA) 


ny, +1 
+ (—2aa,—+} («+ a))] = R(ny+1). 


Um den Übergang zu dem vollkommen reñlektierenden Gitter zu 


35) Ef(ny—1)— 
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machen hat man nur n unendlich werden zu lassen. Dann er- 
gibt sich 


TL, = se, ù, — —2n, 
36) 7 ; ; 
Efy-2u (S) pe, Em] =" R7, 


was wegen Î—aa, — y —hla mit der Formel (56) von Lord 
Rayleigh übereinstimmt. 


Ferner resultiert aus (27) bis (30) 


37 — Vis 1 — Lee? « 
DER UT nb dant EN, 
38) R'—=0, Gi = 2y(y-n), 
2y(y—1) 
39 ! = = bd, 
) . th 


und (31) liefert 


40) CG-nfi-2uy (Se, CAE) L gen 


tu 
Für n = co folgt hieraus tr, = D; — —27y und 
41) —C'1-2p 7 (S)GE,n] = # 


in Übereinstimmung mit der Formel (15) von Lord Rayleigh. 

Der Ausdruck (36) für R bei vollkommener Reflexion hat 
die Eigentümlichkeit, unendlich zu werden, sowie eines der y, 
verschwindet, eines der reflektierten Beugungsbilder also tan- 
gential austritt. Für einen solchen Fall versagt, wie schon Lord 
Rayleigh hervorhebt, die Methode. Der Ausdruck (35) für Me- 
tallreflexion bietet eine solche Schwierigkeit nicht. Dagegen 
liefert er, wenn ein y, — 0, für den Einflu8 der Beugung auf die 
regelmäBig reflektierte Welle wegen der GrôBe von mod(n) nahezu 
das Maximum, und man wird daher Beobachtungen zur Prüfung 
der Theorie passend bei solchen Einfallswinkeln anstellen, für 
die eines der Beugungsbilder streifend austritt. Bei den gewühn- 
lichen Rowland-Gittern und Na-Licht ist dies für das Spektrum 
2. Ordnung bei 8# — 19°, für dasjenige 1. Ordnung bei & — 41° 
erfüllt. 

Der Beobachtung zugänglich ist natürlich die Elliptizität der 
reflektierten Schwingung, die von #/A' abhängt, auBerdem aber 

4 
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vielleicht auch die Differenz in der absoluten Verzügerung der 
auf einer nicht geteilten und einer geteilten Metallfäche reflek- 
tierten Welle, welche direkt mit der (S) in (35) zusammenhängt. 
Ein Mittel hierzu bieten Newtonsche Ringe, erzeugt durch eine 
Linse, die auf die Grenze zwischen geteilter und ungeteilter 
Fläche aufgelegt wird. 

Ist von den y, eines, y, = 0 also «, — +1, so wird die 
Formel (35), da das Summenglied # alle anderen überwiegt, zu 


Eluy-1)- LG Fe BE = R(iy+1) 
Das für die Wirkung maBgebende Glied ist natürlich zweiter 
Ordnung in den £, aber durch den Faktor n immerhin vielleicht 
merklich, namentlich wenn mod(ny—1) klein ist. 

6) Um Ausdrücke für die Amplituden À, und ®, der ge- 
beugten Wellen zu erhalten, die bis auf zweite Ordnung inklusive 
anwendbar sind, hat man die in (10) und (11) auftretenden Faktoren 
von e# bis zu der betreffenden Genauigkeit zu entwickeln. 

Hierzu mag abkürzend die Bezeichnung 


2 PrŸy 


für die Summe derjenigen Glieder y,y, eingeführt werden, 
für welche 
h +g = k 


ist. Wenn zugleich die k nur den reellen Beugungsbildern ent- 
sprechen, sei das Symbol D gewählt. Der Unterschied zwischen 
den Summen Y und (5) entspricht genau dem zwischen den Sum- 
men $S und (S) auf S. 44 erërterten und ist ähnlich bedeutungsvoll. 

Der Faktor von e#** in (10) und (11) lautet dann folgender- 
mafen 


iul(C—R)7—Dv]6,—+u[(E + R) y — Dr] > Ext 


+R,-D;,-iu 6» (A7: + Dirt, = 0, 
iplE+Mpn-Dr]6 pu [EM Dr] DE, 
43) —NRnn—-D,v+iu 2) (A,yin—D,v,”)& 


= ipalh(E+Rn-DJé—p'a(E-Mny-Di]Ztitg 
+inl (D) a (Min — D) kg. 
Hierbei ist die Samme Z mit Wiederholung zu nehmen. 
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In diesen Formeln sind in den mit 4, resp. 56,6, multipli- 
zierten Gliedern die Werte R und D bis erster, resp. Oter Ordnung 
genau einzuführen. Da nun in den bis zweiter Ordnung genauen 
Ausdrücken (26) und (31) erste Ordnung nicht auftritt, so ge- 
nügen in beiden Fällen die Werte (12) und (13). Ferner sind 
für À, und ®, in den mit £&, multiplizierten Klammern die Werte 
erster Annäherung aus (22) und (29) zu benutzen. 

Man erhält auf diese Weise 


2: 2 242 
qu) D = CEE Gun ÉT GP 3 DE 


+u° @) (a a + Dans) 6 6} , 
2iun° 
R,n° + Div, = CRUE (-neuti 
Zur 
45 SE eue 
) rer AE DE 
— ) [rn (yh— a 19) — D, (vi— «,19)] 6,6, hs 
und bei Vertauschung von n° mit Eins gemäf S. 44. 
46) it Di = Ef-uy(o-r) Zhbt+e(Dintbdir) 6}, 
an. nt @in = EltiurG—n)6 —u'rvo-) EE 
HD) Gi alg)— bi (oi — 1 9)] 6 bo}. 
Mit diesen Formeln sind die Ausdrücke (23) und (30) für «, 
Day th, Da zu kombinieren. Da r4 — D} ist, so nehmen die in (46) 
und (47) enthaltenen Summen sehr einfache Form an. 
Zu beachten ist, daf 
p— angl = 1—o(ar+gl), vi—-olg = n—a(x, +gl) 
ist und g — k—h, a, = a«+%kl; hieraus folgt daf 
pi—ogl = l1—a cu, vh — lg = n° — ax. 
7) In der Annäherung aus $ 5, die Eins neben n° vernach- 


lässigt und demgemäB (im Allgemeinen) » = », = n nimmt, wird 
nach (34) und (39) 


__ 2yn(—ac) pe bas: L 2yn° (a a+ ny) 
BE Uy+DanED' y +D@n+D ? 
2y(y—n 


zugleich liefert (44) und 45) 
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mu EM cs Gl-it+punDus, 


ny+1 

ss) En 69 
+u @2» [nn (—oa,)—n(ny, + aœa)l nn+l , 

Run yr + Dr = — SRG baut—qun Die 
49) x 
ne (D IGi- te) (eu) + (nn ea] be) 
Somit 
+ 2unyE EVA, 

50) M So Depuis Dr 

— a DMGi—gten +n](— ae) ET 


Beim Übergang zu vollkommener Reflexion, d. h. n — oo, 
resultiert daraus 


51) "A = ie) 8 — 4 (D) GÈ— glo)(1—ua) se) 
Ve k ÿYh 
“wobei auch 
1 — À Ox —= v—kla = + Klox, ph — gl on = 1 — ox. 
Analog liefert (46) und (47) 
52) —Ri+Di: = Euy(n—7) p> 6 & —2 (Z) A 
53) Mint Din = —Ey(n—y) int uns bb 
+28 (D'Un) 46}; 


woraus folgt 


69) m2 up -w (Dnhbl. 


(+) 
Im Fall vollkommener Reflexion gibt dies 
55) M — —2E Gabin (D) rt) 


Bezüglich des gegenseitigen Verhältnisses der Ausdrücke (50) 
und (51), (54) und (55) und der daraus fliefenden Folgerungen 
ist auf das am Ende am $ d Gesagte zu verweisen. 

8) Es ist sehr bemerkenswert (und tritt in der Behandlungsart 
Lord Rayleighs nicht hervor), da8 die Ausdrücke für À, R', Re, M’ 
innerhalb der benutzten Annäherung nur die Summen ($) und Œ 
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enthalten, deren Gliederzahl sich in einfacher Weise durch die 
Anzahl der mit Gitterkonstante und Einfallswinkel verein- 
baren reellen Beugungsbilder begrenzt. Gleichviel wie die 
Grôfenordnung der Glieder in der fundamentalen 
Entwickelung (1) für das Gitterprofil ist, hat 
also auf die Erscheinung immer nur eine end- 
liche Anzahl von Gliedern mit niedriger Ordnungs- 
zahl Eïinflu$. Diese Anzahl ist um so kleiner, je kleiner die 
Anzabl reeller Beugungsbilder ist; für eine Prüfung der Theorie 
wird man daher die Umstände so wählen, daB man mit einer 
môglichst kleinen Zahl von Gliedern auskommt. Hieraus folgt 
für die Beobachtung die wichtige Regel, daB man Gitter mit 
môglichst enggedrängten Furchen zu benutzen hat. 

Im Ubrigen ist zu beachten, da8 die inbetracht kommenden 
Ordnungszahlen der reellen Beugungsbilder nicht nur von der 
Gitterkonstante, sondern auch von dem Einfallswinkel abhängen. 
Es ergibt sich hieraus, daf die obigen Formeln für die %R, ... 
bei demselben Gitter mit geändertem Einfallswinkel wesent- 
lich variieren kônnen. Liefert z. B. ein Gitter bei normaler 
Incidenz (à — 0) beiderseitig zwei reelle Beugungsbilder, s0 
kommt für k in & das Wertsystem —2, —1, +1, +2 in Betracht. 
Bei wachsendem Eiïinfallswinkel # kann das 2. Bild auf der + 
Seite imaginär werden und dafür ein 3. auf der — Seite auftreten. 
Es käme dann das Wertsystem h — —3, —92, —1, +1 in Be- 
tracht. Bei noch weiter wachsendem # kann auch das 1. Bild 
der + Seite imaginär werden u. s. f. 

Um eine Vorstellung davon zu geben, wie sich in einem ein- 
fachen Falle die verschiedenen in den Resultaten auftretenden 
Summen (S) und (3) gestalten, wollen wir dieselben unter der 
Annahme entwickeln, daBi h — —2, — 1, + 1 sei. 

Die Reiïhen (S) in (35) und (40) fallen unter das Schema 


(S) 6 pré»; 
dieselben würden sich in unserem Falle also auf die Glieder 
(S) = 1,60 Flib: (pi + Pu) 


reduzieren. 


Die Reïhen (S) in (50) and (54) haben die Form 
®» En Ya É wobei h+39 = k; 


sie kommen für #4 = —2, —1, +1 in Betracht. Wir haben 
daher 


b4 W. Voigt, 
(2) = Vu bi + hi Vu Ba 


(2) = êe; Vs Éh + [A V4 És ? (2) = [A Ÿ_ bis + 6 2 be 


9) Von den Ausdrücken (35) and (40) für die direkt reflektierten 
Amplituden wollen wir eine Anwendung machen auf die Erklärung 
der Einwirkung, welche eine unvollkommene Politur bei der Be- 
stimmung der optischen Konstanten von Metallen übt'). Wir wollen 
uns hierzu die spiegelnde Oberfläche mit einem äuferst feinen 
Gitter bedeckt denken, dessen Linien normal zu der Einfallsebene 
stehen. Freilich werden diese Teilangen in Wirklichkeit nicht 
regelmäBig verlaufen; wir kônnen aber, um qualitative Schlüsse 
zu ziehen, von der Annahme einer regelmäfigen Teilung aus- 
gehen. 

Die Formeln (35) und (40) lassen dann erkennen, da$ die ge- 
wôbnlichen Gesetze der Metallreflexion gültig bleiben, die Schraf- 
fierang also keinen Einfluf hat, wenn der Abstand der Gritterlinien 
so fein ist, daB alle Beugungsbilder sich imaginär ergeben. Da 
die Beobachtungen über die Metallkonstanten bei sehr groBen Ein- 
fallswinkeln angestellt werden, so wird bei wachsender Breite zu- 
nächst nur dasjenige Beugungsbild reell werden, das h — —1 
entspricht und wir wollen der Einfachheit halber annehmen, daB 
die ihm zugehôrige Welle nahezu streifend austritt, also dem 
Imaginär-werden noch sehr nahe ist. Es bleibt dann in Formel 
(85) und (40) nur je das Glied mit  — — 1 übrig und ist «_,, nahe 
= —1, y_, also nahe — 0. 

Wir erhalten s0, wenn wir €,6,, — z° setzen, 


Guy-0(- ST (+e) = R(uy+1) 
56) ? 


-eu-n(i-£rs) = R'(n+»). 


Da die Beobachtungen zur Bestimmung optischer Konstanten 
immer bei grofen Einfallswinkeln angestellt werden und es sich 
nur um qualitative Schlüsse handelt, mag 1+a« mit 2 vertauscht 
und in der zweiten Gleichung y’ y" +]n vernachlässigt werden. 


Den Quotienten der beiden Formeln schreiben wir 
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1) Ueber die im Eingang erwähnten Beobachtungen und ibhre Vergleichung 
mit den erhaltenen Formeln wird an einer anderen Stelle berichtet werden. 
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wobei _ den Wert von _ bei vollkommener Politur bezeichnet. 
1] 
Dabei ist wegen n — n(1—ix) 


n° n(l—ix) a—ib 


PAR RD enr etes 
Ÿ n'(1+x°) 
wobei 
1—2x 2 
en PAPA EMA NUE TU 
ac+bd bc—ad 


Nan ist, wenn y als Kosinus des Haupteinfallswinkels aufgefalt 
wird, bei Voraussetzung von Na-Licht 


für Silber n —= 0,18, x — 20,0, y — 0,25 


Kupfer — 0,64, = 4,0, = 0,32 
Stahl — 2,41, = 1,41, — 0,22 
und daher 
für Silber a — 0,18, b — 38,6, c — 0,14, d — 0,0077 
Kupfer — 0,64, — 2,6, — 0,98, — 0,068 
-Stahl — 2,41, = 8,4, — 0,067, = 0,064. 


Man erkennt, daB für alle drei Metalle, trotz der Verschiedenheit 
ihrer optischen Konstanten, P und Q positiv sind. Schreibt man (67) 
R DL: 

58) F — FL D 
so gilt gleiches für p und q. 

Nun bestimmt in der Relation 

R $a 
59 7 == e 
) a 61 

x das Azimut der wiederhergestellten lineären Polarisation, 8 die 
Verzôgerung der parallel der Einfallsebene polarisierten Welle gegen 
die normal polarisierte. Schreibt man in Hinblick auf die Klein- 
heit von p und g die Formel (58) 

Rr .®R 

N2 "0 
so ergibt sich 


67" resp. tgze° = tgne P.e@r®, 


b6 W. Voigt, 


60) gx — 18% € ?, à = d,+q. 


Nach der oben entwickelten Theorie müfte also die Schraffie- 
rung der reflektierenden Metallfäche das Azimut  verkleinern, 
die Verzôgerung Ô vergrôBern. Das ist in der Tat die Folgerung, 
die Drude‘) aus seinen Beobachtungen über den Einfluf des Zu- 
standes der reflektierenden Fläche auf diese GrôBen zieht. 

10) Die allgemeinen Formeln (44) bis (47) sind sehr kompliziert. 
Für Zwecke nur qualitativer Diskussion werden aber mitunter die 
Glieder erster Ordnung ausreichen, die wir daher noch etwas näher 
betrachten wollen. Dieselben lauten für die À, und ©, 


2; 
—R+D, = Er (—m)E , 
61) La | 
Rnyp+ Din = € pe (L— n°) ay br 
und ergeben 


8 2i mt 2 
62) Mint) = ETC (au vrpts; 


dagegen für die R; und ®;, 
—R;,+®; = 0, 


63) 

Re Pa + Divr = C2iuy(y-v)&, 
woraus 
64) Ri(yxtv) = E2iuy(y—-v)h. 


Die Ausdrücke für À und À’ stimmen in dieser Annäherung mit den 
durch die gewühnlichen Gesetze der Reflexion gelieferten überein. 

Ist das zweite Medium durchsichtig, so ist n reell — # zu 
setzen. Von Interesse ist der Fall, daB hierbei das zweite Medium 
optisch dünner ist, als das erste, so daB mehr oder weniger re- 
flektierten Beugungsbildern imaginäre gebrochne Bilder ent- 
sprechen. Dies gibt dann eine Beugung in Verbindung mit totaler 
Reflexion und drückt sich aus durch die Bedingung « =>#? und 
an, 

Diejenigen » = \/n°— a und », = Vn'—«, für welche dies 
stattfindet, mügen dann 


v=ir, mæœir, = Vé—n, r, = Vé—r 


1) P. Drude, Wied. Ann. 89, p. 498, 1890. 
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gesetzt werden, wobei die r positivy zu nehmen sind, damit die 
Schwingungen im zweiten Medium mit wachsendem Abstand von 
der Grenze abnehmen. 

Wir wollen zunächst annehmen, daB das direkt reflektierte 
und das te gebeugte Bild dieser Bedingung entsprechen. Wir 
p+r __ -n 
y+ir  y+ir? 


kônnen dann schreiben, da y—ir — 


p, = g247(-n)(n'atrn) 
; Gy+ér)(n'mtin) ? 


65) 
R' — 2iuy(l—n) 
- Œ+ir)Gatin) 
Daraus folgt für die Schwingungsform im gebeugten Bild 
R, G+Hir)Grtin) rent 


—— 2 ——_——_————_——— 

D) ge — Mamtrn) Gr oi pèr 
was leicht weiter zu entwickeln ist. 

Die Gresetze werden vôllig andere, wenn zwar das kte Beu- 

gungsbild, nicht aber das direkt zurückgeworfene Bild totale 
Reflexion erleidet. Hier ist » reell, », — ir, und gilt 


R, = € 2iwy(1—n) (n'au;—ivr) 
à n'y+v n° y +iry 
NZ g'er(—n), 1 
fa (y +v) fritin 
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68) À, _ Yy+v (aux ivn)(pi+in) à, 


RO n'y+ + 

Ganz analog ist der Fall, daB zwar das direkte, nicht aber 

das gebeugte Bild totale‘ Reflexion erleidet, also », reell, » = tr. 
Es genügt hierauf hinzuweisen. 


= tgne 


Güttingen, Neujahr 1911. 


Theoretische und experimentelle Untersuchungen über 
das optische Verhalten dünnster Metallschichten. 


Von 


Nadjeschdä Galli und Karl Fôrsterling. 


Vorgelegt von W. Voigt in der Sitzung vom 10. Dezember 1910. 


Das optische Verhalten dünner Metallschichten und besonders 
die Frage, ob deren Konstanten dieselben sind wie bei massiven 
Metallen, resp. wie sie von der Schichtdicke abhängen, ist bereits 
bäufg untersucht !). Neuerdings sind auf Veranlassang von Herrn 
Prof. W. Voigt von Herrn Statescu”) Beobachtungen an Me- 
tallschichten angestellt worden, welche elektrolytisch auf einem 
anderen Metall erzeugt waren, und bei denen die Dicke aus dem 
Gesamtstrom erschlossen wurde, der zu ihrer Herstellung diente. 
Die nachstehend beschriebenen Beobachtungen®) schliefen sich in 
mancher Hinsicht an die von Herrn Statescu an, behandeln aber 
chemisch hergestellte Schichten auf durchsichtigen Kôrpern. Ins- 
besondere wurde versucht, môüglichst geringe Schichtdicke zu 
erreichen. Eine mit dergleichen gemachte Wahrnehmung regte zu 
genauerem Studium an. LieB man nämlich auf eine solche Schicht 
linear polarisiertes Licht, dessen Azimut gegen die Einfallsebene 
45° betrug, einfallen, so ergab sich das überraschende Resultat, 
daÿ das reflektierte Licht wieder merklich linear po- 
larisiert sein konnte. Dieses trat im allgemeinen nur für 


1) Ueber Literatur vgl Winkelmann, Hdb. d. Phys. Optik. 8. 1811. 

2) C. Statescu, Diss. Güttingen 1903. Ann. d. Phys. 88. 1032, 1910, 

8) Die Beobachtungen wurden auf Anregung von Herrn Prof. Voigt im 
Gôttinger Phys. Institut von N. Galli angestellt, die Theorie dann von K. Fôrster- 
ling entwickelt. 
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eine Farbe, dann aber für alle Einfallswinkel ein. Für einen be- 
stimmten Einfallswinkel war das Azimut des reflektierten Lichtes 
Nall, die Schicht besaB also einen Polarisationswinkel. Von diesem 
eigentümlichen Verhalten hatte die Theorie Rechenschaft zu geben. 

Die allgemeinen Ausdrücke für das an einer beliebigen Platte 
reflektierte und für das durchgehende Licht sind wiederholt, so 
auch u. a. von W. Voigt') gegeben und von ihm und P. Drude 
zum Teil diskutiert worden. Indessen beziehen sich} die Annähe- 
rungen von P. Drude*) auf den Fall relativ dicker Metallschichten. 
Der bei unseren Beobachtungen vorliegende Fall ist gerade der ent- 
gegengesetzte. Unsere Annäherungen muften dahin gehen, daf 
infolge ihrer minimalen Dicke die Schicht auf das reflektierte und 
durchgehende Licht nur einen geringen Einfluf ausübt. Aus 
diesen Voraussetzungen ergsben sich in der Tat qualitativ die 
beschriebenen Resultate der Beobachtung. | 

Einige* Beziehungen, die zwischen den Azimuten des unter 
verschiedenen Einfallswinkeln reflektierten Lichtes bestehen, lassen 
eine Prüfung der Theorie auch quantitativ zu. Die Ueberein- 
stimmung, auf die unsere Beobachtungen führen, ist als genügend 
zu bezeichnen, zumal ein Teil der bisher untersuchten Schichten 
noch nicht vollständig die vereinfachenden Annahmen der Theorie 
erfüllt. Es soll versucht werden, weiterhin noch dünnere Schichten 
als bisher zu erhalten. 

Von besonderem Interesse dürfte sein, daf für Schichten von 
der verlangt kleinen Dicke die Theorie einen Weg angibt, um aus 
einer geeignet angestellten Beobachtung des Polarisationszustandes 
des reflektierten Lichtes den Brechungs- und Absorptionsindex des 
Metalls der Schicht zu berechnen ohne die Schichtdicke zu kennen. 
Diese Dicke selbst ergibt sich dann durch Heranziehung einer 
weiteren Reflexionsbeobachtung. 


Grundformeln. 


Es soll im Folgenden angenommen werden, da die beiden 
Medien, zwischen denen die Schicht sich befindet, durchsichtig, die 
Substanz der Schicht aber absorbierend ist. Dann ist nur der 
Brechungsindex der Schicht komplex anzusetzen. Komplexe GrôBen 
werden weiterhin stets mit deutschen oder griechischen, reelle mit 


1) W. Voigt, Wied. Ann. 25, S. 25, Komp. d. Phys. II 648. 

2) P. Drude, Wied. Ann. 48, S. 126. 

W. Betz, Ann. d. Phys. 18, 1905, behandelt ohne Annäberung das durch- 
gehende Licht, erhält aber überaus komplizierte, nur graphisch verwertbare Formeln. 
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lateinischen Buchstaben bezeichnet. Die Brechungsindices seien 1, 
n,,#, (wobei n, —n,—ik, = n,(1—ix;)), die Richtungskosinus der 
Wellennormale gegen das Einfallslot c, c,, c,, die Sinus a, a,, a. 
Es soll c und c, stets als reell angenommen werden. 

Beim einmaligen Durchgang des Lichtes durch eine Trennungs- 
fläche zweier Medien bestimmen sich die Amplituden des reflek- 
tierten Lichtes À and des durchgegangenen © parallel (») und senk- 
recht (s) zur Einfallsebene nach den Fresnelschen Formeln. Setzt 
man : 

R, ES r,6,; ?, = b,C., 


falls die Reflexion an der Grenze 1 gegen 2, entsprechend tr! und 
b!, wenn an der Grenze 2 gegen 8, und d,, wenn an der Grenze 
1 gegen 2 (ohne Zwischenschicht) stattfindet, und verfährt ent- 
sprechend mit den p-Komponenten, s0 sind die komplexen Schwä- 
chungsfaktoren bekanntlich gegeben durch !): 


am ACL . = RUE SRERS = t,+t! _ CC 

n,c+c, ” * Na Ci + Ca l+rr NaC+C 
see CM ho Mis — 28 Cs = +t _ LM 0 
e c+n,c 4 NC, +23 C2? LE C+HN Ca 
Ds 2cn, = 2c,n;, _ _b, 2e 2cn; 
, n,C+c, ? NC Mic Lt a+mc 
DE 2cn, D — 2tn, Je De D A 2Cn; 
2 CHIC, or n,C,+n,c) % lHr,r, Na Ca +C 


Für das Folgende sind noch nachstehende Kombinationen wichtig: 


Pr Aa de A LL 
À — 
4 1+t,t, Se LA (m,c+c.) 
0, = L'asri Tr. — + mon, 
d'hier — = ————— ——— 
Lepr, ten 1, Ci (3 & + c) 
a vote DR reine nice, +n 
J Lepit,v n,Q (2% c+c) 
FRS Dr, = Ave NC +, CC 
À 1Fr,r n,C,(n, & + c) 


Kürzt man endlich ab 


1) Die magnetische Feldstärke ist als Lichtvektor angesehen. 
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PALCUES 2 (is © — 61) A ts 
({ Dicke der Schicht, 4 Wellenlänge des Lichts im ersten Medium) 
so sind die an der Schicht reflektierten und die durchgegangenen 
Amplituden gegeben durch: 


FAN 057 
vi lhttie 2 
Detliererrt 


wobei, je nachdem, überall der Index (s) oder (») zuzufügen ist. 
Ist das erste Medium nicht der leere Raum, so hat man überall 
die Brechungsindices gegen das erste Medium zu nehmen, aber 
dann bedeutet auch im Exponenten À die Wellenlänge im ersten 
Medium, nicht im freien Aether. 

Setzt man: 


et = l—e, e = 1-6: 
} ? 


so besteht unsere Annäherung darin, daB & und s’ klein sein sollen, 
sodaB & und s”° neben eins wegbleiben dürfen. 
Dann wird: 


(i) R = (—æ)E, D = bd (1e +6(0+h)E. 


Bei allen Polarisationsbeobachtungen wollen wir annehmen, daf 
das Azimut des einfallenden linear polarisierten Lichtes gegen die 


Einfallsebene 45° beträgt, also . = List. 
P 


a 
Polarisationszustände des reflektierten und des durchgegangenen 
Lichtes. 


$ 1. 
Reflexion an einer Schicht, die sich zwischen zwei 
gleichen Medien befindet. 

Die Wirkung der Schicht wird am reinsten zu Tage treten, 
wenn sie allein die Lichtfortpflanzung stôrt, also zwischen zwei 
gleiche Medien eingebettet ist. 

Da jetzt r,, = rx — 0, 80 gilt in unserer Annäherung : 
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is (ex Mt). 


(ni + Ki) 
Hieraus ergibt sich in bekannter Weise das Azimut y und die 
Phasenverzôgerung 0: 


a? 2 
tg° 1 = + CEA | a? — 2c (ni — Ki) } 


2a°n,k, _sds 
CG +E)— (ni —E:) 
Diese GrôBen sind also, soweit die Annäherungen gelten, direkt 
nnabhängig von der Dicke der Schicht. Letztere spielt nur inso- 
fern eine Rolle, als sie # und # beeinfluft. 
LA 


Für den Haupteinfallswinkel ÿ(e . =) gilt: 


tgo — 


te? © ni k; 

MONTE 

@) PE 2a'n,k 
SET Gr) 

Aus dem Haupteinfallswinkel und dem Hauptazimut 
kann man also in dem vorausgesetzten Falle die op- 
tischen Konstanten nr, und #, berechnen, ohne die Dicke 
der Schicht zu kennen. Ist die Schicht durchsichtig, also 
k, = 0, so wird tg ô = 0, so ist das reflektierte Licht also -stets 
linear polarisiert. Das Azimut der linearen Polarisation ist in 
diesem Falle: 
ni c— a? 


tg y = — 
8x no 


Der Polarisationswinkel (y — 0) ist bestimmt durch: 
(8) n, = tgy. 
Es gilt also in diesem Falle das Brewster’sche Gesetz. 


$ 2. 
Reflexion an einer Schicht, wenn alle drei Medien 
verschieden sind. 
Aus den Formeln des vorigen Paragraphen kann man direkt 
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nr, und #, berechnen. Nunmehr werden wir Formeln entwickeln, 
aus denen man bei bekanntem », und #, die Dicke { berechnen 
kann. Alle drei Medien werden jetzt als verschieden vorausgesetzt, 
und zwar soll », so sehr von 1 verschieden sein, daB r? (matürlich 
nicht r, , das Null werden kann,) als groB neben s gelten darf. 

Wir wollen einen speziellen Fall vorwegnehmen, obwohl er in 
den späteren Formeln mit enthalten ist, weil er sich fast ohne 
Rechnung erledigt, und das Resultat für sich Interesse hat, da es 
bereits die Dicke der Schicht zu berechnen gestattet. Die Re- 
flexion soll so stattfinden, daB r,, — 0, also am Polari- 
sationswinkel o° des Mediums 3 gegen 1. Befindet sich die Schicht 
auf einer Glasplatte [oder besser, um die Reflexion an der nicht 
belegten Rückseite unschädlich zu machen, auf einem Glasprisma,]| 
und wird in der Luft beobachtet, so soll also die Reflexion am 
Polarisationswinkel des Glases gegen Luft statthaben. 

In unserer Annäherung ist dann: 


R, —= —E€ re 
a" l+r,r,’ 


was mit Anwendung des Brewster’schen Gesetzes in 
nico—c 


— 1 — 0 
À, TT An, cc, &; (co — COS p 
übergeht. Nunmebr gilt: 


ñ, __ M, _ , xl 


r AC Top 
fall te] 
2 on EL AC cm) et (e+ 
Hieraus ergibt sich leicht allgemein tgy° und tg0°. Häufig ist 


klein neben c{ dann gilt: 


5 x Vi +R) Zn) +1 
tg x cui 10 To (ni + k;) C 2 co (nr: k)+1 


Gi-H)a 1 _ ni (n+1) 
2n,k,c 2n, k, 


Ist das reflektierte Licht linear polarisiert, s0 ist: 


(ce ni — 0) 


an 
Gi+ ki) 


() 
tg do — 


(ba) 2x! 
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Ist der Kürper durchsichtig, so folgt aus (4) 


0° = 90 
(6) uhidrTls padante 
tg x FR area ts 


Der Polarisationswinkel des Glases ist bei Anwendung unserer 
Annäherung zugleich der Haupteinfallswinkel der Schicht, ein be- 
kanntes Gesetz, das z. B. auch W. Voigt und P. Drude in ïihrer 
Theorie der Oberflächenschichten erhalten haben. Aus den For- 
meln (6) resp. (6) kann man bei bekannten », und #, die Dicke 
 berechnen. 

Nunmehr gehen wir unter Beibehaltung der im ua x dieses 
Paragraphen besprochenen Annäherungen zu beliebigen Einfalls- 
winkeln über. 


A [(né 04 02) (0° — n3 de) 


5 Lait Top (nc +0) (ns Co+ 0) 


+ (mi ci—ns cs) (ns ce? — cs)] 
Die komplexe eckige Klammer läft sich schreiben: 


(7) — d(ni—1)[n—-(1+ni)]+ — a? (0° — n5 ci). 


Das letzte Glied kann, wie oben gesagt, eds 
Die Bedingung dafür, daB das reflektierte Licht linear polari- 
siert ist, besteht in dem Verschwinden des reellen Teiïls von (7) 


PRET à 
(da 7 = ide) Es mu also sein 


(8) nil = n+1 


Diese Bedingung ist unabhängig vom Einfallswinkel und nur er- 
füllbar für 


(9) n > 


Da nach der Einleitung jene lineare Polarisation bei unsern diünnen 
Silberschichten faktisch beobachtet worden ist, s0 ergibt sich daraus 


Theoretische und experimentelle Untersuchungen etc. 65 


nach Vorstehendem für diese Schichten die Beziehung n,=k,, in 
grellem Widerspruch :) zu dem bekannten Verhalten massiven Silbers. 

Aus den angegebenen Formeln lassen sich in bekannter Weise 
tg 9 und tg*z bilden. Wir wollen von der allgemeinen Berechnung 


absehen und die Betrachtung auf den Haupteinfallswinkel be- 
schränken. 


Kürzt man ab: 
ca” (n; — 1) 56 
(mc+e) (nc) 


so erhält man als Bedingung für das Verschwinden des reellen 
Teils von (6), also für das Auftreten des Haupteinfallswinkels ÿ: 


(10) ag Qc 


Top À 


Für das Hauptazimut z folgt: 
(1) tg7 — 47€ QU H—(1+n)] 


Da _ fürn, <1 bei p< y stets negativ ist, und da Q für n, > 1 
Mere für n, < 1 negativ ist, so folgt aus (10): 

Fürnr,=1ist der Haupteinfallswinkel stets grôBer, 
für %:< 1 stets kleiner als der Polarisationswinkel des 
dritten Mediums gegen das erste. 

Häuñfig liegt der Einfallswinkel œ nahe bei g°, dann ist in 
Annäherung : 

1 
RE TAC ETS 


Man sieht, daf zwischen den in (10), (11) und (5) auftretenden 
Ausdrücken einfache Beziehungen bestehen, die durch Vergleichung 
eine Prüfung der Annahmen der Theorie gestatten. 


$ 3. 
Polarisationszustände des durchgehenden Lichtes. 
Aus (1) folgt: 
D, de 


. = {1+8(0,—0,)} 
i Pre mo, 


dos 
cr: U+ An(n, +0) 


0P 


1) W. Betz (1. c.) hat die dünnste untersuchte Schicht ein weit grüberes m 
als die übrigen, wenn auch n,  k, bleibt. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Naobrichten. Math.-phys. Klasse. 1911. Heft 1. b 
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Also in unserer Annäherung 
de [1 art. | 
? 


gr = — 
G2) 8x dp An,(n,c+c) 
ser An,(n,c+c) 


Die Bedingung für das Verschwinden von tg Ô ist offenbar dieselbe, 
wie sie für das reflektierte Licht durch (8) gegeben ist. 
Ist also das reflektierte Licht linear polarisiert, so ist es auch 


das durchgegangene. 


IT. 


Die Intensitäten des reflektierten und durchgegangenen Lichtes 
bei senkrechter Incidenz. 


1) Das reflektierte Licht. 


Bei senkrechter Incidenz gilt rx = —ry = RE EN 
2 
2 ROUTIERE 
eg VÉRRES POE CUTPAD 


Zunächst sei angenommen, daB das erste und dritte Medium 
so verschieden ist, daB r, groB neben s ist. Dann wird in der 
bisher benutzten Annäherung die reflektierte Intensität I, aus (1) 


16,8, 1 


r’ stellt die Intensität dar, die an der Grenze eins gegen drei 
ohne Schicht reflektiert werden würde (17). Man hat also: 


I,— 1° l6xin,k 
18 Es) 
qe) EF — ii) 
Befindet sich die Schicht zwischen 2 gleichen Medien vom 


Brechungsindex n, s0 ist, wenn man die Wellenlänge 1 im Va- 
kuum rechnet: 


3 


(14) 1 = 
2) Das durchgehende Licht. 

, Wir nebmen an, das erste Medium sei der reine Aether. (Zwei 

gleiche Medien geben nichts wesentlich Neues). Dann ist (aus (1): 


Bn, k, nl 
ré 2 a(1- LEA E 
d o TA 


n° [ni + ki)" + 1 —2 (ni — 72)]. 
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Setzt man di — 1%, s0 ist 1; die durchgegangene Intensität 
bei verschwindender Schichtdicke. Dann wird: 
(15) I; -E Brin, k, 


Toni Mint) 


Die Beobachtungen. 

Um die hier entwickelte Theorie mit den Beobachtungen zu 
vergleichen, ist es nôtig, homogene Silberschichten von auBeror- 
dentlich geringer Dicke herzustellen. Dies gelang erst nach vielen 
vergeblichen Versuchen auf folgende Weise. Eine Silberlôsung 
wurde mit einigen Tropfen Formaldehyd!) versetzt und dann um- 
geschüttelt bis die Reduktion eintrat; erst dann wurde die Lü- 
sung über eine gut gereinigte Glasplatte gegossen und dort ge- 
lassen bis der auf ihr entstandene Silberniederschlag eben sichtbar 
war. Dann wurde die Platte sofort abgespült. Die auf diese 
Weiïse erhaltenen Silberschichten zeigten je nach der Dicke eine 
blaue bis gelbrote Färbung. Die hier verwandte Methode läft es 
als ziemlich ausgeschlossen erscheinen, die Farbendifferenz durch 
das Auftreten eines Oxyds zu erklären. 

An der auf Glas niedergeschlagenen Schicht wurden zunächst 
mit Hilfe eines Fuefschen Polarisations-Spektrometers Reflexions- 
beobachtungen in Luft angestellt; hier wurden die Phasenverzô- 
gerung 0° und das Azimut 7° am Polarisationswinkel des Glases 
bestimmt, ferner der Haupteinfallswinkel g und des Hauptazimut 
x der Schicht. 

Die Schwächung die das Licht beim Passieren der Schicht er- 
leidet, wurde mit einem Spektralphotometer nach Martens und 
Grünbaum gemessen. Zu diesem Zweck wurde die Schicht vor 
den einen, eine Glasplatte (ähnlich derjenigen, auf der sich die 
Schicht befand) vor den andern Spalt des Photometers gebracht 
und beide Platten mehrmals vertauscht. 

Wie schon gesagt, gestatten diese 8 Beobachtungen eine Prü- 
fang der Theorie. 

Zunächst ergaben sich qualitativ die von der Theorie gefor- 
derten Resultate. 

Das reflektierte Licht war zumeist nur für eine Farbe linear 
polarisiert, dann aber für alle Einfallswinkel. PE 

Der Haupteinfallswinkel der Schicht (resp. ïhr Polerisations- 
winkel) war stets grôBer als der Polarisationswinkel des Glases. 


1) Izarn, Compt. Rend. 186. 240. 1902. % 
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Auch in quantitativer Hinsicht ergab sich eine befriedigende 
Uebereinstimmung. Wie gesagt, ist mit Hilfe der Gleichungen (5), 
(10) und (11) eine Prüfang der Theorie môglich. Da indes tg 4 
stets sehr klein ist, also ein Fehler in der Messung das Resultat 
sehr beeinflufit, so mag die Vergleichung zwischen Theorie und 
Beobachtung für solche Farben erfolgen, wo das reflektierte Licht 
linear polarisiert, tg% — 0 ist, da hier die Beobachtungen einmal 
genauer sind, anderseits tg’4, auch wenn tg nicht streng 0 sein 
sollte, doch keine Rolle spielt. 

Es gilt nun nach: 


l Top À 
(6 a) Ann, k, ee 2 te%; 

l 1PAY> 
1 apart en; 
(10) nn, k, — D 

l m+1 Z-TI 
1 rt." dd 
(15) Ann, k, 7 5 T 


Die nachfolgende Tabelle enthält die Zusammenstellung dieser 
Werte aus den bisher untersuchten homogenen Schichten. 


Tabelle 1. 


An mn k. 1/1 aus 


0,39 | 0,49 
II | 64045’ | 0,31 | 0,38 
III | 60030’ | 0,17 | 0,16 


Für die grofen 4x n, k, l/A ist die in der Theorie benutzte An- 
näherung kaum erlaubt, die Uebereinstimmung der Werte nicht 
gut. Die angegebene Farbe ist die, in der die Schicht lineare 
Polarisation zeigt. 

Nach den oben beschriebenen Beobachtungen wurde die Schicht 
durch einen Tropfen Xylol mit der Hypotenusenfläche eines recht- 
winkligen Prismas optisch verbunden, um die S. 62 erwäbnten 
Beobachtangen, bei denen die Schicht zwischen 2 gleichen Medien 
sein mu, auszuführen. Das Licht fiel dann durch die Katheten- 
flächen auf die Schicht. Diese Beobachtungen sind naturgemäB nicht 
sehr genau, auch wenn man ein Prisma ohne Spannungen aussucht. 
Denn jetzt kommt die Wirkung der Schicht allein, nicht in Ver- 
bindung mit der Reflexion Luft—Glas, vor, somit treten auch alle 
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Inhomogenitäten mehr zu Tage. Beobachtet wurde mit dem er- 
wähnten Polarisationsspektrometer der Haupteinfallswinkel ÿ und 
das Hauptazimut 7. Es ist für 


No. IL: ÿ = 56 7 
No. IIL: 5 = 61° y 


149 im Rot 
139 im Grün 


Setzt man | = ga, so ist nach (2) 


1 


Ur sn 

ip 6 
id x dan à à 
cos 2x cos" æ n° 


Berechnet man hieraus #, und #, und zieht die Tabelle 1 zur Be- 
stimmung der Dicke hinzu, so findet man: 


Tabelle 2. 
l ", k, CA 
IT  15uu 1,8 0,6 0,33 Rot 
III 3 uu 2,3 0,93 0,4 Grün 


Da das Licht für diese Farben linear polarisiert war, müfte 
die Beziehung (8) gelten. In Wirklichkeïit erhält man aber für 
ni—ki statt 3,3 das einemal 2,9, das andere Mal 4,4. Diese 
Differenz beruht auf der Ungenauigkeit der Beobachtung, da in 
(8) die Fehler wegen des quadratischen Auftretens namentlich von 
n, sebr ins Gewicht fallen. Berechnet man indessen aus (2') und 
(8) n, und 4, so folgt statt der obigen Tabelle 


hs k, 
9 0,63 
1172"21 0,96. 


Man erhält also auch so Werte, die mit den oben angeführten be- 
friedigend übereinstimmen. 


Zum Schluf môgen die Konstanten der dünnsten Schicht mit 
denen von massivem Silber für dieselbe Farbe !) zusammengestellt 
werden. 


1) Die Werte für # und % stammen von Minor, Ann. d. Phys. 10. 8. 602. 
1903, und sind für die betreffende Farbe aus den Kurven Minors interpoliert. 
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4 LA #1 
Massives Silber 0,17 17,2 
Dünnste Schicht 2,2 0,4. 


Wie oben erwähnt, ist also der Unterschied in beiden Fällen 
auBerordentlich gro8. Über den Zustand, in welchem sich das 
Silber befindet, braucht man für die Anwendung der Formel na- 
türlich nichts vorauszusetzen. 


Die Beobachtungen sollen noch auf weitere Metalle und dicken 
Schichten ausgedehnt werden. 


Gôttingen, Physikalisches Institut, im Dezember 1910. 


Allgemeines über Emission und Absorption in Zu 
sammenhang mit der Frage der Intensitätsmessungen 
beim Zeeman-Effekt. 


Nach Beobachtungen von C. Fôrsterling. 
Von - 
W. Voigt. 
Mit einem Zusatz von H. A. Lorentz in Leiden. 


Vorgelegt in den Sitzungen vom 26. Nov. 1910 und 28. Jan. 1911. 


Daf die KenntniB der Intensitätsverhältnisse der Komponenten 
einer im Magnetfeld zerlegten Spektrallinie für die Aufstellung 
der Theorie der komplizierteren Zerlegungen unentbebrlich ist, 
habe ich in einer Arbeit über den letzteren Gegenstand ausein- 
andergesetzt!). Es ist mir deshalb nicht zweifelhaft, daf die bis- 
herige Art der Erforschung der Gesetze des Zeeman-Effektes, 
die sich auf die geometrischen Verhältnisse beschränkt, einer Er- 
gänzung in der angedeuteten Richtung bedarf. 

Für solche Untersuchungen ist aber die Vorfrage zu erledigen, 
in wie weit aus der okular oder photographisch wirk- 
samen Energie einer Spektrallinie auf deren Emis- 
sionsvermügen zu schlieBen ist. Um hier die Antwort zu 
finden ist eine genauere Untersuchung des Vorganges der Emission 
einer Lichtquelle, z. B. einer Flamme erforderlich, die im Fol- 
genden auseinandergesetzt ist. Notgedrungen beschränkt sich die 
Entwickelung auf die Betrachtung reiner Temperaturstrahlung 
trotz aller Bedenken gegen die Existenz einer solchen. 


1) W. Voigt, Ann. d. Phys. 24, 198, 1907. 
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1) Um das Absorptionsvermügen À einer Schicht zu bestimmen 
hat man bekanntlich von der einfallenden Energie J, die reflek- 
tierte J, und die gebrochene J, abzuziehen und das Resultat durch 
die einfallende zu dividieren, nach dem Schema 

Li) 

bar Lien: Cr ee A. 
Grenzt die Schicht beiderseitig an dasselbe Mediam, z. B. an den 
leeren Raum, so kann man die bez. Energien dûrch die Amplituden- 
quadrate E, ER, D (z. B. der elektrischen Schwingungen) ersetzen 
und schreiben 


1) SR RE, 


Für die reflektierten und die gebrochenen komplexen Amplituden 
R and D gelten unter Voraussetzung normaler Incidenz dabei die 
Formeln 

til, -iL 
; Pr inL _ 5, ML? 


N = E 


9) : 
_ m+il 1—1t 
D = Ee FE nl’ 


u. ZW. bezeichnet hierin n den komplexen Brechungsindex der 
Substanz der Schicht, r und Z sind Abkürzungen; es gilt nämlich 


1—n 2 xl 
3) dr LE Du: 


wobei Z die Dicke der Schicht, 4 die Wellenlänge des Lichtes im 
Aufenmedium bezeichnet. 

Wir nehmen die Schicht äuferst dünn an, vernachlässigen also 
n° L' und ZL’ neben Eins, und schreiben somit 


2inL 


: RÉ e EPER CT 
ss GE) 
CRE 1—r+(l+rinL 


Bezeïchnet man dann die zu einer komplexen GrôBe konjugierte 
durch den oberen Index , 50 gilt 


R' = NN, D' = DD’. 


Man sieht, daB R° neben E* klein von zweiter Ordnung ist und 
braucht somit nur D° zu berechnen, Da 
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1+7% 


ñ 1=r — & (n° +1), 


so ergiebt sich 
D' = DD’ = E'(1—4(n"—n")il). 


Setzen wir speziell die Umgebung der Schicht als durchsichtig 
voraus, 80 ist 


5) n — n(l—ix), n° — n(1+ix), 


unter # den reellen Brechungsindex der Schicht gegen die Um- 
gebung, unter x den Absorptionsindex verstanden, und es resultiert 


6) D' = E'(1-—92nxL). 


Das Absorptionsvermôgen für eine normal auffallende Welle findet 
sich demgemäB zu 


7) À — 2n°xL. 


Nimmt man hinzu den Kirchhoffschen Satz über die Proportionalität 
von Enmissions- und Absorptionsvermügen, so ergiebt sich 


8) E — eA — 2en°xl, 


wobei E das Emissionsvermügen der Schicht in normaler Richtung, 
e dasjenige einer ebenen schwarzen Fläche für Strablen von derselben 
Polarisationsrichtung und der oben benutzten Wellenlänge À resp. 
der zugehôrigen Frequenz » — 2xfr bezeichnet. Die Funktionen 
E resp. 6 sind so zu verstehen, daB Edv resp. edv die in der Se- 
kunde von der Fläche 1 cm? emittierte Energie der Schwingungen 
mit Frequenzen zwischen » und » + dv darstellt. 

2) Diese Betrachtungen geben die Emission der Schicht in 
eine beliebige Umgebung, liefern aber einen nutzbaren Wert nur 
dann, wenn das Gesetz der Emission e des schwarzer Kürpers in 
diesem Medium bekannt ist. Um mit den gewonnenen Aus- 
drücken (7) resp. (8) den ganzen Emissionsvorgang in einer Flamme 
zu studieren, müBte also das Gesetz der Strahlung des schwarzen 
Kôrpers in dieser Flamme, welche selektiv absorbiert, bekannt 
sein. Dies ist zunächst nicht der Fall Wir sind daher ge- 
zwungen, die Emission der betrachteten Schicht innerhalb der 
Flamme auf diejenige innerhalb des leeren oder des Luftraumes 
zurückzuführen, für welche Räume die Emission 8 des schwarzen 
Kôrpers bekannt ist. 

Za diesem Zwecke verfolgen wir etwas genauer den Vor- 
gang der Emission der betrachteten dünnen Schicht für die unter- 
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suchte Schwingungsart. Bei dieser Emission fällt primär eine 
gewisse komplexe Amplitude %, resp. Y, auf jede der beiden Grenz- 
flichen 1 und 2, welche nun durch innere Reflexion von beiden 
Grenzflächen je zu einem ganzen Schwingungssystem Veran- 
lassung geben, das, aus beiden Grenzen austretend, schlieflich die 
gesammte Emission bildet. 

Um letztere zu berechnen haben wir einfach alle auf derselben 
Seite austretenden komplexen Amplituden zu addieren. Bezeichnen 
wir mit d, den komplexen Schwächungsfaktor für den Durchtritt 
durch eine Grenze von innen nach aufen, mit a denjenigen für 
das Durchsetzen der Schicht, mit r, denjenigen für die innere Re- 
flexion an einer Grenze, so stellt sich die Summe der auf der 
Seite 1 austretenden Amplituden dar durch 


9) D — D,0,(1+ar+ar +...) 
+8,0dar(1+ ar + art +...) 


Gi +Bar) bd. 
1— or; 


<— 
ds 


2 1 


Dabei kann man für eine unendlich dünne Schicht à — 1 setzen. 

Für weitere Folgerungen macht es einen Unterschied, ob man 
die magnetische oder die elektrische Feldstärke als emittierend 
annimmt. In der Tat, emittiert die elektrische Feldstärke, so pflanzen 
sich in zwei entgegengesetzten Richtungen gleichgerichtete elek- 
trische, entgegengesetzte magnetische Schwingungen fort; emittiert 
die magnetische Schwingung, so gilt das umgekehrte. Die aus 
diesen beiden Annahmen entspringenden Folgerungen sind keines- 
wegs gleich. 

Enmittiert die elektrische Feldstärke und verstehen wir unter 
den % die fortgepflanzten elektrischen Amplituden, so ist für 
die unendlich dünne Schicht %, — %, — %, zu setzen, also 


10 ét de, 

) CAR TT 
Zugleich gilt für die elektrischen Schwingangen 
11) = n—]1 PR 


Ne Mae a 
woraus folgt für die komplexen Amplituden 
Ÿ = 1ÿ, 
und für die reellen Amplituden 
12) F = 5% = 8% = n'(1+x)Ft 
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Macht man dieselbe Ueberlegang für die unter der gemachten 
Annahme emittierten magnetischen Schwingungen, deren kom- 
plexe Amplituden & genannt werden môgen, s0 ist G, = —$, 
— $, zu setzen also 


13) . ss Sid, 

$ 1+r, 
wobei 

1—n 2 

14 mes | ou SE 

Fi 1+n’ d, l+n’ 
also 
15) $ + Ÿs H = H}. 


Nun wird die Energiestrômung in einem absorbierenden Me- 
dium gemessen durch #F*, wenn im Vakuum durch F*, oder durch 
H;fn(1+x) wenn im Vakuum durch H*; beide Formeln liefern 
also übereinstimmend 


16) E — n(+#)E. 


Diese Beziehung kann benutzt werden, um etwas über die 
Emission 6e; des schwarzen Kürpers innerhalb des absorbierenden 
Mediums auszusagen. Wenn nämlich die oben betrachtete Schicht 
sich in gleichartiger Umgebung befindet, also an ihren Grenzen keine 
Reflexionen stattfinden, so ergiebt sich ihr Absorptionsvermügen 


17) A, = 2nxL, 
also ihr Emissionsvermügen 
18) E, — 20,nxL. 


Setzt man diesen Ausdruck neben den für E nach (8) in (16) ein, 
so erhält man 


19) 6e — e,(1+ x"). 
Emittiert die magnetische Feldstärke, so ist in (9) 
D: — =: or D: 
zu setzen, also 
_ Hide 
mL nie 1+r, 


was nach (11) auf 
21) S = 8 F=F; 
fübrt. Zugleich wäre $, = Ÿ, — Ÿ, anzunehmen, also 
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papes 
22) 9 = Ir 
‘was nach (14) 
DE CHE 

23) ÿ Hs n ? H° — n° (1 + x°) 
ergiebt. 

Beide Beziehungen liefern für die Emission 
24) E — E;/n. 
Kombiniert man hiermit die Werte (8) und (18), so ergibt sich 
25) 6, — en, 


Vergleicht man die beiden Resultate (19) und (25), so môchte 
man zunächst vermuten, daB die bekannte Kirchhoff - Clausiussche 
Beziehung (zwischen der Emission des schwarzen Kôrpers im Va- 
kuum und in einem durchsichtigen Kôrper vom Brechungsindex #) 
in der letzteren Formel ausgedrückt ist. Indessen wäre dies 
trügerisch, da jene Beziehung sich auf Emission in Elementar- 
kegeln bezieht, deren Oeffnungen in verschiedenen Medien sich 
umgekehrt wie die Quadrate der Brechungsindices verhalten, 
während .hier eine solche in ebenen Wellen vorausgesetzt ist. 
In letzterem Falle entspricht jener Beziehung 68 — 6,, d. h. also 
die Formel (19). Wir werden daher für Betrachtungen, wie die 
vorstehende, von der Annahme einer elektrischen Emission 
ausgehen müssen. Für die gesuchte Emission der Schicht in gleich- 
artiger Umgebung erhalten wir demgemäB nach (16) und (8): 


2enxL 
26 E ie nt, 
) (1 + x?) 


8) Die zur Wahrnehmung gelangende Emission einer Licht- 
quelle von endlicher Dicke ist die Summe der Emissionen der 
Elementarschichten, eine jede mit dem Schwächungsfaktor multi- 
pliziert, welcher ïihrem Weg in der homogen absorbierenden Licht- 
quelle und dem Austritt in das umgebende Medium entspricht. 

Die erstere Schwächung wird für eine Schicht im Abstand s 
von der Grenze des homogenen Zustandes gemessen durch 


Annx 
À 


Die letztere Schwächung bestimmt sich anders für eine Grenze, 
die einem unstetigen, anders für eine, die einem stetigen 


e"8 worei « = 
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Uebergang in den leeren Raum entspricht. Bei einer Flamme 
liegt meist wohl der letztere Fall vor, und wir wollen für seine 
Behandlung zur Vereinfachung als ein Resultat der Erfahrung 
einführen, daf der Uebergang aus der Flamme in die Um- 
gebung derartigallmählig stattfindet, da8 die reflek- 
tierten Wellen unmerklich sind. 

Es handelt sich dann um die Integration der Gleichung für 
die elektrische Schwingung 

0 X ox ,9X 
For To on? 

wobei in der Uebergangsschicht s und y mit 2 variieren, durch 
eine parallel + 2 fortschreitende Welle der elektrischen Feldstärke. 

Setzt man gemäB der obigen Annahme 


X = Foeos(rt—f), 


wobei F' und f nur z enthalten, so resultiert leicht, falls man 
Differentialquotienten nach + durch Indizes bezeichnet, 


27) EN = pp, UT = SP HET. 
Letztere Gleichung giebt 
__avdz _24F à df 
v'f F Fe 
also integriert 
28) Sr, (nf) + Const. 


fr 
Hier kann man schreiben 


29) f=— 


wobei © die Fortpflanzungsgeschwindigkeit bezeichnet, die jetzt 
patürlich mit + variiert. | 
Bei Anwendung auf zwei Stellen z, und 2, liefert (28) 


Flo, = e7 Ta 
FoJo, l 


80) / wobei 
Ty 
Ja = FI if node. 
£o 


Mit . verschwindet die Absorption; ersteres ist also ein Maaf der 
letzteren. Für 7 = 0 folgt 
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und dies zeigt in Uebereinstimmung mit dem S. b Benutzten, daÿ 
_ nF* das Maal der Energiestrômung darstellt. 

Auf ein unendlich kleines Wegelement £ = z,—#, in einem 
absorbierenden Medium angewandt folgt aus (30) 


2 ] , 
31) mere Je 
o, ®, v 
J' giebt also den mit z variierenden Absorptionsmodul. 

Non wollen wir uns daran erinnern, da der ÜUebergang von 
der Flamme zum leeren oder Luft-Raum durch eine diünnere and 
kühlere Schicht der Flamme selbst vermittelt wird. Wir kônnen uns 
deshalb einfachst vorstellen, daB in dieser Schicht das Produkt 7o 
für alle Farben gleichmäBig allmählig auf Null her- 
absinkt. Dann wird sich eine Schichtdicke in der bomogenen 
Flamme angeben lassen, die bezüglich der Absorption (wie der 
Emission) in jeder Hinsicht der inhomogenen Uebergangsschicht 
gleichwertig ist. Die Schwächung beim Durchtritt der Welle aus 
der Flamme in den leeren Raum kann sonach dadurch erhalten 
werden, daf man anstelle der stetigen Uebergangsschicht einen 
ünstetigen Uebergang an einer bestimmten Stelle der Schicht als 
äquivalente Grenze der Flamme substituiert und im Uebrigen 
die auf die Grenze auffallende Energiestrômung ungeändert aus- 
tretend denkt. 

Um hiernach die Gesammtemission (E) einer Flamme von der 
äquivalenten Dicke D zu berechnen ist nach (26) zu bilden für jede 
Elementarschicht von der Dicke de an der Stelle z die Emission 


nxdz eudz 
2) ol) 
diese hat innerhalb der Flamme den Weg (D—2) bis zur posi- 


tiven äquivalenten Grenze  — D zu durchlaufen, erfährt also 
bis zum Austritt die Schwächung 


dE, = 4x6 — 


e7*D—s) 
so da8 resultiert 
DIE 6 D -x(D-:) 
(E) a: rl (4 ade 
82) 0 
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Es mag zunächst auffallen, daf diese Formel für unendlich 
kleine Dicke D — ! nicht die Ausgangsformel (8) zurückliefert, 
sondern eïn durch einen Faktor verschiedenes Resultat. Indessen 
sind die Voraussetzungen, die den beiden Formeln zu Grunde 
liegen, doch vüllig verschieden. Die frühere setzte eine Schicht 
voraus, die an beiden Grenzen reflektiert, die neue eine solche 
ohne Reflexionen und ist daher mit (26) äquivalent. 

4) Handelt es sich um eine Schicht von endlicher Dicke, die 
durchaus homogen ist und in parallelen Unstetigkeitsflächen 
nach dem umgebenden Medium begrenzt ist, so berechnet sich die 
Gesammtemission dann sehr leicht, wenn man annehmen kann, 
daB durch die Verhältnisse in der strahlenden Schicht Interferenzen 
zwischen den an ihren Grenzen reflektierten Wellen ausgeschlossen 
seien. Dies würde bei vollständig planparallelen Begrenzungen 
eine so groBe Dicke der Schicht verlangen, daB die bez. Wellen 
nicht mebr kohärent sind, — eine Annahme, die in der Wirklich- 
keit nicht mehr realisierbar ist. Dagegen würde bei un voll- 
ständigem Parallelismus die Inkohärenz dadurch entstehen, da8 
die verschieden oft reflektierten und in gleicher Richtung aus- 
tretenden Wellen verschiedenen, (in Wirklichkeit) inkohärent 
schwingenden Teilen der emittierenden Schicht entstammen. 

Machen wir die vorstehende Annahme (die vielleicht bei einer 
Geiïflerschen Rôhre als angenähert realisiert zu betrachten ist), 
so ist von den Phasenverhältnissen vüllig abzusehen und sind nur 
die Amplitudenquadrate aller in einer bestimmten Richtung aus- 
tretenden Wellen zu addieren. 

Bezeichnet man wieder die Schwächangen der Amplituden- 


quadrate durch Absorption kurz durch die Faktoren e “, 


; : à. - 
wo s den zurückgelegten Weg angiebt und « — = ist, und 


bezeichnet mit à, und 0, die Schwächungsfaktoren durch Brechung 
und Reflexion, so liefert eine Schicht im Abstand + von der nega- 
tiven Grenze zwei auf der positiven Seite austretende Wellen- 
systeme mit der Gesammtstrahlung 


—9aD —4aD 


d(E) = de "O1 + ge +ofe dr: 


88) +ae "PT +...) 
_ = —«a(D 
” = EE Le «(D À Ge CT ( +9}, 
l—çpie 


‘ eud. 
wobei wieder dE, = SET 
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Die Integration über alle emittierenden Schichten liefert 
| e0,(1 — in) , 

n(L+#)(L— qe) 

Bb) Für weitere Schlüsse bedarf man der Ausdrücke für die 
Schwächungsfaktoren 6, und o, der Amplitadenquadrate beim Durch- 
gang von innen nach aufen und bei der inneren Reflexion an der 
Grenze. Nach den allgemeinen Regeln würde man 
3b) dj = 0,0, 0 Lt O = DD, Or 
zu setzen haben, wobei die b, und r;, db und r im Vorstehenden 
gegeben sind. Verfährt man so, dann ist es nicht môglich mit dem 
obigen Ausdruck dem Kirchhoffschen Satz (E) — e(A) zu genügen, 
wenn man (A) in analoger Weise berechnet, wie oben (E). 

Die Schwierigkeit ist dieselbe, die mir in einem früheren Auf- 
satz über das Verhältnif von Emission und Absorption!) begeg- 


nete, wo sich auch der Ausdruck für (A) berechnet findet; derselbe 
lautet in der obigen Bezeichnung 


34) (E) = 


DRE 


1— Dei 
wobei @ und à wieder die Schwächungsfaktoren für den Eintritt 
in die absorbierende Schicht darstellen. 


In der Tat, verfährt man gemäf (35) und fübrt die sich so 
ergebenden Beziehungen 


36) (A) = 1—-e- 


as + Ô, SR, 08 CA 
81) 0 —@, Ô — n(L+x) » 1—0 = n(Î+x) 


ein s0 ‘erhält man 


38) (A) = d, Le 1 —(0,+ sn)e*? 
n (1 + x°) 1 Rent 


und der Quotient aus den Ausdrücken (34) und (88) ist nicht gleich 
e, er enthält vielmehr sogar die Dicke D der Schicht in sich, wie 
seinerzeit bemerkt. 

6) Ich verdanke den Hinweiïs auf die wahrscheinliche Ursache 
der Schwierigkeit in der früheren Arbeit Herrn Born; sie liegt 
darin, da bei energetischen Ueberlegungen der vorstehenden Art 
die Bezichungen (35) einen innern Widerspruch enthalten, falls sie 
auf absorbierende Medien angewandt werden. 


1) W. Voigt, Wied. Ann. 67, 866, bes. 874 u. f., 1899, 
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In der Tat folgt für die Reflexion in einem durchsichtigen 
Medium vom relativen Brechungsindex » gegen die Umgebung und 
den Austritt daraus aus (35) die Beziehung 


, 
39) Lot, 


welche aussagt, daf die einfallende Energie in der reflektierten 
und der eindringenden enthalten ist; nicht aber gilt dieses Inten- 
sitätsgesetz für ein absotbierendes Medium, wo vielmehr 
liefert (35) 

à 

40) 1 — PR e) . 

Die physikalische Ursache dieser Differenz scheint darin zu liegen, 
daf bei Reflexionen im ersten Medium eine Art stehende Wellen 
auftreten, deren Unterhaltung in einen absorbierenden Medium 
einen Energieaufwand erfordert. In der Tat wird nach der letzten 
Formel po; bei gleichem 6, grôBer gefunden, als nach der vorletzten. 

Hieraus folgt, daf eine glatte Durchführung der oben be- 
gonnenen energetischen Betrachtung nur môglich ist für Kôrper 
von derartig geringen Werten x, daf man x neben Eins vernach- 
lässigen kann. In diesem' Fall werden dann die Beziehungen (39) 
und (40) identisch, und der Ausdruck (38) genügt ohne weiteres 
der Bedingung (E) — e (A). 

Da dieser Fall bei Beobachtungen mitunter aktuell ist, 80 
mag er zunächst erledigt werden. Es ist hier 

FE An’ MUR A1) na. 

Kad ée dA) ? 02 (n+1) ; 
die Vernachlässigung von #°x' neben (x — 1) würde eine geringere 
Annäherung bedeuten, als die von x neben Eins, sie mag aber 
der Einfachheit halber gleichfalls eingeführt werden. Hieraus folgt 
—aD 
41) (E) = Ane(1—e Le i 

(n+1) —(n—1)'e 
Es ist charakteristisch für diesen Ausdruck, daf er für D = co 
ein von x freies Resultat liefert, also Selbstumkehrung von Spek- 
trallinien infolge groBer Dicke der Lichtquelle nicht zuläft. 

7) Der allgemeinere Fall läft sich nur bei teilweiser Aufgabe 
der Beziehungen (35) durchführen. Wir wollen zunächst sehen, 
welche Konsequenzen uns allein die Annahme des Kirchhoffschen 
Satzes liefert. Letzterer ergiebt nach (34) und (36) 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klssse. 1911. Heft 1. 
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) 
10 0 DOTE) 
d. b. 
) ; 


Innerbalb dieser beiden Bedingungen kann man frei über die g und 
Ô verfügen, ohne mit dem Kirchhoffschen Satz in Widerspruch zu 
geraten. 

Sucht man den Grund der Abweichung von dem Gesetz der 
Intensitäten in den innerhalb des absorbierenden Mediums reflek- 
tierten Wellen, so wird man die aus Ô = bb’, d, — b,b, folgende 
Beziehung 
43) d, = n'(1+%)0 
beibehalten und (42) schreiben 
44) 1—o = nô, at (Em 

K = (n+1)+n'x. N = 4n(1+%x), 
womit nun auch pe = tr’ nicht aber 0, = t,r; vereinbar ist. Wir 
gelangen so zu der Festhaltung des Intensitätsge- 
setzes (39) bei absorbierenden Kôrpern anstelle von 
(40), was ja nach der Lage der Dinge von vornherein einleuchtet. 

Hieraus folgt dann 
_Ane(i—e7 7) 

KEK=N)e À 
Dies wird als das wahrscheinlich gemachte Gesetz für 


die Emission der absorbierenden Schicht bei unregel- 
mäBiger innerer Reflexion zu gelten haben. 


Für eine unendliche Dicke liefert dasselbe 


45) (E) — 


4ne 
v PE prier" 
läBt somit also Selbstumkehrung infolge groBer Dicke D der Licht- 
quelle zu. 

Was die Anwendung der erhaltenen Formeln angeht, so ist 
dafür zu beachten, da die Beobachtungen über die Intensitäts- 
verhältnisse beim Zeeman-Effekt nicht die Intensitäten für be- 
stimmte einzelne Farben oder Frequenzen, sondern die Gesammt- 
intensitäten aller parallel und aller normal zu der 
magnetischen Feldstärke schwingenden Komponenten 
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einer zerlegten Spektrallinie betreffen: Um diese GrôBen 
zu erhalten, hat man in den obigen Formeln je diejenigen Werte 
für » und x einzuführen, welche der betreffenden Schwingungs- 
richtung entsprechen und dann über alle Frequenzen zu inte- 
grieren, wobei (E) resp. 6 mit (E)dv und ed» zu vertauschen sind. 


Diese Aufgabe ist ziemlich einfach wenn man e7* nach Potenzen 
von «D entwickeln und für # und x eine unter häufig zulässigen 
Voraussetzungen gültige Annäherung einführen kann; sie ist äuBerst 
kompliziert, wenn dieses nicht gestattet ist. In letzterem Falle 
wird man zu mechanischer Quadratur greifen müssen. 


8) Die vorstehend angestellten Ueberlegungen gestatten nun 
auch, das in der früheren Arbeïit nicht vôllig erledigte Problem 
zu Ende zu führen. In dieser Arbeit war versucht, die Emission 
durch eine Art äquivalenter elektrischer Kräfte P, zu 
erklären, welche die Elektronen &, im Molekül beschleunigen, nach 
den Formeln 

Ô 40! 
47) da +de = P,, ns. f. 
Die komplexen Amplituden der P, seien mit ff, bezeichnet und 
abgekürzt gesetzt 


48) ®, = 9° + 4,9 —b,, 


unter # die reduzierte Amplitude verstanden. Die Erregung sollte 
in Schichten von der Dicke 4 kohärent, aber von Schicht zu 
Schicht inkohärent wechselnd stattfinden. Setzte man noch kurz 


49) SD _ 


wobei der Index ” die frühere Bedeutung hatte, so ergab sich für 
die Emission einer Schicht von der Dicke D 


F __,—4D 
80) (E) = 9"0,(1—e LES 
Bontx(1+»)(1— qe?) 
Dabei ist v die Lichtgeschwindigkeit im leeren Raum. 
Um mit den früheren Formeln dieser Arbeit konformer die 


Frequenz » — 1/9 auBerdem die Wellenlänge tv = À einsuführen, 
mag 


51) RE 1 DÉS nl 
gesetzt werden; dann nimmt (60) die Form an 
g* 
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xd, (1— e 
A) ; 


An x(1+x)(1 — o,e 


Nun ist nach unsern Ueberlegungen unter Voraussetzungen der 
Beziehungen (43) und (44) 


52) (E) — 


aD 


) 


—al, ? 
) 


# d,(1—e 

n(1+x)(—çe 
somit also wieder der Quotient beider Ausdrücke von der Dicke 
unabhängig. Auferdem aber findet sich die Emission e des schwarzen 


Kôrpers mit den Parametern der aequivalenten elektromotorischen 
Kräfte verknüft durch die Beziehung 


ITS 
7 AAn°x 


Nun gilt nach der allgemeinen Theorie der Dispersion 


53) 


54) 


E, An. 
[1 
TT 


55) 2x = V9 


wir erhalten somit, da 4v = 2x, 


En D Vs 

H,0, © ZM 
In Bereichen unmerklicher Veränderlichkeit von e kann man dem 
genügen, indem man die einzelnen Glieder der Summe einander 
gleichsetzt !); führt man dabei noch die reelle Amplitude F, der 
aequivalenten elektromotorischen Kräfte ein, so ergiebt sich diese 
konstant, nämlich 


56) &ve © 


57) Fi — _—. 

In Wahrheit ist 6 mit v variabel und dies zeigt, daB eine Zu- 
rückführung der Emission auf aequivalente elektromotorische Kräfte 
in strenge nicht gelingt. Im Falle schmaler Absorptionsstreifen 
kommt indessen in den Summen (56) jedes Glied nur in einem 
engen Bereich » zur Greltung; hier kann man dann ohne merk- 
lichen EinfluB e unter die Summe ziehen und mit seinem Wert 
e, für die Eigenfrequenz », des Absorptionsstreifens vertauschen 
sodann wiederam die Gleichung auf die einzelnen Summenglieder 
beziehen. Die Formel 


1) In der früheren Arbeit ist durch eine Unaufmerksamkeit bei der Re- 
daktion der analoge SchluB allgemein gezogen. 
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58) Fi = ER 


würde somit die Lüsung des früheren Problemes in den ange- 
gebenen Füällen enthalten. Herr Lorentz hat eine der vorstehenden 
verwandte Ueberlegung nicht für eine Schicht a En, für ein 
Raumelement angestellt !). 

9) Die ersten Beobachtungen, die sich auf die Intensitäts- 
verhältnisse der parallel und normal zum Magnetfeld schwingenden 
Komponenten beim Zeeman-Effekt beziehen, sind bekanntlich von 
Egoroff und Georgiewsky?) angestellt; dieselben erwiesen, daf 
bei mit Dämpfen von Natriam, Kalium, Lithium gefärbten Flammen 
das im Magnetfeld emittierte Licht sich nicht als natürliches dar- 
stellt, sondern einen parallel dem Feld polarisierten Anteil ent- 
hält. Lorentz) zog zu der Erklärung des Phänomenes die Ab- 
sorptionsverhältnisse in der Flamme heran, die im Vorstehenden 
eingehender erôrtert worden sind, und stellte auch bei einer 
Natriumflamme eine orientierende quantitative Beobachtung an. 
Letztere bietet aber in der dabei benutzten einfachen Form eine 
groBe Schwierigkeit für die Verwertung, weil bei ïhr nicht nur 
beide Natriumlinien zur überdeckenden Wirkung gebracht wurden, 
sondern auch beide Linien überdies Zerlegungen von ganz ver- 
schiedenem Typ liefern. 

Ich habe dann noch auf die Môüglichkeit einer andern Erklärung 
der Egoroff-Georgiewskyschen Beobachtung aufmerksam gemacht ‘). 
Da nämlich verschiedene Erscheinungen darauf hinweïisen, daf die 
ponderabeln Moleküle aeolotrope Struktur haben und sich im Mag- 
netfeld orientieren, so entsteht die Môglichkeit, daB die molekulare 
Emission für die Komponenten parallel und normal zum Feld 
primär verschieden ist. Eine Feststellung derartiger Wirkungen, 
für welche eine Aussonderung der Absorptionen in der Lichtquelle 
erforderlich wäre, würde ein groBes, theoretisches Interesse bieten. 

Als Vorarbeiten für derartige Untersuchungen sind die Beob- 
achtungen angestellt worden, für welche wir uns einer Beïhülfe 
der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu erfreuen hatten und 
über deren erste Resultate nachstehend berichtet werden wird. 

Das Neue bei denselben ist die Untersuchung der Polari- 
sationsverhältnisse (nicht des ganzen von der Quelle aus- 
gehenden Lichtes, sondern) der einzelnen Spektrallinien; 


1) H. A. Lorentz, Amsterd. Proc. 28. Oct. 1905; Phys. Ztschr. 11, 14, 1910. 
2) N. Egoroff und N. Georgiewsky, C.R., 124, p. 949, 1897. 

3) H. A. Lorentz, Amsterd. Proc. 6, p. 193, 1897, Arch. Nécrl. (2) 2, p. 1, 1899. 
4) W. Voigt, Magneto- und Elektrooptik, Leipzig 1908, p. 78. 
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die Methode ist im übrigen nichts weiter als eine Verfeinerang 
der von den obengenannten Forschern angewandten. Die bisherigen 
Messungen sind an den von Geiflerrôhren ausgehenden Lichtarten 
angestellt worden. 

Die bezüglichen Rôhren waren mit ihren Kapillaren longitu- 
dinal in dem Magnetfelde angebracht; bei einer solchen Orientierung 
erfahren die Stromlinien bekanntlich die geringste Ablenkung durch 
das Feld, das Leuchten der Rôhren also die geringste Aenderung. 
Bei den Versuchen wurde den Rôhren eine vertikale Stellung 
gegeben. Das ausgesandte Licht wurde durch ein Linsensystem 
von ziemlich groBer Brennweite auf ein Spektrometer geworfen 
und mittelst des letzteren analysiert. Der Spalt des Instrumentes 
war weit geôffnet, derart, daf bei Erregung des Feldes (selbst 
wenn dessen Stärke dazu an sich ausgereicht hätte) keine Zer- 
legang der Spektrallinien eintreten konnte, sondern das ganze 
Spaltbild (für jede Spektralfarbe) mit parallel und normal zum 
Felde polarisiertem Licht erfüllt war. 

Das von der Geïflerrôhre ausgehende Licht passierte zunächst 
den Glasplattensatz eines Polarimeters, bestehend aus zwei Sy- 
stemen von je 4 Planplatten, die vom Beobachter durch einen 
einfachen Mechanismus um zwei parallele horizontale Axen meBbar 
gedreht werden konnten (nach dem Schema 7 NN). Diese Systeme 
gaben der vertikal polarisierten Komponente des hindurchgehenden 
Lichtes eine angebbar veränderliche Schwächung gegenüber der 
horizontal polarisierten; durch die symmetrische Drehung der 
beiden Hälften war dabei eine Verschiebung des Bildes der Geïfler- 
rôhre auf dem Spektrometerspalt vermieden. 

Direkt vor dem Spalt war ein dünner Keil von Kalkspat be- 
festigt, durch einen Glaskeil kompensiert; die brechende Kante 
lag unter 45’ gegen die optische Axe und war horizontal aufgestellt, 
Im Okular befand sich ein Nicol mit vertikaler oder horizontaler 
Polarisationsebene. 

Infolge dieser Einrichtung sah der Beobachter im allgemeinen 
jede Spektrallinie von horizontalen Interferenzstreifen durchzogen, 
— die nur verschwanden, wenn mit Hülfe des Glasplattensatzes 
das einfallende Licht bez. der horizontal und der vertikal polari- 
sierten Komponenten auf gleiche Intensität gebracht war. 

Mit diesen Hilfsmitteln wurde nun folgendermafen beobachtet. 

Eine bestimmte (breite) Spektrallinie wurde mit dem Okular- 
spalt isoliert und nun bei unerregtem Feld der Glasplattensatz 
aus der Vertikalstellang so weit gedreht, daB deutliche Interferenz- 
streifen auftraten. Hierauf wurde die Drehung langsam rückgängig 
gemacht, bis die Streifen verschwanden. Die Genauigkeit dieser 
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tetzteren Einstellung lieB sich durch den bekannten Kunstgriff 
steigern, den Kalkspatkeil ein wenig auf und ab zu be- 
wegen (was durch eine einfache Vorrichtung dem Beobachter 
leicht môglich gemacht war); in der Tat ist das Auge für In- 
homogenitäten in der Beleuchtung viel empfindlicher, wenn die- 
selben bewegt werden, als wenn sie ruhen. Unter günstigen Um- 
ständen stimmten die wiederholten Einstellungen bis auf 1° überein. 

Nun wurde das Feld erregt und die bez. Beobachtung wieder- 
holt. Der Regel nach ergab sich dabei das Verschwinden der 
Interferenzstreifen bei grôBeren Neigungswinkeln der Glas- 
platten, was darauf hindeutete, daB das im Magnetfeld emittierte 
Licht einen UeberschuB von vertikal, d. h. parallel. den Kraftlinien 
polarisiertem enthielt. 

10. Die definitiven Beobachtungen hat Herr Dr. Fôrsterling 
angestellt. Während die blaugrüne und die rote Wasserstofflinie, 
so wie die beiden gelben, die grüne und die violette Quecksilber- 
linie keine merkliche Wirkung des Magnetfeldes auf die Polari- 
sation des emittierten Lichtes erkennen liefen, ergaben einige 
Linien des Heliumspektrums Effekte, die der Messung bequem zu- 
gänglich waren. An ihnen wurde insbesondere auch der Einfluf 
der magnetischen Feldstärke auf die Erscheinung studiert; 
die den verschiedenen magnetisierenden Strômen entsprechenden 
Feldstärken waren zu diesem Zweck im Voraus mit Hilfe einer 
Wismutspirale bestimmt worden. 

Die Beobachtungen von Dr. Fôrsterling an der hellroten und 
an der gelben Heliumlinie ergaben folgende Resultate : 


Hellrot Gelb 


7000 8,5 (?) 0,924 9 0,921 
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Hierin bezeichnen —%, die direkt beobachteten Differenzen der 
Einstellangen am Polarimeter, g° war ‘rund = 12°. À,/A, ist 
das VerhältniB der emittierten elektrischen Schwingungsamplituden 
parallel und senkrecht zu den Kraftlinien, (4,/4,) also das Ver- 
hältniB der bezüglichen Intensitäten. 

Für die Berechnung dieser Grôfen ist nachstehende Ueber- 
legung benutzt. Sei h die Anzahl der Platten des Polarimeters, 
œ der Einfalls-, y der Brechungswinkel an denselben, 4,/4, wieder 
das von der GeiBlerrôhre emittierte Amplitudenverhältni8. Dann 
kommt in dem Kalkspatkeil zur Wirkung das modifizierte Verhältnif 
À, 4 Liege a 

A, À, cos” (p—#) 
Das Verschwinden der Streifen findet statt, wenn dieser Quotient 
einen gewissen, nahe Eins liegenden und für das physiologische 


Unterscheidungsvermügen charakteristischen Wert # annimmt, 
d. b. für 


A dre AT 

As cos” (p — #) 

Bei Beobachtungen ohne Magnetfeld ist 4,/4, — 1, somit in 
früherer Bezeichnung 


k — 


ss 
cos”? (Ps pr Ÿ) 
Hieraus folgt die zur Berechnung benutzte Formel 


A, _ cos”(p—#) 
À, 2 cos” (Po enr Ye) 

Zweïerlei ist an den erhaltenen Zahlen bemerkenswert. Einmal 
der Beginn einer merklichen Wirkung bereits bei sehr kleinen 
Feldstärken, — ein Resultat, das mit dem von andern Beob- 
achtern an Natriumflammen erhaltenen übereinstimmt. Sodann 
und besonders aber die Erreichung eines Maximums der 
Wirkung bei einer Feldstärke von ca. 3700 GauB; eine Tatsache, 
die ganz sichergestellt ist und sich drastisch dadurch demonstrieren 
läBt, da, wenn man bei 3700 Gauf auf Verschwinden der Streifen 
einstellt, diese Streifen bei Verstärkung des Feldes auf 7000 GauB 
wieder erscheinen. 

Es wird die Aufgabe weiterer Beobachtungen sein, aufzuklären, 
ob bei diesem Effekte sekundäre Umstände mitwirken, und wenn 
nicht, wie derselbe theoretisch zu deuten ist. 

Gegenüber den oben beschriebenen Wirkungen erwiesen sich 
die bei den andern Heliumlinien stattfindenden als unbedeutend. 
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DaB die sehr dunkeln Linien keine merklichen Effekte erkennen 
lieBen, kônnte zwar auf die hier beträchtlich verminderte Ab- 
sorption und gesteigerte Schwierigkeit der Beobachtung zurück- 
geführt werden; daf aber die sehr helle grüne Linie (4 — 5015) 
erst von H — 2000 an die Andeutung eines Effektes lieferte und 
4,14, 0,978 erreichte, analog die helle blaugrüne (4 — 4922) erst 
von H = 2200 an Wirkungen ergab und für sie À,/4, nur 0,987 
ereichte, kann wohl kaum auf Rechnung der Intensitätsverhältnisse 
gesetzt werden. 

Die Heliumlinien, obwohl sämmtlich Triplets liefernd, scheinen 
sich bezüglich der Intensitätsverhältnisse der Schwingungen parallel 
und senkrecht zum Magnetfeld faktisch verschieden zu verhalten. 
Worauf diese Verschiedenheit beruht müssen weitere Unter- 
suchungen aufklären. 


Zusatz 
von H. À. Lorentz in Leiden. 


Die Frage ob elektrische und magnetische Emission verschiedene 
Resultate geben kôünnen, scheint mir sehr interessant. Ich habe 
stets angenommen, daB die Ausstrahlung elektrisch erregt wird, 
und finde nun für das Emissionsvermügen eines schwarzen Kôrpers 
in dem betrachteten Medium 
LA 
1) 8, L+x ? 
wo 6, die Emission im Vakuum ist. Das entspricht der von Ihnen 
angegebenen Formel (19). 

Für die Emission einer unendlich dünnen Schicht (Dicke L), 
die auf beiden Seiten mit Luft in Berührung ist, finde ich ebenso 
wie Sie (8) 

2 
9) ÈS =2 


le, 


1) Die in obigem Zusatz wiedergegebenen Entwickelungen sind in einem 
Brief enthalten, den ich von Herrn Prof. Lorentz als Antwort auf die Mitteilung 
eines Teiles meiner vorstehenden Ueberlegungen, insbesondere den S. 74 u. f. be- 
findlichen erhielt. Sie benutzen nicht nur einen andern Weg, als die meinigen, 
sondern behandeln auch die bezüglichen Probleme zum Teil eingehender, wie 
z. B. der Vergleich von S. 81 und 96 dartut. Was die Emission der Schicht von 
endlicher Dicke angeht, so faBt Herr Lorentz das bezügliche Problem von vorn- 
herein anders als ich, — er setzt regelmäBige Reflexionen an den Grensen und 
Interferenz der verschieden oft reflektierten Wellen voraus, ich (in Rücksicht auf 
die beim Experiment vorliegenden Verhältnisse) unregelmäBige Reflexion; im ersten 
Falle sind Amplituden, im zweiten Intensitäten zu addieren. Voigt. 
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(n reeller Brechungsindex, » Frequenz, c Geschw. im Aether), für 
die Emission einer Schicht im Inneren des Mediums aber (16) 

1 
0 ne PE LT 
Ich gelange zu dieser Formel auf einem dem von Ihnen angegebenen 
ganz ähnlichen Wege; um aber das Resultat noch weïiter zu veri- 
fizieren betrachte ich einen etwas allgemeineren Fall. Vorher 
bemerke ich, daB, wenn 


n' = n(1—ix) 
der komplexe Brechungsindex ist, ein sich in der Richtung der 
z-Achse fortpflanzendes Lichtbündel etwa durch die Gleichungen 


G, = ae , Ÿ = ane 
‘ of, 0€ 
dargestellt werden kann (ich setze 8 — $, sodaf So Ci vn 


sein mu). Ist an irgend einer Stelle die reelle Amplitude von 
€, : 9, so kann man für den Poyntingschen Energiestrom setzen 


4) 4 cnq° 

und für die Wärmeentwicklung pro 
Volumeneinheit 

b) xn° vq". 

Das Medium erfülle die Schicht 
zwischen x = 0, x — L; auf bei- 
den Seiten befinde sich das Vakuum 
(scharfe Begrenzung). Ich betrachte 
die Strahlung insofern sie von der 
unendlich dünnen Schicht dé aus- 
geht. Die direkte Strahlung sei 
auf der rechten Seite von £ + d£ 


x.0 E ErdE L 


und auf der linken Seite von Ë 
: n e n' 
io + Feb] $. éo|t + F2] 


&, = de = —an'e 


Die Amplitude a sei reell und vorläufig unbekannt. 
Durch wiederholte Reflexion an x — 0, x = L entstehen hier- 
aus Lichtbewegungen, die man folgendermafen zusammenfassen kann: 
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In II nach rechts 


n' , 
2 of ] (© ) 
E, = a'e 19, = .a'n'e ; 
in II nach links 
: L n' , 
" so: + %a) | Le ( is Ta) 
GE, = ae y Ÿ, = —a"n'e 2 ; 


in II nach rechts 


in I nach links 
. à A 
E, = A à) GS, = sn nur 
Aus den Grenzbedingungen folgt 


nr EN PR 
d = an) +)" tre He) 


n,—T(£- E 
RE antenne | ar Ra 


{4 eE— — 
6) 
iv 
a" = RTE L (1 + n°) e"é = (1 —n) ue 
N 
TES (1 +ne ED _ (1 ne 0 
N 
Hier ist 


ivn' 
c 
N= (+nye'L_Qnye "El 
Wenn wir æ — 0 mit £ und x — L mit £+ dé zusammenfallen 
lassen, sodaB die ganze Schicht unendlich dünn ist, so kann man 


in diesen Ausdrücken alle ExponentialgrôBen gleich Eins setzen. 
Man findet dann 


a" = n'a, 


(Natürlich hätte man diesen Fall in einfacherer Weise nach der- 
selben Methode mit Beschränkung von vornherein auf eine unend- 
lich dünne Schicht behandeln kônnen. Man kann dann nämlich in 
den Grenzbedingungen sowohl für x — 0, wie auch für æ = L, 
alle ExponentialgrôBen fortlassen; hierdurch erhält man 


Dei E à Lorentz, 

a+a te = 

as ras 2e = à" 
ra ta = 
— 2e" ae" ge = — a, 
aise de = je De, à = et — mu | 
Die infere Strablang, &e von der Plutie sas, Ro alw | 
are = HePae = jf + aa 

Dèes ma nan den Wert () haben Al 


2e 
2 SR. ET,” 
Ek war aber & de Ampltnle der im Inneren des Maame vom 
emer amendhch farmer Kivhe Srahblang Der ent. 
sprochende EnergieSns it mac (4 
E = jour 


woraus eh (3) exit. 

Un num das Resultat ae verilnieren kobre ich +2 der Sohiché 
von der endichen Dicke L ane Az © et mar 5 de 
nach Bnks gohende Kirablong imofre se von der Sbioht & der 
rükbré, 


Hate — Leate RS. 
Wenn man sur Abkèrzme à» (© 
S QGtn)e Ed _ pue "ES = À 


sstrt. Berteksiehtant man (7) ami (2) « verwamdeit sich der ge 
fanèene Ausèreet in 
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Teiles I des Mediums nicht reflek- 
tiert und am Ende in diesem Teil 
vôllig absorbiert wird, s0 ist I den 
von links kommenden Strahlen ge- 
genüber als vollkommen schwarz 
zu betrachten. Wir werden also 
6, erhalten, wenn wir die von I 
herrührende, durch die YZ-Ebene 
hindurchgehende Strahlung berech- 
nen. Nun beträgt die von der 
Schicht dé ausgehende Strahlung 
nach (3) und (2) 


und hiervon erreicht der Teil 


die YZ-Ebene. Also 


die Gleichung (1). 


A+ x) 0 


2 van 
c(1 + #°) 0, d 
2 vun 
= Ré | 
€ 
2 van 
2 van DE à rs 8, 
4 7 1+%? 


Zur Bestätigung dieses Resultates kann 
noch folgende Betrachtung dienen. Es seien 
S, und $, zwei schwarze Scheiben, I eine 
Schicht des Mediums, so dünn, daB man von 
ihrer Emission und Absorption absehen kann, 
II Vakuum. Ich bezeichne mit «, und « die 
Reflexionskoeffizienten an der Grenze I, II, 
wenn die Strahlen von links, bezw. von rechts 
einfallen. Die Scheibe S, strahlt aus 6 und 
erhält davon zurück «,6,; auBerdem erhält sie 


von $, die Energie (1—4«)e,. Es mu also sein 


6,(1—4) = 6,(1— a) 


und das ist wirklich der Fall, da 


11) «—=1 


ist. 


= (n +1) +n'x ; 


an __, _ 4n(l+x) 
7h (n +1) + n'# 
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Es ist bemerkenswert, daB in diesem Fall nicht, wie bei einem 
durchsichtigen Kôürper, «, — « ist; die Differenz hängt mit einem 
eigentümlichen Umstand zusammen. 

Es ist nämlich sowohl bei der inneren wie auch bei der äuBeren 
Reflexion die gespiegelte (komplexe) Amplitude 


n'— 1 
gen a, 


wenn a die einfallende Amplitude ist. Bei der äuBeren Reflexion 
kann man nun die gewôhnliche Betrachtung anwenden, und schliefen, 
daB die reflektierte Intensität der Bruchteil 


AR 
n'+1l 


der einfallenden ist. 


Bei der inneren Reflexion ist dies nicht statthaft, und zwar 
weil in diesem Fall der Energiestrom nicht mehr als die Differenz 
zweier Strôme, die zu dem eiïnfallenden, bezw. dem reflektierten 
Bündel gehôren, aufgefaft werden kann. Ist nämlich das ein- 
fallende Licht 

: n'x 
4v (-") 


E, — ae , Ÿ, — me s 
so ist das reflektierte 
E, are ; D, = —4 Ti" 


(Grenzfläche x — 0). Die wirklichen Werte sind also für æ — 0, 


» [4 . 
) iq 
wenn n' — ue , =, pe”, 


LS 
n'+1 
€, — a cos vi + pa cos (vi + q), 
$, — au cos (vt + v) — pau cos (vé + q + v), 
und hieraus folgt für den Energiestrom 
cŒ,Ÿ, = ca*}u cos vf cos (vi + v) — p'u cos (ut + 9) cos (ut + q + v) + 
+ pu cos (vÉ + q) cos (vé + v) — pu cos vé cos (vt+g + v}. 
Der Mittelwert während einer vollen Periode ist: 
4 ca? {u cos v — p° u cos v + 2pu sin q sin v}, 
oder, da 


96 H. A. Lorentz, 


U COST = # 
USiINY —= —n"nx 
É 2nx 
psmg = — CES ENT 
ist, re 
pente) 
Da es in Wirklichkeit nur einen Energiefluf gibt, so ist die 
Zerlegung in zwei Strôme einigermafen willkürlich. Indes, wenn 
wir sagen, daB der Strom $ca*n nach der Grenzfläche hinflieBt, 
so müssen wir sagen, daB der Strom 
Anar’ 
gea'n|p— der) 
von ihr zurückkebrt. Für den Reflexionskoeffizienten «, müssen 
wir also setzen is 
4anx 
TE p— n+1)+nx € 
Andererseits ist 
SL ns 1 An 
ail TP mpix 


und wir finden also für «, den Wert (11). 

Der Wert (3) für die innere Emission führte bei Betrachtung 
einer beliebig dicken Schicht zu einem Resultat, das mit dem 
Kirchhoffschen Gesetz im Einklang steht. Die Schicht war scharf 
gegen das Vakuum begrenzt. Man muB natürlich auch zu dem 
von dem K.schen Gesetze geforderten Resultat kommen, wenn 
man, wie Sie es getan haben, annimmt, daf die Uebergänge 80 
allmählig sind, daf keine nennenswerte Reflexion stattfindet. 

Ich stieB hier auf eine Schwierigkeit, die sich erst dadurch 
beseitigen lieB, daB ich in dem Ausdruck (3) das Glied x’ vernach- 
lässigte. Diese Vernachlässigung läft sich nun auch motivieren. 

Wenn keine Reflexion stattfinden soll, so mu die Dicke der 
” Grenzschicht viele Wellenlängen betragen; also, wenn wir ver- 
langen, daB die Flamme nicht alles auf sie fallende Licht ab- 
- sorbiert, so mtissen wir annehmen, daB die Absorption auf einer 
der Wellenlänge gleichen Strecke sehr wenig beträgt und das er- 
fordert einen sehr kleinen Wert von x. 

Vernachlässigen wir x’ und setzen also nach (2) und (3) 


Dyxn , 
E = : le,, 


Intensitätsmessungen beim Zeeman-Effekt. Zusatz. 97 


so wird alles sehr einfach, da man bei Abwesenheit von Reflexionen 
die Durchlässigkeit einer beliebigen Schicht aus den in ihren ein- 
zelnen Elementen stattfindenden Absorptionen berechnen kann, 
wobei sich dann für beide Fortpflanzungsrichtungen die gleiche 
Durchlässigkeit ergibt. 

‘Es sei nun dé eine beliebige Schicht in dé 
einem etwa zwischen den Ebenen À und B sich 
erstreckenden Medium mit allmähligen Grenz- 
übergängen; D sei der Durchlässigkeitskoeff- 
zient für den zwischen d£ und B liegenden 
Teil. Offenbar ist dann für die von dé aus- 
gehende rechts von B bestehende Strahlung 
zu setzen 


12) D: _ " 


| | 
AI IB 
| 
| 
| | 
| | 
| | 


dé. 


0 


Fällt andererseits von der rechten Seite her ein Bündel von der 
Intensität J auf B, so ist der Teil, der bis zur Schicht d£ vor- 


2 van 


dringt, DJ und in der Schicht wird der Teil DIE d£ absor- 
biert. Das ,Absorptionsvermôügen“ der Schicht dé ist also 


dé. 


D. 2% 
C 


Dividiert man (12) hierdurch, so erhält man 6,, wie es sein muf. 

Auch für die ganze Flamme kann man, wenn man einmal das 
Kirchhoffsche Gesetz zu Grunde legt, die Emission berechnen, 
indem man das Absorptionsvermôgen mit 6, multipliziert. 


Kgl. Ges, d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. KI. 1911. Heft 1. 
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Ueber die Radioaktivität der Luft auf dem offenen 
Meere. 


| Von 
C. Runge. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 14. Januar 1911. 


Seitdem im Jahre 1901 Elster und Geitel') die Entdeckung 
machten, daB auf einem negativ geladenen Drahte sich aus der at- 
mosphärischen Luft eine radioaktive Substanz niederschlägt, sind 
von zahlreichen Forschern die radioaktiven Emanationen der at- 
mosphärischen Luft, die sich auf diese Weise verraten, untersucht 
worden, wobei die Natur der anwesenden Emanationen durch die 
charakteristischen Formen der Abklingungskurven mit Sicherheit 
festgestellt werden konnte. Sowohl auf dem Lande wie auf dem 
Meere sind Versuche dieser Art angestellt worden. So viel ich 
weiB, sind indessen die bisher auf dem Meere angestellten Ver- 
suche, bei denen eine Abklingungskurve beobachtet ist, in einer 
Entfernung von nicht mehr als einigen hundert Seemeilen von 
der Küste gemacht worden ?). In dieser geringen Entfernung kann 
die Luft einige Stunden vorher über Land gestrichen sein, so daf 
die auf dem Meere festgestellte Radioaktivität nicht aus dem Meer- 
. Wasser zu stammen braucht. 

Es schien mir daher lohnend, bei Gelegenheit einer Reise von 
Westindien über Galveston nach Europa, Beobachtungen in der 
Nähe der Küste mit solchen in der Mitte des atlantischen Ozeans 
zu vergleichen. Der Norddeutsche Lloyd hatte die Güte, mir und 
meinem Assistenten auf dem Frachtdampfer Wittenberg freie Uber- 


1) Elster und Geitel. Phys. Zeitschr. Bd. 2. S, 590. 1901. 

2) F. Linke, Gôttinger Nachr. 1906. S. 490 gibt Aktivierungszahlen, die 
er mitten im stillen Ozean bestimmt hat, aber ohne Beobachtung der Abklingungs- 
kurve. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klosse. 1911. Heft 2. 8 
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fahrt und die Erlaubnis zur Anstellung der Versuche zu gewähren. 
Der Direktion môchte ich auch an dieser Stelle dafür meinen Dank 
aussprechen. Auch Herrn Kapitän von Senden und den Offizieren 
der Wittenberg bin ich für die immer bereite liebenswürdige Hilfe 
zu Dank verpflichtet. 

Die Apparate waren identisch mit denen, die ich im Jahre 
1905 benutzt habe!). Sie gehôren dem Gôttinger geophysikalischen 
Institut und waren mir von dem Institutsdirektor Herrn E. Wie- 
chert freundlichst mit der Wittenberg bei ihrer Ausfahrt nach 
Havanna geschickt worden. Die Art der Beobachtung war eben- 
falls die gleiche, sodaf ich auf die frühere Beschreibung verweisen 
kann. Der aktivierte Kupferdraht war 10 m lang. Die Batterie 
von Zamboni-Säulen hatte durch den Transport und die Seeluft 
einigermafen gelitten. Die negative Ladung des Drahtes konnte 
infolgedessen nicht so hoch getrieben werden, wie ich gewünscht 
hätte. Bei trübem Wetter waren überhaupt keine Versuche müg- 
lich. Die Spannung war nur dann einigermaBen ausreichend, wenn 
die Batterie von der Sonne bestrahlt wurde. Gegen das von Ger- 
dien konstruierte Elektroskop läBt sich einwenden, da bei den 
anzuwendenden Spannungen der zwischen dem Blättchenträger und 
dem Gehäuse übergehende Entladungsstrom nicht gesättigt ist. 
Dieser Umstand würde sehr stôrend sein, wenn man Entladungs- 
strôme vergleichen wollte, die verschiedenen Potentialen des Elek- 
troskops entsprechen. Bei dem gleichen Potential des Elektroskops 
kann man jedoch mit ausreichender Genauigkeit annehmen, da 
die Entladungsstrôme wenn auch nicht gesättigt so doch den 
Sättigangsstrômen proportional sind. Man kann also die beob- 
achteten Entladungsstrôme der ionisierenden Wirkung des akti- 
vierten Drahtes proportional setzen und bekommt die richtige 
Abklingungskurve, wofern diese Entladungsstrôme sich nur immer 
auf dasselbe Potential des Elektroskops beziehen. Das Elektroskop 
mu also für jede Messung eines Entladungsstroms immer wieder 
von Neuem aufgeladen werden. Die Richtigkeit dieser Behaup- 
tung habe ich dadurch geprüft, da$ ich die Entladungsstrôme 
untersuchte, die durch polonisierte Drähte, die an Stelle des in 
der Atmosphäre aktivierten Drahtes eingeführt waren, hervorge- 
rufen werden. Bei den polonisierten Drähten kann man die ioni- 
sierende Wirkung während der Messungen als konstant betrachten. 
Man mift nun die Geschwindigkeit des Potentialabfalls mit der 


1) C. Runge, Ueber die Radioaktivität der Luft auf offenem Meere. Güt- 
tinger Nachr. 1907. S. 211. 
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Zeit. Sie ergab sich für grôBere Spannungen grôBer d.h. es zeigte 
sich, daB auch bei den grôBten verwendbaren Spannungen der 
Strom noch nicht gesättigt war’). Diese Beobachtungen wurden 
für verschiedene Längen eines polonisierten Drahtes wiederholt. 
Jeder Länge entspricht demnach eine gewisse Kurve, die den La- 
dungsstrom als Funktion der Spannung darstellt. Es zeigt sich 
nun, daB diese Kurven sich nur durch den MaBstab der Ordinaten 
von einander unterscheiden, so weit die Genauigkeit der Beob- 
achtung reicht. Ich nehme nun an, da8 die Ordinaten der Kurven 
für grôBere Spannungen ebenfalls in demselben Verhältnis stehen 
und da8 demnach auch die gesättigten Strôme dasselbe Verhältnis 
besitzen. Bei den beobachteten Spannungen (180 bis 280 Volt) 
betrug die Zunahme der Ordinaten im Mittel etwa 10 Prozent 
ihres Betrages auf 100 Volt. Die Zunahme mu jedenfalls auf 
der Seite der kleineren Spannungen stärker und auf der der 
grôBeren Spannungen schwächer sein. Das entzog sich indessen 
der Beobachtung. Wenn man diese Zunahme berücksichtigt, s0 
kann man zwei Entladungsstrôme auch dann mit einander ver- 
gleichen, wenn sie sich nicht auf die gleiche Spannung des Elek- 
troskops beziehn, vorausgesetzt, daf die Spannungen nicht zu stark 
von einander abweïichen. Ein Unterschied z. B. von 20 Volt in 


1) Strenge genommen ist der Entladungsstrom dem Differentialquotienten 
des Potentials nach der Zeit nicht proportional. Bezeichnet C die Kapazität des 
Elektroskops, V das Potential und J den Entladungsstrom, so ist 


J = — (Cm) 


Nun ist aber C keine Konstante sondern nimmt in geringem Gerade mit wachsen- 
dem V zu. Es ist also 


dC\dv 
és —(c si Ta dé 
oder 
Vi J 
VA AC 
C+ V—— av 
und hierin ist ot positiv. Bei Sättigungsstrom müfte demnach die Geschwin- 


CLA 
digkeit der Potentialabnahme sogar für grôBere Potentialwerte kleiner werden. 
Zeigt sich also für grüBere Potentialwerte eine grôBere Geschwindigkeit der zeit- 
lichen Abnahme, 80 ist a fortiori kein Sättigungsstrom vorhanden. Innerhalb eines 
dc 
beschränkten Intervalls der Potentialwerte kann C+ V —— F2 als konstant be- 
trachtet und demnach der Entladungsstrom der Geschwindigkeit der zeitlichen 
Potentialabnahme proportional gesetzt werden. 
8* 


102 C. Runge, 


der Ladungsspannung würde eine Korrektur des einen Entladungs- 
stromes von etwa 2 Prozent ergeben und das fällt schon in die 
Grenzen der Beobachtungsfehler. Die Kapazität des Elektroskops 
betrug etwa 6 cm. 

Der Differentialquotient der Spannung nach der Zeit wurde 
graphisch ermittelt. Dabei wurde nicht die Spannung des sich 
entladenden Elektroskops sondern der Logarithmus der Spannung 
als Funktion der Zeit aufgetragen. Der Logarithmus liefert 
nämlich eine gradere Kurve, deren Richtung sich daher genauer be- 
stimmen läft. 

Die folgenden drei Tabellen enthalten drei Beobachtungen der 
Abklingungskurve des aktivierten Drahtes, die in der Nähe der 
amerikanischen Küste gemacht sind. 

1. 6. April 1910. Ort am Mittag: 2735’ N, 90°41' W etwa 
90 Seemeilen südlich der Mündung des Mississipi. Kurs: S 65° O. 
Wind NO. Batterie eingeschaltet 1032", abgeschaltet 2:33r. 
Mittlere Spannung etwa 3700 Volt. Reststrom: 1,05 Volt pro 
Stunde. 

Entladungsstrom | Logarithmus des 


Zeit nach dem |in Volt pr. Stunde’)| Entladungsstroms 
Abschalten |mit EinschluB des| nach Abzug des 


Reststroms Reststroms 

6m 2s 1477 3.1691 
13 O0 1190 8.0753 
16 27 1163 3.0653 
28 14 1067 3.0278 
29 43 925.5 2.9659 
86 20 876.0 2.9420 
41 -54 790.7 2.8975 
49 42 695.2 2.8415 
57 57 602.9 2.7795 
66 50 490.1 2.6894 
76 27 405.1 2.6065 
94 20 254.8 2.4045 
113 45 183.4 2.2610 
135 30 137.6 2.1354 
224 30 34.43 1.5241 


1261 — 1.73. | 9.8325 


1) Um die pro Stunde üiberstrômende Elektrizitätsmenge in elektrostatischen 
C.G.8.-Einheiten zu erhalten, müBten diese Werte mit dem als konstant betrachteten 


1 ac 
Wert von 0 (© «y vd) (angeñinr =) multipliziert werden. 
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2. 8. April 1910.- Ort um Mittag: 2418 N, 8152’ W. 15 
Seemeilen südlich von Key West in der Florida Strafe. Kurs O. 
Schwacher Nordostwind.. Batterie eingeschaltet 9: 34%, ausgeschaltet 
12* 55", um die Isolatoren abzuwischen; wieder eingeschaltet 1° 18w, 
ausgeschaltet 4:14", Mittlere Spannung zuerst 2000 Volt, nachher 
2500 Volt. Reststrom: 0,8 Volt pro Stunde. 


3 Entladungsstrom | Logarithmus des 
Zeit nach dem |in Volt pro Stunde| Entladungsstroms 
Abschalten |mit EinschluB des| nach Abzug des 


Reststroms Reststroms 
20m 40s 154 2.185 
27026 147 2.164 
33 16 138 2.137 
42 50 115 2.057 
50 56 105 2.021 
57 17 103 2.009 
79 44 55.6 1.74 
96 53 - 45,6 1.65 
159 20 15.0 1.15 
974 0.99 — 
4gh 82 0.72 _ 
80 20 0.84 _ 


8. 14. April 1910. Ort um Mittag: 37°3'N, 70°37' W, etwa 
200 Seemeilen ôstlich der amerikanischen Küste, 275 Seemeilen 
südôstlich von Newyork. Kurs O. Starker Nordostwind (Wind- 
stärke 4). Batterie eingeschaltet 10°2®, ausgeschaltet 2:16%, Mitt- 
lere Spannung: 2400 Volt. Reststrom: 1,42 Volt pro Stunde. 


Entladungsstrom | Logarithmus des 

Zeit nach dem |in Volt pro Stunde| Entladungsstroms 

Abschalten |mit EinschluB des| nach Abzug des 
Reststroms Reststroms 
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Fig. 1. 


In Figur 1 sind die drei Abklingungskurven dargestellt. Die 
Ordinaten geben die Logarithmen des Entladungsstroms, die Ab- 
szissen die Zeit bis 2!/; Stunden nach der Abschaltung. Um die 
Form der ersten Kurve besser mit den andern beiden vergleichen 
zu kônnen, ist der Nullpunkt der Ordinaten für die erste Kurve 
um 0,7 herunter gerückt. Die ausgezogenen Kurven stellen die 
Abklingung eines mit reiner Radiumemanation sehr lange!) akti- 
vierten Drahtes dar, die meinen in den Güttinger Nachrichten 
1907 S. 220 verôffentlichten Bestimmungen entnommen ist. Diese 
Kurven sind auf einen passend gewählten Ordinatennullpunkt be- 
zogen, um sich den Beobachtungen môglichst gut anzuschliefien, 


Ex 
Eu 
FA 
Là 
45 


1) Eigentlich müBte die zum Vergleich herangezogene Abklingungskurve des 
Radium der Expositionszeit des Versuchs grade entsprechen. Indessen wirde sie 
dadurch nicht merklich ge“ndert werden. 
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die eine den Beobachtungen des ersten Drahtes, die andere denen 
des zweiten und dritten. 

Die Figur gibt uns eine Vorstellung von der erreichten Ge- 
nauigkeit. Bei dem ersten Versuch ist der mittlere Fehler des 
Logarithmus, wenn man die Abklingungskurve des reinen Radiums 
als. die wabre ansieht, innerhalb der ersten 2 Stunden gleich 2 
Eïnheïten der zweiten Dezimale und ohne den ersten Punkt sogar 
nur 1,2 Einheiten der zweiten Dezimale. Der zweite und dritte 
Versuch sind lange nicht so genau. Das kommt daher, daf bei der 
schwächeren Aktivierung viel kleinere Intervalle für. die Ent- 
ladungskurven genommen werden muften, um eine hinreichende 
Anzahl von Punkten der Abklingungskurve für gleiche Spannungen 
zu erhalten. Bei kurzen Entladongskurven wird aber die Be- 
stimmung der Richtung leicht fehlerhaft. Bei dem dritten Ver- 
such kommt erschwerend noch die unruhige Bewegung des Schiffes 
hinzu. 

Immerhin ist der Anschluf an die Abklingungskurve des reinen 
Radiums innerhalb der ersten zwei Stunden auch bei dem zweiten 
und dritten Versuch unverkennbar. Nach mehr als zwei Stunden 
setzt dagegen bei allen drei Versuchen eine Abweichung von der 
Abklingungskurve des reinen Radiums ein. Leider werden zugleich 
aber die Entladungsstrôme zu schwach, um noch mit einiger Gre- 
nauigkeit ïihr Abklingen zu verfolgen und aus dem Gesetz des 
Abklingens auf die Natur der Emanation mit Sicherheit zu 
schliefen. 

Mit diesen drei in der Nähe der Küste angestellten Versuchen 
vergleiche man nun drei ungefähr in der Mitte zwischen Neufund- 
land und England in derselben Weise angeordnete Versuche. 

4. 28. April 1910. Ort um Mittag: 45°24 N, 34°31' W. 
Nächstes Land: Neufundland etwa 800 Seemeilen. Kurs ONO, 
mäBiger Wind von ONO. Batterie eingeschaltet: 12:17", ausge- 
‘schaltet 1:22», wieder eingeschaltet 1:42", ausgeschaltet 40. Mitt- 
lere Spannung zuerst 920, nachher 1400 Volt. Reststrom: 1,15 
Volt pro Stunde. 


Entladungsstrom | Logarithmus des 
Zeit nach dem |in Volt pro Stunde| Entladungsstroms 
Abschalten [mit EinschluB des] nach Abzug des 
Reststroms Reststroms 
9.2m | 49.07 1.680 
67.2 12.80 1.047 
77.8 11.78 1.026 
4.8h 1.89 9.869 
15.9 1.09 —— 
20.2 1,21 — 
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5. 24. April 1910. Ort:um Mittag: 46°56'N, 29°53’ W. 
Nächstes Land: Irland, etwa 800 Seemeilen. Kurs ONO. Wind 
NNO. Windstärke 3. Batterie eingeschaltet: 12:30", ausge- 
schaltet: 3:36, Mittlere Spannung: 2500 Volt. Reststrom: 1,03 
Volt pro Stunde. 


Logarithmus des 
Entladungsstroms 


Entladungsstrom 


Zeit nach dem lin Volt pro Stunde 


Abschalten [mit Einschlu8 des| nach Abzug des 
Reststroms Reststroms 

5.35% 695 _ 2.841 
17.98 180 2.253 
23.25 172 2.233 
85.20 107.5 2.027 
52.95 69.3 1.834 
72.3 61.6 1.782 
92.9 40.0 1.591 
119.2 19.8 1.274 
4h 58 3.12 0.320 
31 20 1.37 9.532 


6. 26. April 1910. Ort um Mittag: 4856’ N, 18231’ W. 
Nächstes Land: Irland, etwa 350 Seemeilen. Kurs O0. Wind: 
mäBig SW. Dünung aus Norden. Batterie eingeschaltet: 11'1", 
ausgeschaltet: 3:12", Mittlere Spannung: 1900 Volt, in der letzten 
Stande weniger. Reststrom: 1,08. 


Entladungsstrom 


1 Logarithmus des 
in Volt pro Stunde 


Zeit nach dem Entladungsstroms 


Abschalten [mit Einschlu8 des| nach Abzug des 
Reststroms Reststroms 

19.6m 42.0 1.613 
33.8 29.7 1.458 
44,8 12.58 1.063 
91 5.68 0.659 

131 35m 0.982 — 

80.2 1.08 _— 

71.3 1.04 — 


In Fig. 2 sind die drei Versuche wieder in derselben Weise 
wie die ersten drei graphisch dargestellt. Für den sechsten Ver- 
such ist der Nullpankt der Ordinaten um 0,2 hôher gelegt. Zum 
Vergleich ist die Abklingungskurve des reinen Radiums in zwei 
passenden Lagen hinzugeftgt. 
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Fig. 2. 


Man wird auf den vierten und sechsten Versuch im Vergleicl 
zum fünften Versuch kein grofes Gewicht legen kônnen. Bei der 
geringen Aktivierang ist die Bestimmung der Entladungsstrôme 
des vierten und sechsten Versuchs sehr unsicher. Immerhin aber 
widersprechen sie nicht den SchluBfolgerungen die aus dem fünften 
Versuch gezogen werden künnen. Die Abklingungskurve des 
fünften Versuchs zeigte zwischen 30 Min. und 120 Min. nach der 
Abschaltung einen guten Anschluf an die Abklingungskurve des 
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reinen Radiums. Der Logarithmus der Entladungsstrôme ist für ent- 
sprechende Zeïten im Durchschnitt nicht wesentlich verschieden 
von dem der Entladangsstrôme des zweiten und dritten Versuchs. 
Dagegen ist ein sehr merklicher, Unterschied in der ersten halben 
Stande nach der Ausschaltung zu erkennen. Fünf Minuten nach 
der Ausschaltung ist der Entladungsstrom über vier Mal grüBer 
als er nach der Abklingungskurve des reinen Radiums sein sollte, 
an die er sich 30 Minuten später anschmiegt. Zieht man von den 
Beträgen der ersten drei beobachteten Entladungsstrôme die ent- 
sprechenden Werte der Abklingungskurve des reinen Radiums ab, 
so bleiben die folgenden Werte übrig: 


Entladungsstrom 
Zeit nach der nach Abzug des 
Ausschaltung Reststroms und des 
der Batterie vom Radium her- 
rührenden Teils 


5.35m 534 Volt/Stunde 
17.98 44 s 
23.25 45 = 


Auch daB die von Radium herrührende Aktivierung ungefähr 
ebenso groB ist, wie die beim 2. und 3. Versuch unter denselben 
Verhältnissen in der Nähe der Küste beobachtete, scheint mir ein 
merkwürdiges Resultat zu sein. Man sollte daraus schliefen, daf 
die Radiumemanation aus dem Seewasser stammt und nicht vom 
Lande aus durch den Wind über den Ozean gelangt. Denn dabei 
würde durch den Zerfall der Emanation in vier Tagen auf die 
Hälfte eine wesentlich geringere Wirkung als in der Nähe der 
Küste zu erwarten sein. Dem widerspricht nun anderseits aber, 
daB A. S. Eve in Seewasser, das aus der Mitte des atlantischen 
Ozeans entnommen war, pro Gramm nur etwa den dreitausendsten 
Teil der Menge von Radium hat nachweisen kônnen, die sich nach 
Stratts Bestimmungen durchschnittlich in Sedimentärgesteinen 
findet !). 

Endlich môchte ich noch auf ein drittes Ergebnis aufmerksam 
machen, das Beachtung verdient. Auch in der Mitte des Ozeans 
klingt die induzierte Radioaktivität mehr als zwei Stunden später 
als die Ausschaltung der Batterie wesentlich langsamer ab, als der 
Fall sein kônnte, wenn es sich um Radium allein handelte. Da 
der Reststrom abgezogen ist, so kann es sich, so viel ich sehe, 


1) A. S. Eve, Phil. Mag. Februar 1907. S. 253. 
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nur um die Wirkung eines radioaktiven Elementes handeln, das 
von Radium verschieden ist. Aller Wahrscheinlichkeit nach handelt 
es sich dabei um die Wirkung von Thor, bei der die Aktivität in 
11 Stunden auf ihren halben Wert sinkt. Die Beobachtungen sind 
aber nicht gut genug, um die Geschwindigkeit der Abnahme mit 
einiger Genauigkeit festzustellen. 

Ich fasse die gefundenen Resultate noch einmal zusammen: 

1. In der Mitte des atlantischen Ozeans ist unter 
den gleichen Bedingungen die induzierte Aktivität 
ungefähr ebenso grof gefunden worden, wie in der 
Nähe der Küste. 

2. Innerhalb der ersten zwei Stunden stimmt die 
Abklingungskurve in der Nähe des Landes wie in der 
Mitte des Ozeans mit der bei reinem Radium überein, 
nur scheint in der Mitte des Ozeans innerhalb der 
ersten halben Stunde die Aktivität rascher abzu- 
klingen. 

8. In allen Fällen weicht die Abklingungskurve 
nach mehr als zwei Stunden von der des reinenRadium 
in einem Sinne ab, der die Anwesenheit von Thorium 
wahrscheinlich macht. 


Ueber die asymptotische Verteilung der Eigenwerte. 
Von 
Hermänn Weyl, Gôttingen. 


Vorgelegt durch Herrn D. Hilbert in der Sitzung vom 25. Februar 1911. 


Im folgenden teile ich einige einfache Sätze über die Eigen- 
werte von Integralgleichungen mit, welche namentlich deren asymp- 
totische Verteilung betreffen. Die Anwendung der gewonnenen 
Resultate auf die Differentialgleichung Zu + lu — 0 (Satz X) 
liefert insbesondere die Lüsung eines Problems, auf dessen Wich- 
tigkeit neuerdings À. Sommerfeld (auf der Naturforscherver- 
sammlung zu Kônigsberg')) und H. A. Lorentz (in seinen hier 
in Gôttingen zu Beginn dieses Semesters gehaltenen Vorträgen ?)) 
nachdrücklich hingewiesen haben. 

Die Eigenwerte eines symmetrischen Kernes Æ(s, {) — nur um 
solche Kerne handelt es sich im folgenden — bezeichne ich, indem 
ich sie nach der GrôBe ïhres absoluten Betrages anordne, mit 
_ ...; in dieser Reïhe soll natürlich jeder Eigenwert 80 
oft vertreten sein, als seine Vielfachheit angibt. Die reziproken 
positiven Eigenwerte, gleichfalls nach ihrer GrôBe angeordnet, 
heifen x, %, ++, die negativen %,, x,,---. In entsprechender 
Weïise verwende ich x’, x” u.s.w. zur Bezeichnung der reziproken 
Eigenwerte anderer Kerne X', K” u.s. w. 

Meine Untersuchungen basieren auf dem folgenden 


1) Physikalische Zeitschrift, Bd. XI (1910), S. 1061. 
2) Physikalische Zeitschrift, Bd. XI (1910), S. 1248. 
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Sate I. Ist K(s,t) [0<s,t< 1] ein quadratisch integrierbarer!), 
symmetrischer Kern und k,(s,t) irgendeine bilincare symmetrische 
Kombination 
2 0,600 Ex = ko) 


pq = 


aus n beliebigen quadratisch integrierbaren Funktionen ®,(s), so ist 
der erste positive Eïgenwert von K(s,t)—%k, (s,t) nicht grôller als der 
(n +1) positive Eïgenwert von K (5, t). 

Da der Beweiïs dieses Satzes äuBerst einfach ist, gebe ich ihn 


kurz an. , (s), o. (s),... mügen die zu x, x, ... gehôürigen (nor- 
mierten) Eigenfanktionen sein. Da der Ausdruck 


fr, (s,t)x (6) dt 
(TN 


nur * linear unabhängige Funktionen darzustellen vermag, geht 
die quadratische Integralform 


Li 
ka) = JF (s, à) x (5) x(6) ds dt 
00 


offenbar dadurch, daf wir 


æ(s) =, p, (s) a T, Pa (s) CH Dr Taxi Pn+ (s) 


setzen, in eine quadratische Form der # + 1 Variablen %,,%,,+,2,,, 
über, deren Determinante — O ist. Infolgedessen kônnen wir Zahlen 
D, Baye, Lou (A++... +ai,, = 1) so wählen, daf sie der 
Gleichung k,{x) — 0 Genüge leisten. Dann gilt 


11 
[fixe t)—k,(s,t)}x(s)z(é)dsdt — SJ (0206) 20 ds dt 
00 


+ ui À + : + 
= HT +, LS + LES DL PTT La = Anti 


Da$ es eine dieser Ungleichung genügende Funktion x(s) gibt, 
deren Quadratintegral — 1 ist, beweist unsern Satz. 
Aus I folgen unmittelbar die folgenden Sätze, von denen IT 


11 
1) D. h. Î fæ& (8, t)}* ds dt soll konvergieren. Die Voraussetzung der Stetig- 
0 0 


keit erweist sich oft als zu eng. 
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eine Verallgemeinerung von I, III wiederum eine Verallgemeinerung 
von II vorstellt. 

Satz II. Der m“ positive Eïgenwert von K(s, t)—k,(s, t) ist 
nicht grüller als der (n+ m)* positive Eïigenwert von K (5, t). 

Satz III. Entsteht der Kern K durch Summation aus zwei 
Kernen K', K", so ist 
£x!, + x. 


Hnin-1 = 


Satz IV. Lassen wir unter Festhaltung des Kernes K(s,t) das 
zugrunde gelegte Intervall, das bisher 0 = s £ 1 war, sich zusammen- 
ziehen, so wächst der nt positive Eigenwert (stelig und) monoton, wäh- 
rend der nt negative Eïgenwert (stetig und) monoton abnimmit. 

Die Eigenwerte À fliehen also vom Punkte 4 = 0 fort. Jeder 
einzelne Eigenwert konvergiert natürlich bei tps abneh- 
mendem Intervall gegen + co. 

Hier ist ein spezielles Ergebnis, das der Satz III liefert und 
von dem wir im folgenden Gebrauch machen werden: 

Sate V. Ist die ns Verteilung der positiven Eïigen- 
werte von K' durch lim nx, — 1 gegeben und gilt für die positiven 

R=sge 
und negativen Eïigenwerte von K” das Gesetz lim mx! = 0, so ist die 
asymptotische Verteilung der positiven Eïigenwerte von K = K'+ K" 
dieselbe wie bei K': lim nx, = 1. 

n = © 

Zur Untersuchung partieller Diffenentialgleichungen benôtigen 
wir noch einen Satz, der erkennen läBt, wie die Eigenwerte von X(s, t) 
sich ändern, wenn wir diesen Kern mit p(s) p(t) multiplizieren, 
wo p(s) eine stetige, im ganzen Intervall 0£ s £ 1 wenig von 1 
abweichende Funktion bedeutet. Darüber gibt I das folgende Re- 
sultat : 

Satz VI. Für den Kern K'(s,t) = K(s,t)p(s)p(t) gelten, falls 
Ip(s)—11<es ist (e <1), die Ungleichungen 


(=) EEE, (146). 


Ich nehme die Bezeichnungen von Satz I wieder auf und setze 
K* = K(s,t)—k,(8,f).. Bedeutet ! den Trägheïitsindex der qua- 
dratischen Form mit den Koeffizienten 4, so finden wir durch 
Anwendung von Satz III (und des analogen, für die negativen 
Eigenwerte gültigen os, auf Æ' = K*, K' = k,: 


METRE [x | = ll 
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Aus diesen Ungleichungen, die eine Verschärfung von Satz I be- 
deuten, folgt offenbar 


CHEL#A PE 


und daraus wiederum das allgemeinere, zu ähnlichen Konsequenzen 
wie I und II AnlaB gebende Resultat : 
Satz VII. Der absolute Betrag des mt” Eigenwertes von K—k, 
ist nicht grüBer als der absolute Betrag des (n + mY® von K. 
Durch Bildung der Quadratsummen erhalten wir hieraus den 
schon von Herrn E. Schmidt!) auf anderem Wege bewiesenen 
Satz VIII: 


11 
NÉ COEACTIET EEE CES 


Von dem Schmidt'schen Satze werden wir in folgender Weise 
Gebrauch machen. Man teile das Quadrat 0Z=s, t=1 durch 
Parallele zu den Seiten in n° gleiche Quadrate. Ist X(s,é) bei- 
spielsweise stetig differenzierbar, so entwickle man X(s,t) im 
Bereiche jedes dieser kleinen Quadrate nach Taylor (d. h. nach 
Potenzen von s—s,, é—{, wenn s,, té, der Mittelpunkt des be- 
treffenden kleinen Quadrates ist), wobei wir die Entwicklung 
freilich schon mit den linearen Gliedern abbrechen. Wir haben 
dann den Kern Æ(s,f) durch bilineare Kombination der 2 Funk- 
tionen 


h+1 h h+1 
1 < $ < für— = s = 
se für — = s = et) Es | sfür—- = s = 
0 für alle andern 5, 0 für alle andern s 


(= 0; 1,:<,n— 1) 


so weit angenähert, da das Quadratintegral des Fehlers 


= H ( lime, — 0) 
NO \n=o 
wird. Und das wäre nach dem Schmidt'schen Satze ausgeschlossen, 
wenn nicht 
lim nx, = 0 
n= @ 
wäre. ! 
Diese Betrachtungen übertragen sich natürlich alle von dem 


1) Mathematische Annalen, Bd. 63 (1907), S. 467 ff. 
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eindimensionalen Fall auf den zweidimensionalen, in welchem an- 
stelle jeder der Variablen s, é ein Variablenpaar tritt und anstelle 
des Intervalls 0<s<1 irgendein endliches zweïdimensionales 
Gebiet. Wir erhalten dann den 


Satz IX. Für die asymptotische Verteilung der Eïigenwerte eines 
R mal stetig differenzierbaren Kerns gelten, je nachdem wir es mit dem 
eindimensionalen oder dem zweidimensionalen Fall zu lun haben, die 
Gesetze: 
lim ris — 0, bezw. lim net 0. 
n = © n=— 0 
Um etwas über die Eigenwerte zu erfahren, kann man auch 
von der Fredholmschen Determinante D(1) Gebrauch machen, die 
diese Eigenwerte zu Nullstellen hat. Durch eine einfache direkte 
Abschätzung der Koeffizienten der Potenzentwicklung von D(1) 
findet man beispielsweise, daB D(1) im Falle eines stetig differen- 
zierbaren Kernes K(s,t) hôchstens von der ,Ordnung“ ?/s ist’). 
Hinsichtlich der Verteilang der Eigenwerte folgt daraus nach all- 
gemeinen Sätzen von Hadamard über FR nie et Fank- 


tionen nur die Konvergenz der Reihe Z [x je * für jedes posi- 


tive &. Es ist aber für uns von sobre ie Wichtigkeit, 
daf sich diese Aussage zu der in Satz IX enthaltenen verschärfen 
läBt. 

SchlieBlich komme ich zu dem in der Einleitung in Aussicht: 
gestellten, die Eigenwerte der Differentialgleichung Zu + Au = 0 
betreffenden Satze. Ich formuliere das Resultat lediglich für den 
= _. } wiewohl die Methode 
ohne weiteres auch für jede hôühere Dimensionszahl zum Ziele führt. 

Satz X. Die zu einem beliebigen Gebiet J vom Flächeninhalte J 
und zu der Randbedingung u = O gehôürigen Eigenwerte À, der Diffe- 
rentialgleichung Au + Au = O erfüllen, wenn man sie ihrer Grüle 
nach anordnet, die Gleichung 


véidimensiontlen Fall (au ds 


1 PARU LRO Le 
@) nr À, 4x 


Ich deute den Gang des Beweises kurz an. Die Greensche 
Fanktion von Zu, zu der die 4, als Eigenwerte gehôren, hat die. 
Form 


1) Vergl. T. Lalesco, Comptes Rendus 145 (25 nov. 1907), pag. 906/07. 
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und dabei ist À stetig und stetig differenzierbar. Infolgedessen 
konvergiert nach IX das Produkt des reziproken nt* Eigenwerts 
von À in die Ordnungszahl » mit wachsendem » gegen Null, und es 
genügt daher nach V, den Beweis von (1), statt für die Greensche 


Funktion, für lg _ zu erbringen. Dieser Schlau8 bedarf freilich noch 


einer Ergänzung, da À und umsomehr die 1. Differentialquotienten 
von À keineswegs (wie das bei direkter Anwendung des Satzes IX 
der Fall sein müfte) endlich bleiben, wenn (y), (£y) gegen denselben 
Randpunkt des Bereiches J streben. Diese vom Rande herrührende 
Schwierigkeit läBt sich durch einen einfachen Kunstgriff (dadurch, 
daf man gewisse, der Potentialtheorie im 4dimensionalen Raum 
entspringende Ungleichungen anwendet) beseitigen, falls die Kon- 
vergenz des Integrals 


JS SIA) +00) +6) + (fem arar 


sicher gestellt werden kann. Es heïft nur, den Wert dieses In- 
tegrals halbieren, wenn wir in der Quadratsumme unter dem In- 


tegralzeichen die Glieder ) + ee 


Le streichen. Führen wir 
dann zunächst die innere Integration nach £y aus, so kommt, wenn 


ds das Bogendifferential der Randkurve C und _ die normale 
Ableitung am Rande bedeutet, 


JAY + +(5£ SL = Ja frere 
(2) = af as ae œ- [rer a 


Indem wir bedenken, daf = > 0 und Ja —— ds — 2x ist, er- 


halten wir hieraus für den Wert des Tntegrale (2) eine obere 
Grenze von der Form 
M.(ge), 
wo M eine nur von der Randkurve, nicht von der Lage des inneren 
Kgl. Goes. à. Wiss. Nachrichten. Math.-phye. Klosse. 1911. Heft 3. fe) 
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Punktes y abhängige Konstante bedeutet und @ der kürzeste Ab- 
stand des Punktes æy vom Rande ist. Da aber das Integral 


N (ge) dxdy natürlich konvergiert, ist der zu Beginn des Be- 
weises gezogene Schluf gerechtfertigt. 
Indem wir nunmebr auf Ig à Satz IV anwenden, erkennen 


wir, daB wir statt des beliebigen Bereiches J einen solchen nehmen 
künnen, der aus endlichvielen (N) kongruenten Quadraten q von 


der Seitenlänge a besteht. Wir spalten jetzt wiederum lg " in 
zwei Teile: 


H(xy Én) stimmt mit lg überein, falls (27), (En) beide in dem- 
selben der Quadrate q liegen; falls aber diese Punkte in verschie- 
denen Quadraten q gelegen sind, nehmen wir H = 0. Von R be- 
weisen wir nach derselben Methode wie soeben von À, daB es die 
asymptotische Verteilung der Eigenwerte nicht beeinfluft. Die 
Eigenwerte von H sind aber die nämlichen wie die Eigenwerte 


von 8 in einem einzelnen Quadrat q; nur daB, was hier ein 1- 


fachér, dort ein Nfacher, was hier ein 2facher, dort ein 2N facher 
(a.s.f.) Eigenwert wird. Also brauchen wir die Formel (1) nur 
für die zu dem Kern 
1 æ, y 
EE à (o << ) 
87 En + 


gehôrigen Eigenwerte zu beweisen. Hier aber darf, wenn wir 
den zu Beginn auseinandergesetzten SchluB statt auf J auf das 


| einzelne Quadrat q anwenden, lg rückwärts wieder durch die 


zu dem Quadrat 0 = x, y = a gehürige Greensche Funktion ersetzt 
werden, deren Eigenwerte 


L] 
_ (m'+n)  [m, n ganz und positiv] 


wirklich der Limesgleichung (1) [mit J — a*] genügen. Indem 
wir, von dieser elementaren (zahlentheoretischen) Tatsache ans- 
gehend, die einzelnen Gedankenscbritte rückwärts durchlaufen, er- 
balten wir einen synthetischen Beweis des allgemeinen Satzes X. 
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Ich habe mich auch mit der Frage beschäftigt, wie rasch das 
Verhältnis _. gegen seinen Grenzwert _ konvetgiert. 


Ferner läft sich die gleiche Methode auf die allgemeinere 
Differentialgleichung 


(8) Se) + og (eg) au + au = 0 
übertragen, in der p, q, k in J (einschlieBlich des Randes) stetige 
Fanktionen von xy sind und p und # überall positiv bleiben. Die 
neue Schwierigkeit, welche durch die Variabilität der Koeffizienten 
?, 4 k hineinkommt, läBt sich mit Hülfe des Satzes VI leicht 
überwinden. Das Ergebnis lautet : 

Satz XI. Die zu einem beliebigen Gebiet J gehôrigen Eigenwerte 
À, der sich selbst adjungierten Differentialgleichung (3) vom elliptischen 
Typus wachsen so ins Unendliche, dafl 


lim SE che k(zy) dxdy 
J 


wird. 
Eine ausfübrlichere Darstellung dieser Untersuchungen werde 
ich in den Mathematischen Annalen verôffentlichen. 


Güttingen, den 20. Februar 1911. 


Zur Elektronentheorie des Ferromagnetismus. 
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$ 1. Einleitung. 


In der ersten Mitteilung über die Elektronentheorie des Ferro- 
magnetismus !) ist der Versuch gemacht worden, die Erscheinungen 
des Ferromagnetismus auf elektronentheoretischer Grundlage zu be- 
handeln, und es ist auch geglückt, einige typische Phänomene wie 
das der Hysteresis ferromagnetischer Krystalle in ihrem charakte- 
ristischen Verhalten darzustellen. 


Zum Schluf wurde in Aussicht gestellt, in einer weiteren | 
Arbeïit eine Theorie isotroper Ferromagnetika zu geben. Wenn 


1) R. Gans, Gôtt. Nachr. 1910, p. 197. Diese Abhandlung wird im Fol- 
genden als I zitiert werden. 
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ich diesem Versprechen jetzt noch nicht nachkomme, so geschieht 
das deshalb, weil ich das Bedürfnis hatte, zunächst eine Lücke 
auszufüllen, die der ersten Abhandlung noch anhaftete. Dort war 
nirgends die Rede von thermisch-magnetischen Beziehungen, die 
doch bei magnetischen Experimenten eine so grofe Rolle spielen, 
und über die wir — besonders durch die eleganten und wertvollen 
Untersuchungen des Herrn P. Weif — jetzt eine umfassendere 
Kenntnis erlangt haben. 

Die Annahmen, die wir in der vorigen Mitteilung gemacht 
haben, waren kurz die: Ein Elementarmagnet oder Magneton ist 
ein um seine Figurenaxe schnell rotierender elektrisch geladener 
Rotationskôrper. Ein Elementarkomplex besteht aus einer Gruppe 
solcher Magnetonen, die in einem Raume, der die Gestalt eines 
dreiaxigen Ellipsoids hat, nach den Wabrscheïnlichkeitsgesetzen 
angeordnet sind. Der Mittelpunkt jedes Magnetons war hierbei 
als absolut festliegend, das Magneton selbst als um seinen Mittel- 
punkt frei drehbar angenommen. Aus solchen kongruenten Ele- 
mentarkomplexen wurde ein ferromagnetischer Krystall aufgebaut, 
indem die Ellipsoide in den Punkten eines Raumgitters, parallel 
zu einander, angeordnet gedacht wurden. 

In diesen Voraussetzungen ist nichts enthalten, was es ermüg- 
lichte, den Temperaturbegriff in die Betrachtungen einzufübren. 
Durch eine einfache Modifikation sind wir aber in die Lage versetzt, 
die thermischen Erscheinungen mit den magnetischen zu verknüpfen, 
und zwar nehmen wir eïinfach an, daB die Magnetonen innerhalb 
des Elementarkomplexes von fest gegebener Form und unveränder- 
licher Lage hin- und herfliegen kônnen wie die Moleküle eines 
Gases und sich gegenseitig stofen und ablenken. Indem wir mit 
Langevin’) die Methoden der statistischen Mechanik heranziehen, 
kônnen wir dieser thermischen Agitation Rechnung tragen und 
erhalten eine Formel für die Magnetisierungskurve eines Élementar- 
komplexes, in der die Temperatur als Parameter auftritt. 

Insofern in unserer ersten Abhandlung die thermische Agitation 
unberücksichtigt blieb, kônnen wir sagen, daf die damals ent- 
wickelten Formeln die Magnetisierungskurve im absoluten Null- 
punkte der Temperatur darstellen, in welchem ja jegliche mole- 
kulare Bewegung aufhürt. In der Tat werden wir sehen, da die 
jetzt von uns abzuleitenden Gleichungen für lim T = 0 in die der 
früheren Mitteilung übergehen. 

Indem wir diese Formeln auf ein System von Elementar- 
komplexen anwenden, aus denen sich ein Krystall aufbaut, be- 


1) P. Langevin, Ann. Chim. Phys. (8) 6, pag. 70, 1905. 
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kommen wir Bezichangen zwischen magnetischen und thermischen 
GrôBen, die in ganz ähnlicher Form von Wei!) auf Grund seiner 
Hypothese des molekularen Feldes aufgestellt worden sind. 

Wenn wir trotz der WeiBschen Arbeiten ausfübrlicher auf 
diese Formeln eingehen, so geschieht das einmal deshalb, weil 
unsere Beziehungen mit denen von Wei$ nicht identisch, sondern 
ihnen nur ähnlich sind — wir kônnen sagen, sie umfassen die 
WeiBsche Theorie —, dann glauben wir, daf durch unsere Theorie 
ein etwas genauerer Einblick in den Mechanismus der Vorgänge 
gegeben wird, ferner sind wir in der Lage, auf Grund der von 
uns in der ersten Mitteilung bereits eingefübrten Stabilitätsbe- 
trachtungen die ganze Magnetisierungskurve zu berechnen und 
Bezichungen, wie z. B. die Abhängigkeit der Coercitivkraft von 
der Temperatur, anzugeben, die einer experimentellen Nachprüfung 
fähig sind, und durch die einige vom molekulartheoretischen Stand- 
punkte aus wichtige Konstanten, nämlich die Anzahl Magnetonen 
in der Volumeinheit und das mittlere magnetische Moment eines 
Magnetons sich bestimmen lassen. 

Um den Unterschied unserer Theorie gegenüber den Weif- 
schen Formeln genauer präzisieren zu kônnen, wollen wir noch 
kurz auf den Mechanismus des Magnetisierens eingehen. 

Herrscht im Innern eines Ferromagnetikums ein magnetisches 
Feld, so wirkt am Orte jeden Magnetons eine Feldstärke, die s0- 
genannte erregende Kraft, in die sich die magnetische Axe des 
Elementarmagneten einzustellen sucht, und hierdurch wird eine 
Magnetisierung erzeugt. 

Andrerseits hat die thermische Agitation das Bestreben, eine 
Unordnung in der Richtung der Magnetonenaxen hervorzurufen, 
sodaB hierdurch eine etwa vorhandene Magnetisierung mehr oder 
weniger wieder aufgehoben wird. 

Diese beiden Tendenzen wirken also in entgegengesetztem 
Sinne, die eine im ordnenden, die andre im ordnungszerstôrenden 
Sinne, und es wird sich ein statistischer Gleichgewichtszustand 
herstellen, der dadurch charakterisiert ist, da8 die Wahrscheinlich- 
keit der Anordnung ein Maximumist. Dies hat zur Folge, da die 
Magnetisierung um so grôBer ist, je grôBer die Feldstärke und je 
niedriger die Temperatur ist. 

Bei Wei setzt sich nun die erregende Kraft aus zwei Be- 
standteilen additiv zusammen, aus der (äuBeren) Feldstärke $ und 
dem molekularen Felde, das bei isotropen Kôrpern die Form 
NM hat, wo N eine Konstante, M die Magnetisierung bedeutet ; 


1) P. WeiB, J. d. phys. (4) 6, pag. 661, 1907. 
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das molekulare Feld ist also der Magnetisierung proportional und 
ibr gleich gerichtet. Bei Krystallen hat dieser zweite Bestandteil 
die Komponenten N,M,, N,M%,, N,M,, wenn als Koordinatenaxen 
die Symmetrieaxen des Krystalls gewählt werden. Wir werden 
den zweiten Teil der erregenden Kraft mit den Komponenten 
NM, NM, NU, nicht das molekulare, sondern das Strukturfeld 
nennen, weil auf Grund unseres Mechanismus im Wesentlichen die 
Struktur des Krystalls für dasselbe verantwortlich ist. 

Bei allen endlichen Temperaturen wird nach Weif, wenn 
die Feldstärke unendlich gro8 wird, Sättigung eintreten, da gegen 
die unendlich grofe ordnende Tendenz des Magnetfeldes die ord- 
nungszerstôrende der thermischen Agitation vernachlässigt werden 
kann. Im absoluten Nullpunkte der Temperatur dagegen erzeugt 
jedes noch so kleine Feld bereits Sättigang, da in diesem Falle 
überhaupt keine Molekularbewegung und somit keine unordnende 
Wirkung vorhanden ist. 

Anders bei uns: In unserer Theorie besteht die erregende 
Kraft eines Magnetons auBer aus der Feldstärke und dem soeben 
erwähnten Strukturfelde noch aus einem Felde À, das wir das 
Molekularfeld (nicht zu verwechseln mit dem WeiBschen Mole- 
kujarfelde!) nennen wollen, welches in unserer ersten Abhandlung 
bereits eingeführt worden ist, und das seinen Ursprung der Wir- 
kung der dem betrachteten Magneton benachbarten Magnetonen 
desselben Elementarkomplexes verdankt. Es lieB sich wegen der 
analytischen Schwierigkeiten nicht streng beweisen, aber doch 
plausibel machen, daf jede Richtung für dieses Feld À gleich 
wahrscheinlich, und daB seine GrôBe von der Richtung unab- 
hängig ist. 

Dieses molekulare Feld hat nun wegen der verschiedenen 
Richtungen, die es an den Orten der verschiedenen Magnetonen 
einnimmt, auch eine unordnende Tendenz, wirkt also im selben 
Sinne wie die thermische Agitation. Bei hohen Temperaturen wird 
man zwar mit gewisser Näherung von der Wirkung des moleku- 
laren Feldes absehen kôünnen wegen der kräftigen unordnenden 
Molekularbewegung, aber in der Nähe des absoluten Nullpunktes 
und a fortiori in diesem selbst darf das molekulare Feld keïnes- 
wegs unberücksichtigt bleiben, und so kommt es auch, daB in 
unserer Theorie beim absoluten Nullpunkte (man vergleiche die 
Resultate der ersten Abhandlang) nicht bei endlichen, sondern erst 
bei unendlich grofen Feldern Sättigung auftritt. 

Es môüge noch erwähnt werden, daB gerade bei sehr tiefen 
Temperaturen die Beobachtungen von Wei8 und Kamerlingh 
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Onnes') nicht in Übereinstimmung mit der WeiBschen Theorie 
sind. Ob aber die Nichtberücksichtigung des molekularen Feldes 
_den Grund dieser Abweichungen bildet, soll erst später entschieden 
werden, wenn wir unsere Theorie auf isotrope Medien ausgedehnt 
haben. 


$ 2. Die kinetische Energie der Magnetonen. 


Jedes Magneton wollen wir uns zunächst als einen um irgend 
eine beliebige Axe rotierenden Rotationskôrper mit den Haupt- 
trägheitsmomenten À (bezüglich der Figurenaxe) und C vorstellen. 
A und C entsprechen also den GrôBen 2mXK resp. m(K + K”) des 
$ 3 der ersten Abhandlung (vgl. I (68) p. 214). 

Dann ist die Lage eines Magnetons bestimmt durch Angabe 
der Koordinaten x, y,: des Mittelpunktes sowie z. B. der Euler- 
schen Winkel s,y,y, wenn & die Neigung der Figurenaxe gegen 
eine im Raume feste Richtung, y die sogenannte Länge der Knoten- 
linie, o den Azimutwinkel des ,Kreisels“ bedeutet ?). 

Die Geschwindigkeiten der translatorischen und rotatorischen 
Bewegung lassen sich aus den zeitlichen Ableitungen %,Y,2, 
‘&, Ÿ, ® bestimmen, und es folgt für die kinetische Energie T die 
Formel 


(1) = QE EP? 
wobei 
(2) 2T, = m(& +9 +2) 


das Doppelte der kinetischen Energie der translatorischen Be- 
wegung, 
(3) 2T, = À (& + sin" s) + C(p + vŸ cos es) 


das Doppelte der kinetischen Energie der Rotationsbewegung dar- 
stellt ?). 


Nun werden die Sätze der statistischen Mechanik, die heran- 
gezogen werden müssen, wenn der Begriff der Temperatur mole- 
kulartheoretisch in die Betrachtungen eingeführt werden soll, 
wesentlich einfacher, wenn man zur Bestimmung des momentanen 


1) P. Wei und H. Kamerlingh Onnes, J. d. phys. Juli 1910. 

2) Vgl. z. B. P. Stäckel, Elementare Dynamik. Math. Enc. IVI, Art. 6, 
p. 552. Leipzig 1901—1908. (Unser & entspricht dem Stäckelschen #.) 

8) F. Klein und A. Sommerfeld, Theorie des Kreisels 1. pag. 156, 
Formel (6). Leipzig 1897. 
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Zustandes nicht die generalisierten Koordinaten und Geschwindig- 
keïten, sondern die Koordinaten und Impulse wäbhlt. 

Es soll also die Lage und Lagenänderung des Mittelpunktes 
eines Magnetons durch die Koordinaten x,y,2 und die Impuls- 
komponenten 

ÔT, : oT : Ô 
(4) E= = mé; NES Manripee 
bestimmt werden, während Lage und Bewegung relativ zum Mittel- 
punkt durch die Eulerschen Winkel &,#,œ und die ihnen ent- 
sprechenden Impulskomponenten 


LL m£ 


Re di 
(07: 
ôT, Tr LE: 
(Bb) pr Ex = Aÿsin° e+ C(p + cos es) cos & 
PONS 
D — 5 — C(œ + ÿ cos ë) 
angegeben werden môgen, sodaf 
(6) TX, Y, &, Ë; Ÿ, ÿ; 7 VE LA E, ®, (D 


die charakteristischen Bestimmungsstücke des momentanen Zustandes 
eines Magnetons sind. 


Lôst man die Gleichungen (5) nach é, ÿ, @ auf, so ergibt sich 


—£ 
DD: a 
(7) Ÿ = _ [D — D cos 4] 
é d CO8 & 
PC  Asne Cr 


und durch Substitution dieser Werte in (8) folgt 
[D—-Docose} © 


® eus aa té 
während nach (2) und (4) 
_ Et +tr+e 
(8a) 2T, = _ 
ist. 


Wir beschränken unsere Betrachtungen zunächst auf einen 
Teil der sämtlichen in einer Volumeinheit befindlichen N Magnetonen. 
Wir wollen nämlich von den N Magnetonen diejenigen heraus- 
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greifen, die zu einer bestimmten Zeit sich gerade an Orten befinden, 
in denen das molekulare Feld À (I $ 6) seiner Richtung nach 
innerhalb eines Kegels mit dem unendlich kleinen Üffnungswinkel 
do liegt, und zwar kônnen wir do = sin #'d9’dg" setzen, wenn 
9", p' die Neigung des Vektors À gegen eine im Raume feste Vor- 
zugsrichtung, g’ sein Azimut bezüglich einer durch die Vorzugs- 
richtung gelegten festen Ebene bedeutet. Diesen betrachteten Teil 
sämtlicher Magnetonen wollen wir eine ausgezeichnete Gruppe 


nennen. 
Da nach I $ B jede Richtung für das molekulare Feld gleich 


wahrscheinlich ist, werden 
do NCAES: 
pr = 43 sn Ÿ d® do 
ausgezeichnete Magnetonen in der Volumeinheit sein. 
Es môügen nun 
(9) df'.d&" = 
df"(x,y,2,8,4,p,8,n,6, E, Ÿ, ©) dx dy de de dy dy dé dn dé dE dE d® 
Magnetonen einer ausgezeichneten Gruppe Koordinaten und Im- 
pulse haben, die zu einer bestimmten Zeit zwischen x und x + dx, 
y und y+dy,....® und D+d$ liegen, d.h. df’ sei die Vertei- 
langsfunktion der Magnetonen innerhalb einer ausgezeichneten 
Gruppe, es sei also 
df” = f'do, 
wenn f” die Verteilungsfunktion sämtlicher in der Volumeinheit 
liegender Magnetonen bedeutet. 


Dann muf 
; ___ Ndw 
(10) Ja CE 
und 
(11) [fax dy de = 1 


sein. Hierbeïi ist die Integration in (10) über sämtliche môüglichen 
Werte von (6) zu erstrecken, d.h. bezüglich x,y,z über alle in 
der Volumeinheit vorhandenen Punkte; ferner läuft s von O bis 
x, ÿ und g von 0 bis 2x, Ë, 9, 6, E, #, D von — oc bis + co, 

Die gesamte kinetische Energie d'T der Teiïlchen einer ausge- 
zeichneten Gruppe ist somit nach (9), (8) und (8a) gegeben durch 
die Gleichung 


19 2aT— laraelet+n+e , EE [W-ODooss] © 
(12) faras’| AE 


zur Elektronentheorie des Ferromagnetismus. 12b 


Anstatt der E, #, © sollen jetzt andere Variable in (12) ein- 
geführt werden. 


Bezeichnen wir die momentanen Drehgeschwindigkeiten um 
die Hauptträgheïtsaxen mit p, q,r, 80 ist!) 
Pp = Ÿ sin € sin y + & cos 
(13) q = ÿsinecosp—ésinyp 
r = Ÿcoss+®, 
und die kinetische Energie der Rotationshewegung lautet in den 
p,9,7r 


(14) 27, = A(+9)+ Or 
oder, wenn wir die ,Impulse“ 
si 
or = 
(15) Q= T — 40 
je ue OT, me 
Ôr 
einfübren, 
__P+Q RER’ 
(16) DT) = He 


Diese GrôBen P, Q, R sollen anstatt E, #, @ in (12) substituiert 
werden. 
Die in der geschweiften Klammer von (12) vorkommende GrôüBe 
2 T, ist dabei ohne Weiïteres durch (16) ausgedrückt, es mu also 
nur noch dEd#Ydd durch die neuen Variablen ersetzt werden. 
Zu dem Zweck braucht man nur wegen (15) die Gleichungen 
(13) resp. mit À, 4,C zu multiplizieren, nach den &, #, ÿ aufzu- 
lôsen und diese Werte in (5) einzusetzen. Man erhält so auf 
Grund ganz elementarer Rechnungen 
E = Pcosp—-Qsngy 
(17) Y — (Psinp+Qcosp)sins+Reose 
D = KR. 
Es ist wohl überflüssig zu bemerken, daf bei der Bildung der 
Differentiale dE, d#, d® in (17) s und œ konstant gelassen werden 


müssen, da ja Koordinaten und Impulse als von einander gänzlich 
unabhängige GrôBen angesehen werden. 


1) P. Stäckel, I. c. pag. 564 oder pag. 598. (Am letsteren Orte ist ver- 
sehentlich in G1. (8) cos y statt sin  geschrieben.) 
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Wir erhalten somit 
dE = cos gdP — sin pdQ 


(18) dY — sine sin gdP + sin & cos pdQ + cos sd R 
| d& = dR 
und 
(19) dEdYd® — A.4P.dQdR, 
wenn Z die Funktionaldeterminante 
cos p, — sin y, 0 

(20) 4 = |sinssing, sine COS y, CoOse| — sine 

0, 0, 1 | 
bedeutet, sodaf 
(21) dEd#Yd® = sinsdPdQdR 
wird. Setzen wir 
(22) dx dy de des dy do dé dn d£édP dQ dR = d&, 
so wird 

d&' — sin sd. 


Nennen wir ferner die Verteilangsfanktion df' der ausgezeichneten 
Gruppe df, wenn anstatt der E, #,® die P, Q, R eingeführt ge- 
dacht sind, so liegen nach (9) im Element d& des Phasenraums 
(anter Phasenraum verstehen wir mit Gibbs’) einen in unserem 
Falle 12 dimensionalen Raum, in dem wir die 4,y,...Q,R als 
rechtwinklige kartesische Koordinaten wählen, dessen Volumele- 
ment also d& — dxdy...dQdR ist) 


(9”) df sin ed@ = f.do sin sd@ 
Magnetonen der ausgezeichneten Gruppe, und nach (10) wird 


(10°) ff sin ea = do, 
& LA 


während (12) die Form annimmt 
9! eh: ; E+n +6 P'+Q ER: 
(12°) 27 — fafoin ag {EE 4 PRE PL 


$ 3. Die magnetische Energie der Magnetonen. 


Die magnetische Energie eines von Magnetonen erfüllten 
Raumes ist 


1) J. W. Gibbs, Elementare Grundlagen der statistischen Mechanik, deutsch 
von E. Zermelo, Leipzig 1906. 
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(23) w = [ras 


wobei die Integration über den unendlichen Raum zu erstrecken 
ist. Hierfür kônnen wir nach den Ausführungen oben auf $. 212 
des ersten Teils 

| W = — 3 fm, f) ds 
oder nach I pag. 224 Formel (105) 

(237) — —{$2Z(m,b) 

setzen. (23”) hat vor (23) den Vorzug, daB in (23’) die Summation 
nur über den von Magnetonen erfüllten Raum, in (23) aber über 
den unendlichen Raum zu erstrecken ist. 

Aus (23”) würde für die Anderung der magnetischen Energie 
bei irgend welchen unendlich kleinen Drehungen der Magnetonen 
um ihren Mittelpunkt folgen 

OW— —502Z(m,8) = —$2(, ôm) —42Z(m, db). 

Da aber die Feldänderung 6ÿ am Orte eines Magnetons von 

der Lagenänderung sämtlicher Magnetonen abhängig ist, so wollen 


wir einen Ausdruck für 8 W suchen, der aus Summanden besteht, 
von denen jeder von der Lagenänderang nur eines Magnetons 


abhängt. 
Aus (23) ergibt sich, da nach I (45) 
b — — grad V 
ist, . 
oW — — 7, J(reû V. #6) 48, 


und es folgt dufch partielle Integration 
1 ; 
SW — 3 J'& ‘bas 
oder nach I (2) und (4) 
SW = — [V div mas 
und nach abermaliger partieller Integration 
(24) OW = f(grad V, dm) 85 — — f(6, dm)ds. 
Nun kônnen wir b in zwei Bestandteile zerlegen, in das von 
dem betrachteten Magneton selbst erzeugte ,innere“ Feld b, und 


das von den übrigen im Raume befindlichen Magnetonen hervor- 
gerufene ,äuBere“ Feld f,, sodaf 


) = b,+b 


128 R. Gans, 
ist. Also wird nach (24) 
(25) SW = —/(6,, ôm) 4S — [(6,, dm) ds. 


Es läft sich leicht beweisen, daB der erste Term der rechten 
Seite dieser Formel Null ist. Es ist nämlich 


— [(6,, êm)4S — f(grad V,, ôm) ds 
oder durch partielle Integration 
— — fF,divômas — g J Miaiv on as 
14 
oder durch nochmalige partielle Integration 
1 | era 
= 3, [86048 = 03 fias — oW, 


wenn W, die Summe der magnetischen Energien der einzelnen im 
Raume allein befindlich gedachten Magnetonen bedeutet. 

Da hierbei die Magnetonen als schnell um die Figurenaxe 
mit konstanter Geschwindigkeit rotierende elektrisch 
geladene Moleküle aufgefaft werden müssen, so bleibt ibr Mo- 
ment und damit das von jedem selbst erzeugte Feld unverändert. 
Somit ist auch W;, konstant, d. h. 0 W; — 0, und es wird aus (2b) 


(25') SW = —/[(6,, ôm) ds 


Nun kônnen wir aber b, innerhalb des von einem Magneton 
eingenommenen Raumes als konstant ansehen und dürfen somit 
unter Benutzung von I (105) schreiben 


(28) SW = — Z (be, êm). 


Dieser Ausdruck für die Energieänderung sw besitzt die 
oben erwähnte gewiünschte Eigenschaft, daB jedes Glied der Saumme 
nur von der Lagenänderung eines Magnetons abhängig ist. 


$ 4 Die Verteilungsfunktion. 


Das in der Formel (26) vorkommende Feld f,, das wir, wie 
im ersten Teil, jetzt auch einfach mit b bezeichnen wollen, setzt 
sich nach I $ 5 aus zwei Bestandteilen zusammen, dem Felde 


(27) K=H+%u 
in der Vorzugsrichtung, welches die Magnetonen der AuBenzone 


erzeugen, und einem molekularem Felde À, das durch die Magne- 
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tonen der Mittelzone hervorgerufen wird, und von dem wir ange- 
nommen haben, da es der GrôBe nach konstant ist, und daB alle 
Richtungen gleich wahrscheinlich sind. 

Im Gegensatz zur früheren Abhandlung, in der auf die ther- 
mische Agitation keine Rücksicht genommen worden ist, setzen 
wir jetzt keineswegs voraus, daf sich die Magnetonen in die 
Richtung des aus Æ und À resultierenden Feldes einstellen, sondern 
daB sie alle môglichen Winkel s mit diesen Richtung bilden, und 
wir fragen uns, wie viele Magnetonen einer ausgezeichneten Gruppe 
im stationären Zustand Winkel mit b bilden, die zwischen s und 
s + ds liegen. 

Die Tatsache, daB alle Richtungen für das molekulare Feld 
A gleich wahrscheinlich sind, erlaubt es uns, die Verteilungsfunk- 
tion für die ausgezeichneten Magnetonen, die sich also gerade an 
Orten befinden, in denen À der Richtung nach in einen unendlich 
kleinen Kegel der Offnung do fällt, gesondert aufzustellen ohne 
Rücksicht auf die anderen Gruppen ausgezeichneter Magnetonen, 
die anderen Kegeln do entsprechen. 

Es wird zwar keineswegs ein und dasselbe Magneton dauernd 
zu derselben ausgezeichneten Gruppe gehôren, aber bei den sta- 
tistischen Betrachtungen, die wir im Folgenden anstellen, kommt 
es auch nie auf die individuelle Zuordnung eines Teiïlchens zu einer 
bestimmten Gruppe an, sondern nur auf die Zahl der Teilchen, 
die einem Elementarkegel do angehôren, und diese ist für jeden 
Kegel dieselbe, nämlich N _ 

Wir nennen die Verteilungsfunktion einer bestimmten ausge- 
zeichneten Gruppe df, genauer 

df(x,y,2,e,v,, E,n,6, P,Q, R), 
d.h. es sollen dfsin ed®@ ausgezeichnete Magnetonen der Volum- 
einheit sich im Element d@ des Phasenraums befinden. 

df muB der Bedingung genügen, dal 

N 


(28) Jaf sinedR — 7; do 


ist, und da wir uns auf die in einer Volumeinheït befindlichen 
ausgezeichneten Magnetonen beziehen, so muf 


(29) | [fax dy ds = 1 

sein. ere 
Ferner ist der Beitrag der ganzen Gruppe zur kinetischen 

Energie nach (12°) 


130 R. Gans, 


1 P+n+e P'+@ 
(30) ar = L [EEE + 


m 


2 
+5) dfoin ea 


und der Beiïtrag der Gruppe zur magnetischen Energie nach (23”) 
(31) dW — — } [hu cos edf sin sd, 


wenn in (31) w den absoluten Wert des Moments eines Magnetons, 
b von jetzt an den absoluten Wert der Feldstärke am Orte 
eines Magnetons, also die Resultante von X und À und schlieflich 
s den Winkel bedeutet, den die Magnetonenaxe mit der Richtung 
von b einschlieft. 

Auf Grund der Elemente der statistischen Mechanik ist nun 
_(statistisches) Gleichgewicht vorhanden, wenn die Wahrscheinlich- 
keit des Zustandes oder die elementare Unordnung bei gegebener 
Energie und gegebenem Volumen so groB wie môglich ist, d. h. 
wenn die Entropie einen Maximalwert hat. Gleichberechtigte 
Volumenelemente des Phasenraums, die als Grundlage der Ver- 
teilung dienen, sind aber nach dem Liouvilleschen Satze gleich 
groBe Volumelemente, wenn als bestimmende Stücke der Phase 
die Koordinaten und Impulse, nicht die Koordinaten und Geschwin- 
digkeiten angesehen werden. Diese Tatsache gab uns die Veran- 
lassang, in $ 2 die Impulse anstatt der Geschwindigkeiten heran- 
zuziehen, und zwar haben wir zunächst die ImpulsgrôBen E, 4, &, 
die den Eulerschen Winkeln &, y, y als Koordinaten entsprechen, 
eingefübrt und waren erst dann zu den ,Impulsen“ P,Q, R über- 
gegangen. Der Grund hierfür ist der, daB die Rotationsgeschwin- 
digkeiten p,q,r um die Hauptträgheitsaxen nicht die zeitlichen 
Ableitungen ,eigentlicher“ Koordinaten sind. So kommt es auch, 
daB in allen Formeln, in denen E, Y, ® auftreten sollten, durch 
die Substitution von P,Q,R der Faktor sin s erscheint (vgl. $ 2 (21)). 

Die Entropie einer Volumeinheit des von uns betrachteten 
Kôrpers ist nach den Gesetzen der statistischen Mechanik !) 


(82) S = Const—k/fff.log f.d8 . do, 


wo k eine universelle Konstante ist, die im absoluten C.G.S.-System 
den Wert ?) 


bat. 


k = 1,35.107° 
Für den Gleichgewichtszustand muf also die Bedingung 
(33) ôS = 0 


1) Vgl. z. B. M. Planck, Theorie der Wärmestrahlung. Leipzig 1906, 
pag. 144. 
2) M. Planck, ibid, pag. 162. 
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gelten, während die Gesamtenergie U — T+W konstant bleibt, d. h. 
(34) OU = ÔT+OW = 0 
oder nach (30) und (26) 


3b) ou= [ff LÉ à + FL +) ucose]afsinsdrdo = 0 


oder 
(85”) OU = ff uôf sin sdRdo, 
wenn wir zur RE 
Ethan PQ 

(36) uw = (Et + —_——— LE ler + C +) ub COS € 
setzen. | 

Die Gesamtzahl der Magnetonen in der Volumeinheit 
(87) N = [ff sin sd8do 
ist ebenfalls gegeben, sodaf 
(38) JT éf sin edRdo — 0 
sein mu. | 

Non wird aber (33) auf Grund von (82) 
(89) 88 = —&ff (log f + 1) 6f sin sdRdo = 0, 


also folgt nach den Prinzipien der Variationsrechnung aus (89), 
(35) und (38) 


(40) logf+1+4u+21 — 0 
oder 
(40°) f= ce: ) 


wenn À und 4’ Lagrangesche Faktoren, also « und 4 willkür- 
liche GrüBen sind, die sich aber durch die Werte N und U be- 
stimmen lassen, und zwar ergibt sich, daf !) 


1 

(41) + = kT 
ist, wenn T die absolute Temperatur bedeutet?). 1/1 ist die doppelte 
auf jeden Freiheitsgrad entfallende kinetische Energie. 

Setzt man die Werte für 4 und w aus (41) und (36) in (40) 
ein, so erhält man 

1 Etats sn “à 

(42) Re Tuer CHU Es 2) ET 

1) Vgl. z.B. M. Planck, L. c. $ 148 und $ 144. 

2) Man wird T nicht mit der in $ 2 ebenso beseichneten lebendigen Kraft 


eines Teilchens verwechseln. 
Egl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Matb.-phys. Klasse. 1911. Hef 8. 10 
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Multipliziert man ferner f mit sin ed@dw, führt die Integra- 
tionen nach x,y,z,v,p,Ë,n,6, P,Q,R, d.h. nach sämtlichen Koordi- 
naten des Phasenraums bis auf s, aus und nennt das Resultat der 
Integration F, so ergibt sich, daB 

| | phcose 
(43) Fdo sin sde — be T sin sdedo !) 
ausgezeichnete Magnetonen der Volumeinheit mit der Richtung 
des ihnen zukommenden Feldes #ÿ Winkel bilden, die zwischen & 
und s+ de liegen. 

Die Konstante b bestimmt sich Ga daf 


(44) fao 3! Toinels — N 

sein mu, zu 

(4) rs _. x 

wenn zur Abkürzung 

(46) a À = y 

gesetzt ist, also y den Wert 

(46) = 

hat, sodaf 

(47) Fa sin eee es = Née 
wird. 


1) Diese Verteilungsfunktion wird allerdings für den von uns supponierten 
Mechanismus deshalb nicht gelten, weil, wie wir in der früheren Abhandlung 
gesehen haben, im stationären Zustande » und q und somit P und Q infolge der 
Ausstrahlung Null werden, und weil R durch die ZasammenstôBe überhaupt nicht 
geändert wird. Ferner ist das Moment y eigentlich R proportional, da aber dieses 
unveränderlich ist, wird es auch jenes sein. Trotzdem wird durch (42) die Ab- 
bängigkeit der Verteilangsfunktion von den anderen Variabeln richtig dargestellt 
sein, und darauf kommt es uns allein an. Wir hätten von vorn herein diesem 
Tatbestand Rechnung tragen kônnen, indem wir P und Q gleich Null und die R 
als gegebene GrôBen angesehen hätten. Dabei wird die Tatsache, da P und Q 
durch die Zusammenstôfe immer wieder von Null verschiedene Werte erhalten, 
an den Resultaten nichts Wesentliches ändern, da die hierdurch entstehenden 
Komponenten p und q der Rotationsgeschwindigkeiten in ihrer GrôBe durch das 
Gesetz der Âquipartition der kinetischen Energie gegeben sind, während die Kom- 
ponente r, die an dem Energieausgleich überhaupt nicht teilnimmt, merklich grôBer 


als p und q angenommen werden kann, soda8 P und Q gegen R zu vernach- 
lässigen sind. 
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$ 5. Die Magnetisierungskurve. 
Das Moment der Magnetonen einer ausgezeichneten Gruppe- 
hat aus Symmetriegründen die Richtung des Feldes b; die GrôBe 
ergibt sich leicht aus der Verteilangsfunktion (47) zu 


L 4 
(48) dM = pdw [ Foose.sin sde _ “(4e se fe" cos sinede 
0 0 


8x Gina 

oder durch Ausführung der Integration zu 

= Ho 
(49) dM — x L(a)do, 
wenn wir 

Nu = M, 
und 
(50) Gtga— = — L(a) 
setzen. 


Die Axe des dem Element do zugehôrigen Kegels bildet nun 
mit der Vorzugsrichtung, in der das äuBere Feld $ wirkt, den 
Winkel #, wenn # dieselbe Bedeutung hat wie in I 86 Fig. 1. 

Das Moment aller in der Volumeinheit liegender Magnetonen 
oder die Magnetisierung M erhält man somit, wenn man (49) mit 
cos # multipliziert und über sämtliche do — sin 9’ d9’ dy’ inte- 
griert. 

Auf diese Weise ergibt sich 


M L,1 LÀ 
Gt) = 4 sin 9/49’ re dy' L(a)cos 
7 V0 0 

oder, wenn wir nach I (156) resp. I (157) 

: / NE bdb Le p+Æ'— 4° 

sin #’ d®" — —1K und cos ÿ# — RATES À 
einführen und die Integration nach g’ ausführen, 

? K°= A! 

2) = M [LC pd 


wo a und ZL durch die Gleichungen (46) und (60) definiert sind, 
und zwar erstreckt sich die Integration genau so wie in I $ 6 für 
K<A von A+K bis A—X und für KA von K+4A bis 
KÆ-—A. 

Wir haben also in jedem isotrop aus Magnetonen aufgebauten 


Medium, also in jedem Elementarkomplex für X< À: 
10* 
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M Fr b+K'- À 
nn L'OEE 
(62 a) M, Due ( ) 44K* db 
und für K=> 4: 
+ À : : 2 
Ms J'+Æ'—4 
(b2 b) M, a K_ À L (a) 4 A K! db, 
‘Wo | 
pate VA 
ire D 
ist. 


Durch (62a) und (62b) ist M als Funktion von K gegeben, 
und da nach I (150) 


(53) K=H+ÆM 
ist, so kennt man somit M als Fanktion von H. 

Zunächst folgt, daB im absoluten Nullpankt T = 0, für den 
nach (46) a = co, also L(a) — 1 wird, M nach (52) in den Wert 


übergeht. Das ist aber gerade die Gleichung I (158), es bestätigt 
sich also die in der Einleitung gemachte Bemerkung, daB unsere 
früheren Betrachtungen die Magnetisierungskurve im absoluten 
Nullpankte ergeben. 

Ist das molekulare Feld À gleich Naull, s0 verliert natürlich 
die Gleichung (52a) ihre Gültigkeit, aus (b2b) wird 


+Aps : : 
GD = L@)lin fs Ù Sedan 


wenn 


56 , _ LK 
LD) ho 5e 


gesetzt ist. 
Langevin!) findet durch ganz analoge Überlegangen, wie 
wir sie im Vorhergehenden angestellt haben, 


M (4 
(6b”) LA = L(a”), 
wo 


1) P. Langevin, Ann. de chim. et de phys. (8) 5. 1905, pag. 117. 
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bedeutet. Unsere Formeln gehen also in seine #ber, wenn wir 
erstens von dem molekularen Felde À absehen kônnen und zweitens 
in (58) die Magnetisierung neben der Feldstärke vernachlässigen 
dürfen, oder, anders ausgesprochen, die Abweichung der Lange- 
vinschen Magnetisierungskurve von unserer beruht darin, da8 er 
anstatt der erregenden Kraft, die sich aus X und À vektoriell zu- 
sammensetzt, die Feldstärke einführt. Das wird für schwach 
paramagnetische Kôrper wie Gase, für die Langevin seine Formel 
als gültig annimmt, richtig sein, im Allgemeinen müssen wir aber 
die Gleichungen (52a) und (52b) anstatt (55’) benutzen. 


$ 6. Diskussion der Magnetisierungskurve. 


Aus der Gleichung (52a) folgt für lim XÆ — 0, wo 6 den Wert 
A und a = yb den Wert y. annimmt, 


M ; 2 K 


57 lim —— 
( 0 M, 
d. h. die Magnetisierung wird mit Æ zu Null, die Neigung der 
M, Æ-Kurve im Nullpunkt ist aber endlich. 

Nähert sich X von kleineren Werten aus dem Werte À, 80 
ergibt sich aus (52a), def 


2 À . 
(58) Je = J 10774 


wird, und denselben Wert nimmt die Magnetisierung nach (62b° 
auch an, wenn X sich von grüBeren Werten aus der Grenze K = 4 
nähert. 
Beim Übergang vom ersten ins zweite Stadiun 
macht die Magnetisierung also keinen Sprung. | 
DaB die M,K-Kurve für Æ — A auch keinen Knick hat, 


erkennt man daran, daB lim = nach (52a) denselben Wert liefert, 
A 


wie nach (52b). Es ist nämlich im ersten resp. im zweiten Stadium 


Ge) (2) = 20442) ÉÈE-LEA-R) LR 


M 
+Æ : 
g— 4 
— | L d6 
ke m8 (@) 5 3x 
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M K + 4 K — A 
)= Le K+ 4) 5e LE K-A) 


K + A 
Ja L (= PT À y, 


und diese beiden eee gehen für X — 4 über in denselben 

Ausdruck 

d [M 

ee), 20147 -f” Lg db. 

Der Grenzwert, dem sich 4 für lim K — co nähert, folgt 
œo 

aus (62b) zu 


M MS ft + K°— 4° 
lin = = Jim L(yK) ons gs TA: db 


Da aber beide Faktoren sich mit wachsendem X der Einheit 
nähern, 80 ist 


(60) 


M 
1 im —— = 1. 
en a de 1 


Um zu beweisen, da M dauernd mit K wächst, greifen wir 
am besten auf Gleichung (51) zurück. Hiernach ist der se 
jeden Elements do zur Magnetisierung 


(62) do = M 2. L (yf) cos. 


Fragen wir uns, wie sich dieser Wert ändert, wenn X um dX 
wächst. Nach Fig. 1 (vgl. auch Fig. 1 des ersten Teils pag. 243) ist 


db = Uk nv 
(68) b 
db = +dXK cos ® 
K di 
Lo 


= D D Ce = euœ ne um ee QD eue us — 


Fig. 1. 
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Also wird die Ânderung des Ausdrucks (62) 


(64) SE de [L' (y) » cos & db — L (pb) sin 949] 


oder durch Einsetzen von (63) 


(65) 13 Le [a. L'(a) cos’ & + L(a)sin° 9] 4X. 


Diese Grôle ist aber wesentlich positiv, denn erstens ist 
L(a) = Ctga— _ wie sich leicht nachweïisen läft, immer —0 
AE 8 
a Gina 
Wir verzichten darauf, dies Verhalten von ZL(a) und L'(a) 


analytisch zu zeigen, sondern verweisen einfach auf die Funktionen- 
tafel am Ende der Abhandlung Kolonne 2 und 4. - 


und dasselbe gilt von L'(a) = 


Da also der Integrand von (cr) nach (65) wesentlich 
4K\M, 
positiv ist, so gilt dasselbe von dem Integral 
d M — 2 ! 2 "3 
(66) (x) sa Jde [(Z' (a) acos* & + L(a) sin° 8] 
d. h. M wächst dauernd mit ZX. 
Um das Verhalten von Le zu studieren, bilden wir die Ân- 


derung des Integranden in (66) mit X, also die Ânderung der Grôfe 
. [L' (a) a cos" # + L (a) sin°#] 
Diese beträgt 
= + [L’ (a) a cos” 8 + L(a)sin”#]7.db + > [(aL”(a) + L'(a)) cos" # 


+ L'(a) sin°#]ydb + 2 [— aL'(a) + L(a)] 2 sin $ cos 9 d8 


oder mit Benutzung von (63) und mit Zusammenfassung einiger 
Terme 

y cos # 
(67) Œ 
Aus der Funktionentabelle Kolonne 5 ersieht man nun, Qué 
L(a)—aL'(a) immer positiv ist, und aus Kolonne 4, da L'(a) mit 
wachsendem a immer kleiner wird, also L”(a) negativ ist; somit 
ist der Ausdruck in der eckigen Klammer von (67) negativ. Da 


[L" (a). a° cos" 5 — 8 (L(a) — aL'(a))sin° #8] dX : 
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nun nach Fig. 1 im zweiten Stadium (Æ = À) 9 immer < x/2 sein 
mub, gleichgültig, welchen Winkel À mit der Vorzugsrichtung 
einschlieBt, so ist für KA der Ausdruck (67) negativ, d. h. 
LE < 0 oder in Worten: 

Im zweiten Stadium ist die konkave Seite der M, K- 
Kurve stets der K-Axe zugewendet. 

Im ersten Stadium (Æ-— A) läBt sich das Verhalten von 
d M 
dK* 
(105) und (116)) zeigen, daf M 
sowobl für kleine À und nicht 
zu tiefe Temperaturen, sodaf 
auch YA noch klein ist, als Ms stars spmoton ve ddl 
auch für so tiefe Temperaturen, 
daf yA groB ist, sets <0 
ist; d. h. in diesen uns beson- 
ders interessierenden Spezial- 
fällen ist auch im ersten 0 
Stadium die konkave Fig. 2. 
Seite der M,KX-Kurve stets der K-Axe zugewendet. 
Die M, K-Kurve hat also den in Fig. 2 dargestellten Verlauf. 


nicht so einfach übersehen, doch werden wir später ($ 9) 


K 


$ 7. Ferromagnetische Kristalle. 


Wie im $ 9 des ersten Teiles denken wir uns einen Elemen- 
tarkomplex isotrop aus Magnetonen aufgebaut, nur mit dem Unter- 
schied, daB jetzt der Mittelpunkt des Magnetons nicht mehr fest 
sondern frei beweglich ist, sodaB die Magnetisierung jetzt als 
Fuanktion der Feldstärke und Temperatur durch die Gleichungen 
(62a) und (62b) gegeben ist. Der Elementarkomplex habe, wie 
auch früher angenommen, eine unveränderliche Gestalt, nämlich 
die eines 8axigen Ellipsoids, und wir denken uns einen Kristall 
so aus Elementarkomplexen zusammengesetzt, wie es der Kristall- 
straktur entspricht. Beim Pyrrhotin z.B. mügen die Ellipsoide 
in den Punkten eines rhombischen Raumgitters liegen, und zwar 
seien die Ellipsoidaxen parallel den Parallelepipedkanten des Raum- 
gitters orientiert. | 

Wir wollen nun Magnetisierung und Feldstärke im Innern 
eines Elementarkomplexes, d. h. dieselben GrôBen, die wir in den 
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vorigen Paragraphen M und $ genannt haben, M’ und G” nennen, 
um die Bezeichnungen D und $ für die Magnetisierung und Feld- 
stärke im Kristall selbst zu reservieren, und um mit den Be- 
nennungen von I $ 9 im Einklag zu bleiben. 

So ergibt sich nach I (203) 


® = $.+NM 
(68) 9, = $,+ANM, 
ÿ = $.+AN,M,, 
wenn wir die Konstanten N,, N,, N, der früheren Abhandlung jetzt 
mit N',N,,N, bezeichnen. 
Ferner ist (vgl. I (199) 
(69) M = nVM", 
wenn # die Anzahl Elementarkomplexe in der Volumeinheit, V das 
Volumen eines einzelnen bedeutet. 
Die in den vorigen Paragraphen eingeführte Grôle 8R ist 
definiert durch ] 


(70) Le — S" + _. M" 
oder nach (68) mit Benutzung von (69) 

8, Ex $,+N, M, 
(71) 8, = $,+N,M, 

8, É ÿ. + N, M, ? 
wenn 

,, 47 4x 1, 4% 

(72) N=N+SpiN=NtspiN=Nt+z Y 
gesetzt ist. 


Aus 8 und dem molekularen Felde À setzt sich, wir erinnern 
daran, die erregende Kraft eines Magnetons, d.h. das Feld am 
Orte eines Magnetons, vektoriell zusammen, und zwar hat 8 stets 
die Vorzugsrichtung, welche auch die Richtung der Magnetisie- 
rung ist. 

Wir kônnen somit & als geordneten Teil der erregenden Kraft 
bezeichnen. Dieser Vektor unterscheidet sich nun nach den For- 
meln (71) von der Feldstärke £ im Kristall um ein Feld mit den 
Komponenten N,M,,N,M%,,N,M,, welches im wesentlichen von 
der Struktur der Materie, insbesondere von der Form und Anord- 
nung der Elementarkomplexe abhängig ist, und das wir deshalb 
das Strukturfeld nennen wollen. 
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__ Wei) führt es einfach durch eine Annahme ein, bezeichnet 
es als das Feld, welches alle übrigen Moleküle zusammengenommen 
am Orte eines bestimmten Moleküls erzeugen, und nennt es das 
molekulare Feld. Den Namen molekulares Feld wollen wir 
dagegen für den Vektor À reservieren, der tatsächlich den Einfluf 
der Nachbarmoleküle repräsentiert. 

Die Magnetisierungskurve (G,!-Kurve) des Kristalls in Rich- 
tung einer der Symmetrieaxen, z. B. in Richtung der x-Axe, er- 
gibt sich aus der 8,-Kurve durch Scherung einfach in folgender 
Weise : 

In der X, M-Ebene ziehe man durch den Nullpunkt O die 
Scherungslinie SS’ (Fig. 8), so, da der Winkel «, den sie mit der 


Fig. 8. 


Ordinatenaxe einschlieft, durch tg« — N, gegeben ist, und lege. 
durch einen beliebigen Punkt P der M, X-Kurve eine Parallele 
zur K-Axe, die von der M-Axe und der Scherungslinie resp. in 
Q und R getroffen wird. Trägt man dann die Strecke 
RQ = QOtga = MN, 
von P aus bis P’ auf dieser Parallelen ab, so ist P’ ein Punkt 
der M, H,-Kurve, denn es ist 
QP' = QP-PP = QP-RQ = K,-M,N,, 

und das ist nach (71) gleich H.. 

Wie man sieht, erhält man die Magnetisierungskurve durch 
genau dieselbe Konstruktion, die Lord Rayleigh*) bei der Anf- 


1) P. Wei, Bull. des séances de la Soç. Franç. de Phys. 1907. Separat- 
abdruck pag. 4. 
2) Lord Rayleigh, Phil. Mag. 22, 175, 1886. 
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nahme der M, H-Kurve isotroper ferromagnetischer Materialien 
verwendet, um der Entmagnetisierung infolge der endlichen Länge 
des Probestücks Rechnung zu tragen, nur mit dem Unterschied, 
daf in unserem Falle der Scherungswinkel « von der Struktur, 
und nicht, wie bei der Bestimmung gewôhnlicher Magnetisierangs- 
kurven, von der Form des Kôürpers abhängt. 


Me 


Fig. 4. Fig. 5. 


Es ist nun ein wesentlicher Unterschied, ob der Scherungs- 
winkel « kleiner oder grôBer als der Winkel B ist, den die Tan- 
gente an die K, M-Kurve im Anfangspunkte O mit der M-Axe 
bildet. Im ersteren Falle (« < 8) schneidet nämlich die M,, H.- 
Kurve die M-Axe nicht, sondern verläuft vollkommen im ersten 
Quadranten, während im zweiten Falle («x > 8) die Kurve sofort 
von O aus in den zweïten Quadranten eintritt und erst nachher 
in den ersten Quadranten kommt. Die beiden Typen der s0 ent- 
stehenden Magnetisierungskurven findet man in den Figuren 4 und 
5 dargestellt. In Fig. 4a und 5a sind auch die für entgegen- 
gesetzt gerichtete Felder $ geltenden Teile konstruiert, indem zu 


M, D 


Fig. 4a. 
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Fig. 5a. 


jedem Punkt mit den Koordinaten H, M der Figuren 4 resp. b 
die Punkte mit den Koordinaten — H, — M hinzugefügt sind. 


8 8. Stabilität. 


Hier setzen nun wieder Stabilitätsbetrachtungen, genau wie 
in der ersten Abhandlung ein. Nur wollen wir jetzt sofort die 
Untersuchung auf den Kristall, und nicht erst wie früher auf den 
einzelnen Elementarkomplex anwenden. | 

Bezeichnen wir wieder in einem Falle, der nicht exakt dem 
Gleichgewicht entspricht, mit M* die wirkliche Magnetisierung, 
dagegen mit M** diejenige Magnetisierung, die eintreten würde, 
wenn die Magnetonen nach den Gesetzen der magnetischen Kräfte- 
wirkungen und der thermischen Agitation die Gleichgewichtsver- 
teilung in dem gestôrten Gebiete annehmen würden, und setzen wir 
wie früher 
0M** 

OM* ? 


so herrscht nach den Überlegungen von I S. 251 und S. 252 im 
Falle 


(73) ee 


lx|<1  Stabilität 
(74) 3 >1 Labilität 
x <—1 Stabilität. 

Wie damals betrachten wir nur eine spezielle Stérung, bei 
der $ unverändert bleibt, also 8@ = 0 ist, sodaB nach Gleichung 
(71) (wir beschränken unsere Erôrterungen auf irgend eine der 
Axenrichtungen, etwa auf die z-Axe) 
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(7b) ôK = N,0M* 
oder nach (73) 


oM* 
7 —< 
F6) Te 


folgt (vgl. I (184). Anstatt dessen kann man auch (vgl. I (185)) 
(77) z= N, +) auf der Gleichgewichtskurve 


setzen. 
Da aber, wie wir im $ 6 gesehen haben, M dauernd mit X 
Ô0M : : 
Sr > 0 ist, und die Konstanten N sehr groBe 
positive Werte haben, so dürfen wir nach (77) unsere Betrachtungen 
in (74) auf die Fälle z < 1 und x > 1 beschränken !). 
Aus (77) ergibt sich 


wächst, soda 


dM dM dH 
AE AOUT EN TT UE Le, 
und aus (71) folgt durch Differentiation nach X 
dH dM dH 

eo RS nodt Li 

soda wir 
aM Ro 

(5 dH Nix 
erhalten. 


L adM À dM 
Da nun nach (78) für x < 1 TH” 0, dagegen für x > 1 TH < 0 


ist, so bekommen wir das Resultat: 
Diejenigen Teile der M, H-Kurve des Kristalls, 


in denen M mit H wächst, also > Oist, entsprechen 


stabilen, die Teile, in denen 99 <0 ist, labilen Zu- 


ständen. 

Während somit die ganze Figur 4a stabile Gleichgewichts- 
lagen darstellt, sind die Kurventeile zwischen den Punkten C und 
C' der Fig. 5a, in denen die Tangenten vertikal sind, labil, und 


1) Das wäre auch in der ersten Abhandlung erlaubt gewesen, da auch dort 
M mit X dauernd wachsend war. 
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man erhält in diesem Falle nach den Erürterungen von I $ 8 die 
in Fig. 6 dargestellte Hysteresiskurve. Dieser Fall entspricht 
also einem ferromagnetischen Material, während die in Fig. 4a 
gezeichnete Kurve einen paramagnetischen Kürper repräsentiert. 


Fig 6. 


$ 9. Reïhenentwickelungen und Nährungsformeln. 

Da die Integrale in den Formeln (52a) und (52b), welche M 
als Funktion von X darstellen, sich nicht allgemein integrieren 
lassen, so sollen in diesem Paragraphen zunächst Reihen für M 
als Fanktion von X entwickelt werden. 

Nach (52a) ist für X < À 

M A+K b°+ K°— 4° 
(à9) ef 10 à, 
po jé these 
wenn a und Z durch (46) und (50) definiert sind. 
Entwickeln wir L(a) nach Potenzen von y(ÿ — 4), also 


GO) La) = L(74)+L'(74)r(6— A+ L'(p4)9 OT + 
= Éprear tar 


und substituieren diesen Wert in (79), so erbalten wir bei Ver- 
tauschung der Summations- und More 
M ©, L(yA)y ë 
Hs =irter [° RE) Tv AY (Ÿ+E — 445 
oder, wenn wir in dem re anstatt f eine neue Variable durch 
die Substitution # — 6— À einführen, 
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M __S L°(y4)y [+ 


K 
M, —Sontak' A J_, “l#+24u+X']du 
oder schlieflich durch Ausführang der Quadratur für Æ— A4 
M co 
(81) Û U, — 2,iL" (y) (7A)”2.(v “à 1) 
+ Le (yA) (y Aÿ"+ K RES 
ob A] (2v+1)1(2r+3) 


In derselben Weise ergibt sich für K=— À aus (62b), wenn 
wir L(a) nach Potenzen von y(5— X) entwickeln, 


M : sf L®(yK)y" K + À b°+ K°— 4° 
2 ne ul matt my a Eu cer 7 «7 lois 


oder durch die Substitution ÿ— X — in dem Integral und Aus- 
führung der Quadratur für K — À 


M Ce] 
(82) ANT L(yK) +2 IL" (EX) GK)" +2vL°°(yK)(yK)" 


LG GE) nr 


Es sollen nun einige Spezialisierungen der Formeln (81) und 
(82) vorgenommen werden, die von besonderem Interesse sind. 

Wie wir bereits in der Einleitung erwähnten, hat das mole- 
kulare Feld À die Wirkung, daB bei endlichen Feldern nicht alle 
Magnetonen in die Feldrichtung sich einstellen, und dieselbe Ten- 
denz, den äuBeren magnetischen Richtkräften entgegenzuwirken, 
hat auch die thermische Agitation, und zwar um so mehr, je hôher 
die Temperatur ist. Bei hôheren Temperaturen wird man also À 
überhaupt vernachlässigen kônnen. 

Setzen wir À — 0, so erhalten wir Formeln, die bereits von 
WeiB aufgestellt und an der Erfahrung im Allgemeinen sehr gut 
bestätigt worden sind. Auf Grund unserer Stabilitätsbetrachtungen 
kônnen wir indessen darüber hinaus die ganze Magnetisierungskurve 
eines Kristalls bei beliebig gegebener Temperatur berechnen und 
Formeln für verschiedene magnetische GrôBen als Funktion der 
Temperatur angeben. So werden wir unter anderem auch die 
Koerzitivkraft in ihrer Temperaturabhängigkeit bestimmen. 

Diese Formeln werden aber bei sehr niedrigen Temperaturen, 
bei denen die thermische Agitation so klein ist, da 4 berück- 
sichtigt werden muB, keine Gtültigkeit mehr beanspruchen künnen. 
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Deshalb werden wir besondere Formeln für niedrige Temperaturen 
ableiten, an der Hand derer sich das molekulare Feld À eventuell 
experimentell wird bestimmen lassen. 


1. Vernachlässigung des molekularen Feldes. 


2 
Ist À so klein und 7’ so groB, daf (y4)ÿ — (5) gegen 1 
vernachlässigt werden kann, so folgt aus (81) für Æ < À 
M ; ; K 
(83) Fr Le (2Z(y4)+L'(y4)74]3 7; 


und da mit der erwähnten Vernachlässigung, wie sich durch Reïhen- 
entwicklung der Funktion L(x) ohne weiteres ergibt: 


(84) L(æ) = x L'(x) — _ 
ist, so erhalten wir aus (83) 

: M K 
(85) paies Te = L(yK). 


Für À À ergibt sich mit derselben Genauigkeit aus (82) 
Re se 3 , 2 
(86) -7-—= L(yK)+[L'(yK)(yK) +2L'(yK).yK—-2L(yK)] +. 
@ 
Da aber nach (60) 


L(x) = Etgr—+ 


und somit 
a mblt 1 
(87) L'(x) = © Giwz' 
TON Ctgz 1 
CET (Se . 


ist, s0 kônnen wir den eckigen Klammerausdruck in (86) in der 
Form schreiben —2L(yK)L'(yK)(7K), sodaf 


M * 4 
88 Os, [1 ps | 
(88) Ms = L6R-L'ER) TS 
wird. Da nun, wie aus der Funktionentafel Kolonne 4 hervorgeht, 
L'(#) stets kleiner als ‘js ist, 80 ist LR) FE < ne Fr 


9 
also zu vernachlässigen. 
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Für alle Werte von X haben wir also 


(89) 


= = L(yK), 
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wie auch unmittelbar aus der Gleichung (52b) hervorgeht, wenn 
man ss lim 4 = 0 setzt. 


0 2 4 6 6 0 12 W 16 18 2 22 2% 2% 2% 
Fig. 7. 


Um ein Bild von dem Verhalten der Funktion L zu geben, 
ist in Fig. 7 L(x) als Funktion von x, oder was nach (89), dasselbe 


ist, “8 als Funktion von yX aufgetragen und zwar auf Grund 


(se) 
der in Kolonne 2 der Funktionentafel berechneten Zahlenwerte. 
Zu der Gleichung (89) kommt nun noch die Formel (vgl. (71)) 


(90) 


K = H+NM 


hinzu, in der N für die verschiedenen Symmetrieaxen verschiedene 


Werte hat. 


Aus (90) folgt 


oder 

(91) 
wenn wir 
(92) 


setzen. 


M 


M 
vH = yK—iga W. : 


NM 
tga = yNM,, = Ê IT 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasso. 1911. Hoft 3. 11 
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Nach den Erürterungen des 8 7 zeigt Gleichung (91), daB man 

a als Funktion von yH einfach durch Scherung um den Winkel « 
(ee) 

aus Fig. 7 erhält, und zwar ist die trigonometrische Tangente 

dieses Scherungswinkels nach (92) der absoluten Temperatur um- 

gekehrt proportional. 

Gibt man 7 alle môglichen Werte, so erhält man ein System 
von Kurven, die als Isothermen für das magnetische Verhalten des 
Kristalls anzusprechen sind. 

Wie wir ebenfalls im $ 7 bereits gefunden haben, weisen diese 
Isothermen einen ganz verschiedenen Typus auf, je nachdem « 
grôBer oder kleiner als der Winkel B ist, den die Tangente an 
der Kurve Fig. 7 im Nullpunkt mit der Ordinatenaxe bildet. Aus 
der Reïhenentwicklung des in (87) angegebenen Ausdrucks für 
L'(x) nach Potenzen von x folgt aber, daf 


20 = (3h) = + 


a Girz 
ist, sodaf 
(93) tgB — 3 
wird. 
Für « <B oder, was nach (92) und (93) dasselbe ist, für 
NM 
1 8k “ 


befindet sich die durch Scherung entstehende + 7H-Kurve voll- 


(ee) 
ständig im ersten Quadranten (vgl. Fig. 4), ist also im ganzen 
Verlauf stabil, und der Zustand des Kristalls ist in diesem Falle 
als paramagnetisch zu bezeichnen. 


Ist dagegen « = B oder 


uNW, 

Bk 2 
so erhält man einen Verlauf der Magnetisierungskurve, wie er in 
Fig. 5 resp. ba dargestellt ist, und die auf Grund der in 8 8 an- 
gestellten Stabilitätsbetrachtungen in den ausgezogenen Teil der 
Fig. 6 übergeht. Dieser Zustand des Kristalls ist somit ferro- 
magnetisch. 

Die Temperatur 


T < 


94 = NM 
é E-- 
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ist nach den soeben angestellten Betrachtungen die Temperatur, 
oberhalb deren der Kristall paramagnetisch, unterhalb deren er 
ferromagnetisch ist. 


Die Remanenz als Funktion der Temperatur. 

Der ferromagnetische Zustand ist dadurch gekennzeichnet, das 
auch ohne äuBeres Feld H eine Magnetisierang M bestehen kann, 
wie aus Fig. 6 ohne weiteres hervorgeht. Diese Magnetisierung 
M», die für H = 0 sich ergibt, wollen wir, wie üblich, als Re- 
manenz bezeichnen. 

Aus Gleichung (91), die für H — O0 und M — M» 


(95) VE ='iga TL, 
oder 
x = tga yr 
lautet, wenn wir yK = x, = =Y setzen, ergibt sich, daB der 
(ee) 
Schnittpunkt P der Scherungslinie OS mit der Kurve _. = L(yK) 
(eo) 
eine Ordinate hat, die gleich DE ist. Nach (92) und (94) ist 
(ee) 
(96) ge = Ÿ = 
2. «M? 
Moo s 
P 
| 
7 
| 
| 
| 
| 
0 Q 1x 
Fig. 8. 


3 L@) 


J + à ‘ y 
Tragen wir also in einem Diagramm als Abszisse 3 Er: 


ei” .. Mr 
als Ordinate L(x) auf, so erhalten wir eine Kurve, die 4. als 


_Funktion von e darstellt (vgl. Fig. 9). 
11* 
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Fig. 9. 


Za diesem Zwecke ist in Kolonne 3 der Funktionentabelle 
a als Funktion von x berechnet. 

W eiB :) hat diese Rechnungen zuerst angestellt und mit der 
Erfahrung an Magnetit zwischen T — 273°—79° und T — 273° 
+687° verglichen. Die Ubereinstimmung zwischen Theorie und 
Experiment ist hervorragend gut, während die Abweïichungen für 
Nickel?) beträchtlicher sind. 


neben L(x) auch 


Die Koerzitivkraft als Funktion der Temperatur. 
Als Koerzitivkraft haben wir, wie aus Fig. 6 hervorgeht, 
diejenige Feldstärke — H, zu bezeichnen, bei der die gescherte 
Kurve eine vertikale Tangente hat. 


Setzen wir 
M 
(97) vH=x,yK=x, = y, 
: (re) 
so folgt aus (89), (90) und (92) 
(98> y = Lx) = L(x'+ytga) 
Durch Differentiation ergibt sich aus (98) 
dy Se: 
dz'+tga.dy E 


1) P. WeiB, Bull. des séances de la s0ç. Franç. de Phys. 1907. Separat- 
Abdruck pag. 7. 

2) P. Wei8 und H.Kamerlingh Onnes, Journ. de phys. 1910. Separat- 
Abdruck S. 4. 
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oder 
dy L’ 


(9) de 1-Lige 


Dieser Ausdruck, und somit nach (97) a + wird aber unend- 


lich wenn 
(100) L' = —— = ctgo. 


Die Abszisse 2’ dieses Kurvenpunktes ergibt sich nach (91) 
mit den Bezeichnungen (97) zu 


a 2z—-ytga 
oder nach (98) und (100) zu 
(101) dr. 
dx 
ji à ML ME 9. RE und nach (92) u. (100) 
1 
ON ne mr à 
dx 
ist, so kann man (101) auch 
HU dL 
schreiben. 
he 
= JE 160 dvd 2 1 el er 
el Piel LL lt 
+ ef Po 2 OT TE 


0 0] 02 05 de 05 08 07 8 0$ 10 
Fig. 10. 
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Die Gleichung (102) ergibt also 2, aus (100) und (92) 


NM,’ 

RET T dL : : 
folgt ctga — NME T I0 te Tragen wir also als Abszisse 
dL dL mAH, 
GE als Ordinate L dr ei auf (Fig. 10), so erhalten wir NHs 


als Fanktion von = Die hier in Betracht kommende Funktion 


Le ist in der Funktionentabelle Kolonne 5 berechnet. 


Geometrisch ergibt sich der Punkt der Magnetisierungskurve, 
in welchem der plôtzliche senkrechte Abfall stattfindet, durch 
Scherung des Punktes der Kurve y — L(x), in welchem die Tan- 
gente parallel der Scherungslinie ist (vgl. GI. (100). 

Die Beziehung zwischen H, und T' ist noch nicht experimentell 
an Kristallen festgelegt worden. 

Bemerkung: Durch die Scherung der Kurve Fig. 7, die man 
M 
tigen Wert einer beobachteten Magnetisierungskurve eines ferromag- 


netischen Kristalls erhält, bekommt man + als Fuanktion von 
co 


etwa s0 einrichten kann, daB die relative Remanenz den rich- 


7H = 27 E- Die Beobachtung ergibt direkt M als Funktion von H. 


Die Verhältnisse, in denen man sämtliche beobachteten Ordinaten 
resp. Abscissen vergrôBern muf, um die beobachtete Kurve mit der 
theoretischen zur Deckung zu bringen, ergeben also _—. und 27 
(se) 
Da nan # (vgl. S. 130) und 7 bekannt sind, s0 folgt hieraus das 
Moment uw des einzelnen Elementarmagneten, und da M, — Nu 
ist ?), so folgt ferner die Anzahl N der in der Volumeinheit befind- 
lichen Magnetonen. Diese molekulartheoretisch wichtigen GrôBen 
müften sich also aus den WeiBschen Beobachtungen am Pyrrhotin 
bestimmen lassen. 


2. Berücksichtigung des molekularen Feldes in erster 
Näherung. 


Ist yA nicht mebr so klein, daB man es vollkommen vernach- 


lässigen kann, aber doch noch nicht so groB, daB seine vierten 
Potenzen berücksichtigt werden mtüften, so erhält man aus den 


; 1) Dieses N darf nicht mit dem in Formel (90)f. benutzten verwechselt 
werden. 
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_ersten beiden Gliedern der unendlichen Reïhe (81) für Æ— A 
M 


(103) = = PL(4)+ L'G4).74) 5e 


+ (4L" (74) (A) + L'(74) GA) 


oder mit Beachtung der für L und seine Ableitungen gültigen 
Reïhenentwickelungen 


AE 
L'(&) = __- 
(104) 
L'(x) 2œs _2z 
15 
[124 eus 2 
L''(o}= = 
M _yX 7° A* »K° ” y'A 
con, = 0) = 16H) (1-2). 


Für X > À hatten wir bereits durch Abbrechen der Reihe (82 
nach dem zweiten Gliede (vgl. GI. (88)) gefanden 


MU 7 AL: 
(106) Sn = 200) 1-1 GE)| 
Will man aus diesen Gleichungen die Remanenz als Funktion 
der Temperatur berechnen, s0 hat man aus (105) zunächst den 
Winkel 8 zu bilden, den die Tangente im Nullpunkte mit der 


Ordinatenaxe einschlieft. Es folgt 


fils 


To. 12 = Hate 
dep = ue = LO(I-H)= 3-15) 
Ferner ist (vgl. 92) 


KT 


Die Übergangstemperatur @ vom ferromagnetischen zum para- 
magnetischen Zustande ergibt sich also aus der Beziehung « — 8 zu 


o = uNIL,, fi A’ _ NM th ) 
FAST LUE. «9 ) 0% € Ee 
oder wenn man für das @ in der Klammer den Näherungswert 


uNM, 
3% 


einsetzt, 
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L uN | = Fe) 
D St | DU 
So folgt aus (106) und (107) mit Benutzung von (108) für 
K> A 


(108) 


: x 
oder wenn man y = 17 und genähert nach (107) JF = L@ Ne 
setzt, 


Go) + 


= Leon (620 


(110) Fe = L@ Du $ne | 
wird. 

Berechnet man, wie WeiB das tut, le und ra nach den 
Formeln = = Ee. resp. re — L(x) anstatt nach (109) und 
(110), so wird für niedrige Temperaturen, d. h. groBe x, für die 
SR sich der Einheit nähert, die Ordinate für eine bestimmte 


Abszisse zu groB. In diesem Sinne liegen die Abweichungen 
der beobachteten Kurve von der berechneten, wir wollen es 
aber dahingestellt sein lassen, ob die Nichtberücksichtigung des 
molekularen Feldes der Grund der Differenzen ist. 


8. Die Magnetisierungskurve in der Nähe 
des absoluten Nullpankts. 

SchlieBlich soll noch in unmittelbarer Nähe des absoluten Null- 
punkts die Magnetisierungskurve berechnet werden, weil die s0 
gefundenen Formeln den direkten AnschluB an die für T = 0 
gültigen Formeln der ersten Abhandlung bilden. 

Es sei also yA eine sehr grofe Zahl. 

Dan ist für K> À yK = x a fortiori groB, und es gilt 
genähert 
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L@ =1-+ 
L' = + 
L'( = À, 


ant. 
Ps 


allgemein (aufer fürn 10h La) = (-1)" 


Demnach wird aus der Formel (82), wenn wir - = f setzen, 


M ES RC 

Os aise net a2io Dar) 

Nun läft sich die Reiïhe 

œo . 

À, (2v—1)(2»+1) 

leicht folgendermafen in geschlossener Form darstellen: 
Nach (112) ist 


(112) U = 


L'obo tr. 2 Vera, Le 
€ dé mue, dr rise jrs 
also 
66, 1+6 


Die untere Grenze ist Null, da Ut für € — 0 verschwinden muf. 
Die Ausführung der Quadratur ergibt 


lol -.drh 1 
(113) U — ns es 
sodaB nach (111) für X => À 


(114) : 


_. 
A 


13 CU ds 
me Le 


wird, wo £ — £ ist und x — yXK einen grofen Wert hat. (Die 


Zahl 4 ist bereits als gro anzusehen.) 
Unter derselben Bedingung, da8 yA gro8 ist, folgt für X < À 


aus (81), wenn £ — = gesetzt wird, 


Le © gai 


2 
= 564,2, Grrl@vrs 


(115) 


156 R. Gans, 


Setzen wir, um (115) in geschlossene Form zu bringen, 


œ@ gent 


Le — À @v+DGr+5) 


soda$ 


ist, so wird 
_. bi 1 1—£é 1) 
= nées) 
also nach (115) für Æ < À 
M 1 1 1— ES, 
D ge 2 Dar or + 
wo Ë — = ist und yA einen grofen Wert hat. 


Die Formeln (114) und (117), gehen für 7 = 0, d.h. y — . 
in die Formeln I (159) und (160) 
Ho IP à £ M 12K 
M 8x M eu 
über. 


$ 10. Der paramagnetische Zustand ferromagnetischer Stoffe. 


Um Formeln für den paramagnetischen Zustand zu erhalten, 
darf man sich in der Reïhe (81) auf das erste Glied beschränken, 
welches eine lineare Abhängigkeit der Magnetisierung von ÆK 
und nach (71) auch von H ergibt, denn es sind keine Beobachtungen 
bis jetzt bekannt, die auf eine Abhängigkeit des Susceptibilität 
von der Feldstärke bei paramagnetischen Stoffen schlieBen lassen. 
(Das wird eventuell daran liegen, daB wir nur in der Lage sind, 
Felder bis zur Hôhe von ungefähr 40000 GauB herzustellen.) 

In dieser Näherung lautet (81) 


M 


(118) M = 34 F(Y4)K, 
wenn wir zur Abkürzung 
(119) 2L(74)+7AL'(y4) = F(y4) 
setzen. | 

Da aber nach (71) 
(120) K = H+NM 


ist, so folgt 
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e F(y4)H 


su 


(121) HN Etre ae © 
1-5 F(y4) 


Hat die Temperatur solche Werte, daf 
. 


F(y4)<1 


aM 


ist, so ist x — 14 © 0 also der Zustand für H —= 0 stabil, 


und zwar ist 
_ Le F(y4) 
es ps se The 


F(yA) 


als Susceptibilität des Mediums anzusprechen. 
Ist dagegen 
NM, 


so ist nach den Betrachtungen des 8 8 der Zustand für H = 0, 
M = 0 labil, der Kôrper also ferromagnetisch. 
Aus der Gleichung 


(123) _. 1"& 


ergibt sich ein Wert y, und somit eine Temperatur @, die als 
Übergangstemperatur aus dem ferromagnetischen in den para- 
magnetischen Zustand anzusehen ist. 

Durch Einführung von (123) in (122) schreibt sich diese 
Gleichung 

1 Len 
Fu HIDE Liie 
F(74) F(,4) 


Sind yA und 7,4 sehr kleine GrôBen, soda8 wir uns in (119) 
auf die erste Potenz beschränken kônnen, so wird (vgl. (104)) 


A 
F(y4) = 4 = Ê%, 

(126) 7 
F (y, 4) FE es 
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sodaB (124) in 
(2) 
übergeht. 
Ist © klein gegen T, s0 ist 
9 


eine Näherungsformel für (126), die also Gültigkeit beansprucht, 
Ce Ur ed (4 
solange © and T kleine Zablen sind. 

Die Formel (127) ist der Ausdruck eines von Curie aufge- 
stellten Gesetzes, nach dem die Susceptibilität paramagnetischer 
Stoffe der absoluten Temperatur umgekehrt proportional ist. 

1 


In der Funktionentafel Kolonne 6 und 7 ist F es) als Fanktion 


von - berechnet und in Fig. 11 graphisch dargestellt; die Ab- 


scissen dieser Kurve sind somit der absoluten Temperatur pro- 
portional. 


19 

Re Heu" 
bed mens] d'en 
Lo PE LE 1 A Le 
PR A AE NE ON A PES 51 
A DE ER RE PP EE AP 
ES tell 24h. s fact seat do 4100 on 
EE PAR 1 A EN QE EP 
DEEE PE 
10 4 
all EE ARRETE 
a RES A 2 2 22 A I 
ss Abuletslet fu le ete 
DA FE EE PES D ee en A PE EE 
sr Ne nee 
RATER L IEEE 


00 01 02 Q3 Ok 05 OS O7 08 O9 10 11 12 13 14 15 18 
Fig. 11. 
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Die Formel (126) ist bereits von WeiB!) aufgestellt und mit 
den Curieschen Experimenten verglichen worden. 


$ 11. Die Energie ferromagnetischer Kristalle. 


Die magnetische Energie der Volumeinheit eines Elementar- 

komplexes kônnen wir auf Grund der Formel (23) 

(128) w = —$5(m,bt) 

berechnen, wenn m das magnetische Moment eines Magnetons be- 
deutet, # das von den übrigen Magnetonen am Orte des betrachteten 
hervorgerufene Feld (erregende Kraft) und die Summe über sämt- 
liche Magnetonen der Volumeinheit erstreckt wird. 

Wir greifen von allen Magnetonen der Volumeinheit eine aus- 
gezeichnete Gruppe (vgl. $ 2) heraus. Für diese hat die erregende 
Kraft b, die sich aus ÆX und À zusammensetzt, einen festen 
Wert, sowohl was GrüBe als auch was Richtung anbetrifft. Pro- 
jizieren wir die Momente sämtlicher Magnetonen der Gruppe auf 
die Richtung von b und summieren, so erhalten wir einen Wert, 
den wir in $ 5 (49) mit dM bezeichnet haben. Es war 


(129) am = TE L(a)de, 


also ist der Beitrag dieser ausgezeichneten Gruppe zur Energie- 
dichte 


(TOP -dho ET OM + ÿL (0) sin 9’ 49’ dg" 
und somit durch Integration über 9' und y’ die Energiedichte selbst 
F1 
(131) te LE [ GL (a) sin #49". 
0 
Nach I (156) ist aber 
(132) bdÿ = — AK sin 9’ d9", 
also 
PAL ATEN 
(389)  w—- 72 j jé L()b' dé für K< A 
und 
M K+A 
(183 b) w—= —--—? 1? L(a)b'db für X> 4. 
FAR Jus 


1) P. WeiB, Bull. des séances de la Soc. Franc. d. Phys. 1907, - Separat- 
abdruck, pag. 24. 
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Um die in (133a) angedeutete Integration auszuführen, ent- 
wickeln wir, wie in & 9 (80) L(a) nach Potenzen von b — 4 und 
führen u — b— À als neue Integrationsvariable ein. 

Dadurch erhalten wir für X < À 


Msn NL (YA) 
4 AK n—=0 n! 


+EÆ 
(134) 1 = — [ u"(u* +2 Au+ 4°) du 
—K 
und durch Ausführung der Quadratur 


035) 0 = - 5e ÎL4yA+ À [L°(74) Er+1) @r+2) 


2 


9 LE+9 À) À (2 +2) L LA A) ( A°)] 2) (4) , 
+ (74)74.(2v HA) POIL ons sont 

In analoger Weise ergibt sich aus (133b), wenn wir, wie in 
$ 9 pag 28 L(a) nach Potenzen von (ÿ— X) entwickeln und s0- 
dann ÿ — X — « substituieren, für X = À 


Mssohop a (PI) be rt do 
(136) w = — LAK va Er J_ U"(u°+2uX + K°)du 
and durch Ausführung der Quadratar 

M, K CAR 
(1387) % = — > —]LZ(YÆ)+ Z IL (7K)(2v+1)(2v +2) 


L 2 LH) (7Æ) vX. (2v + 2) + re) (yK) (7K)] 2) as , 


Ist À s0 klein, daf es vernachlässigt werden kann, s0 folgt 
aus (137) | 


(138) 0m, SEE) 
und mit Benutzung von (89) 
(139) ha SE 


Ist im ferromagnetischen Zustande kein äuBeres Feld vor- 
handen, 80 ist nach (71) 


(140) K = NM, 
sodaB aus (139) 
(141) es Re 


sich ergibt. 


nn innt rtnhs 
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Diese Formel hat Weif') mit groBem Erfolge auf die Er- 
klärung des anomalen Verhaltens der spezifischen Wärme ferro- 
magnetischer Materialien bei verschiedenen Temperaturen angewandt. 


Nicht nur durch Berechnung der magnetischen Energie, son- 
dern auch durch Ermittlung der Entropie läBt sich die Wärme- 
aufnahme bei Anderung der Temperatur und der Magnetisierung 
bestimmen. 


Um die Entropie zu finden, greifen wir auf die Verteilungs- 
funktion (vgl. (42)) 


1 m Fe 
2 47 6 FATE à 008 8 


(142) f = Ce 
zurück. 


Indem wir das molekulare Feld À vernachlässigen, sehen wir 


aus (46), daB a — a ist. 


C'ergibt sich dabei aus der Gleichung 
D x 
ÎT fat anae sinede — N 
—@o 0 


zu 
Na m 
Lu, ne ner 


Setzen wir den so gefundenen Wert von f in den Ausdruck 
(32) für die Entropie ein und berechnen die Entropie des Vo- 
lumens V, indem wir die Gesamtzahl der Magnetonen 
(144) R = NV 


einführen, so erhalten wir 
3 a 
(45) S = N Ë le T+le lg — a Ots al + Const. 


Die Wärmemenge, deren man bedarf, um die Temperatur um 
aT, die GrôBe a um da zu erhôhen, ist unter der Annahme, daf 
der Elementarkomplex sein Volumen V unverändert beibehält, 

3 1 1 
(148)  dQ = TdS = 5 NKIT WE Ta e 3 as) da. 


rt HX 


Substituieren wir im letzten Term für «a seinen We LT 


1) P. WeiB u. Paul-N. Beck, Journ. de phys. 1908. 
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M 
= _ en LE nach (87) dL(a) = d-7— 


erhalten wir mit Berücksichtigung von (144) 
(147) dQ = 3 NKkAT — VKdM. 

Der erste Term ist der normalen spezifischen Wärme, der 
zweite der anomalen spezifischen Wärme infolge der magnetischen 


Energieumsetzungen proportional. 
Wirkt kein äuferes Feld, so ist nach (71) 


und für (e- 


K = NM, 
sodaB der zweite Term in (147) 
VN dM° 
—— T = — 
VNMaM SL aT 


wird. Hier ist M, da $ — O ist, durch die Remanenz M, zu er- 
setzen, deren Temperaturabhängigkeit in Figur 9 dargestellt ist. 
Das ist aber gerade die von Wei abgeleitete Beziehung. 


$ 12. Funktionentafel. 


1 2 3 4 5 6 7 
L (x) dL (x) dL(æx) 1 1 

Si 2@) x dæ LS dx F(x) z 
0.0 0.00000 0.3333 0.3333 0.0000 CO CO 
0.1 0.03331 0.3331 0.3327 0.0000 10.03 10.0000 
0.2 0.06650 0.383325 0.3307 0.0004 5.022 5.0000 
0.3 0.09942 0.3314 0.3276 0.0011 3.366 8.3333 
0.4 0.13188 0.3297 0.3229 0.0027 2.546 3.5000 
0.5 0.16395 0.3279 0.3173 0.0053 2.056 2.000 
0.6 0.19537 0.3256 0.3106 0.0090 1.733 1.667 
0.7 0.22605 0.3229 0.3030 0.0139 1.505 1.429 
0.8 0.25596 0.3199 0.2946 0.0203 1.338 1.250 
0.9 0.28495 0.3166 0.2855 0.0280 1.210 1.111 
1.0 0.381306 0.3131 0.2759 0.0371 1.109 1.000 
il 0.384064 0.3097 0.2659 0.0481 1.027 0.909 
1.2 0.36620 0.3052 0.2555 0.0596 0.9625 0.833 
1.8 0.39123 0.3009 0.2450 0.0727 0.9082 0.769 
1.4 0.41520 0.2966 0.2344 0.0871 0.8636 0.714 
1.5 0.43812 0.2921 0.2239 0.1023 0.8250 0.667 
1.6 0.46000 0.2875 0.2134 0.1186 0.7930 0.625 
1.7 0.48081 0.2828 0.2031 0.1356 0.7661 0.583 
1.8 0.50064 0.2781 0.1932 0.1529 0.7413 0.556 
1.9 0.51944 0.2733 0.1834 0.1709 0.7211 0.526 
2.0 0.53731 0.2687 0.1740 0.1893 0.7028 0.500 
241 0.55426 0.2639 0.1650 0.2078 0.6873 0.476 
2.2 0.57025 0.2592 0.1563 0.2264 0.6738 0.454 
2.3 0.58552 0.2546 0.1480 0.2451 0.6617 0.436 
2,4 0.59993 0.2499 0.1401 0.2637 0.65610 0.417 


Di 


+ 8 


He 09 Go co oc 12 NN D 
© DOBNDO WI 


4.2 


2 
L (a) 


0.615356 
0.62648 
0.63870 
0.65028 


. 0.66124 


0.67162 
0.69083 
0.70811 
0.72372 
0.73786 


0.75067 
0.76238 
0.77303 
0.78282 
0.79181 


0.80010 
0.80776 
0.81486 
0.82145 
0.82761 


0.83335 
0.83871 
0.84375 
0.84848 
0.85294 


0.85714 
0.86111 
0.86487 
0.86842 
0.87180 


0.87500 
0.87805 
0.88095 
0.88372 
0.88636 


0.88889 
0.89130 
0.89362 
0.89583 
0.89796 


0.90000 : 


0.90909 
0.91667 
0.92308 
0.928567 


0.93333 
0.937650 
0.94118 
0.94444 
0.947387 
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3 


L(x) 
x 


0.2455 
0.2409 
0.2365 
0.2322 
0.2279 


0.2239 
0.2159 
0.2083 
0.2010 
0.1942 


0.1876 
0.1816 
0.1757 
0.1702 
0.1650 


0.1601 
0.1553 
0.1503 
0.1467 
0.1427 


0.1389 
0.1353 
0.1318 
0.1286 
0.1254 


0.1224 
0.1196 
0.1169 
0.1143 
0.1118 


0.1094 
0.1071 
0.1049 
0.1028 
0.1007 


0.0983 
0.0969 
0.0951 
0.0933 
0.0916 


0.0900 
0.0826 
0.0764 
0.0710 
0.0663 


0.0622 
0.0586 
0.05654 
0.0525 
0.0498 


4 


dL (x) 
dx 


0.1328 
0.1256 
0.1190 
0.1127 
0.1067 


0.1011 
0.0910 
0.0820 
0.0742 
0.0673 


0.0612 
0.0558 
0.0511 
0.0469 
0.0431 


0.0398 


0.0369 


0.0342 
0.0319 
0.0297 


0.0278 
0.0259 
0.0244 
0.0229 
0.0216 


0.0204 
0.0193 
0.0183 
0.0173 
0.0164 


0.0156 


0.0149 
0.0142 
0.0135 
0.0129 


0.0123 
0.0118 
0.0113 
0.0108 
0.0104 


0.0100 
0.0083 
0.0069 
0.0059 
0.0051 


0.0044 
0.0039 
0.0035 
0.0031 
0.0028 


5 


0.2816 
0.2999 
0.3174 
0.3347 
0.3518 


0.3682 
0.3996 
0.4293 
0.4566 
0.4821 


0.5060 
0.5281 
0.5482 
0.5670 
0.5849 


0.6010 
0.6159 
0.6302 
0.6428 
0.6553 


0.6665 
0.6781 
0.6875 
0.6974 
0.7060 


0.7143 
0.7222 
0.7297 
0.7368 
0.7436 


0.7500 
0.7561 
0.7619 
0.7674 
0.7727 


0.7778 
0.7826 
0.7872 
0.7917 
0.7959 


0.8000 
0.8182 
0.8333 
0.8461 
0.8571 


0.8667 
0.8750 
0.8824 
0.8889 
0.8947 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys, Ki, 1911. Hoft 2. 
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285858 SEXE FENES «à 


8282 


BR. Gans, zur Elektronentheorie des Ferromagnetismus. 


2 
L(«) 


0.95000 
0.95238 
0.95454 
0.95652 
0.95833 


0.96000 
0.96154 
0.96296 
0.96429 
0.96552 


0.96667 
0.97500 
0.98000 
0.98333 
0.98571 


0.98750 
0.98889 
0.939000 


3 


L(x) 
z 


0.0476 
0.0453 
0.0434 
0.0416 
0.0399 


0.0384 
0.0370 
0.0357 
0.0344 
0.0333 


0.0322 
0.0244 
0.0196 
0.0164 
0.0141 


0.0123 
00110 
0.0099 


4 
dL(x) 
dx 
0.0025 
0.0023 
0.0021 


0.0019 
0.0017 


0.0016 
0.0015 
0.0014 
0.0013 
0.0012 


0.0011 
0.0006 
0.0004 
0.0003 


0.0002 


0.0002 
0.0001 
0.0001 


Tübingen, Physikalisches Institut. 24. Febr. 1911. 


Meteorologische Beobachtungen in der Südsee, 
gesammelt vom Samoa-Observatorium. 


Von 
G. Angenheïster und C. Rohloff. 


Vorgelegt von E. Wiechert in der Sitzung vom 25. Februar 1911. 


Seit einigen Jahren bemüht sich das Samoa -Observatorium 
auch von anderen Plätzen der Südsee meteorologische Daten zu 
erhalten. Dr. F. Linke hat in der meteorologischen Zeitschrift 
Juni 1910 einen genauen Bericht hierüber verôffentlicht. Dem 
Bericht ist auch eine Karte beigegeben, aus der die Lage der 
Stationen zu ersehen ist. 

In derselben Zeitschrift Dezember 1909 hat Dr. K. Wegener 
die Bedeutung eines solchen Netzes erôrtert. 

Im folgenden soll nun das, was von dem bis Ende 1908 ge- 
sammelten Material brauchbar erschien, verôffentlicht werden. 

Hoffentlich tragen diese Daten mit dazu bei, die Lücken un- 
serer Kenntnis von den meteorologischen Verhältnissen der Südsee 
auszufüllen. 


Fanning-lnsel 3°51°23” N.Br. 159°21'50” W.L. 

Von dem mittleren inselarmen Teil des aequatorialen Gebietes 
des stillen Ozeans liegen fast gar keine Beobachtungen vor. 

Von den Fanning-Inseln, die zu den niedrigsten Inseln dieses 
Gebietes gehôüren, sind, soviel uns bekannt, bisher noch keine Be- 
obachtungen verôffentlicht worden. Die Beobachtungen wurden 
ausgefübrt von den Beamten der englischen Kabelstation. 

Die Luftdruckbeobachtungen von Fanning erstrecken 
sich bisher leider nur auf 2 Jahre. Sie zeigen einen Gang der 
sehr tiberrascht und sich vielleicht aus der PAARERRT ER Lage 

| ge 
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der kleinen Insel erklären läBt. Es weisen nämlich die Monats- 
mittel im Lauf des Jahres zwei Maxima und zwei Minima auf, 
wie Figur 1 zeigt. Der Ort hat nämlich zwei Sommer, wenn die 


Jabreszeitlicher Gang des Luftdrucks auf den Fanning-Inseln. 


POS EL CTE CLS UT 
Fig. 1. 


Sonne im Zenit steht, und zwei Winter, wenn sie auf den Wende- 
kreisen steht. Die Schwankungen sind recht gering, jedoch gut 
ausgeprägt. Im einzelnen ist der Verlauf vielleicht folgender- 
maBen zu erklären. 

Im Mai steht die Insel im Bereich des nordpazifischen Baro- 
metermaximums. Dieses verlagert sich im nôrdlichen Sommer nord- 
wärts, was auf Fanning eine Abnahme des Druckes zur Folge hat. 
Gleichzeitig aber dringt das südostpazifische Maximum weiter 
nordwärts vor, und veranlaBt schon im August von neuem den 
Anstieg des Druckes. Das Maximum wird im Oktober erreicht, 
und nun beginnt das südostpazifische Maximum wieder südwärts 
zu wandern; eine Abnahme des Luftdruckes in Fanning ist die 
Folge, die noch durch das westwärts Dringen des australischen 
Minimums um diese Zeit unterstützt wird; der niedrigste Baro- 
meterstand wird im Januar erreicht. Inzwischen kommt wieder 
das nordpazifische Maximum näher, was wieder einen Anstieg bis 
zum Mai veranlaft. 

Die Windbeobachtungen von Fanning zeigen, daB die 
Insel fast das ganze Jahr hindurch im Gebiete der S.E.-Passat- 
winde liegt. Die fast 4 nôrdlicher Breite gelegene Insel gehôrt 
also meteorologisch noch zur südlichen Halbkugel. Der S.E.-Passat 
greift dort über den Aequator hinaus, der meteorologische Aequator 
verläuft n6rdlich von Fanning. 

 Figur 2 zeigt die jahreszeitliche Drehung des Windes, die 
recht gering ist und nur selten nôrdliche Komponenten aufweist. 
Die mittlere Windrichtung im Lauf der 4 Jahre ist fast genau 
ESE. 

Nach den Schätzungen der Windstärke in den letzten 9 Mo- 
naten von 1908 ändert sich das Monatsmittel wenig mit der Jahre- 
zeit und beträgt etwa 4.3 der zehnteiligen Skala. 
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Die Temperaturverhältnisse sind so, wie sie bei einer 
s0 kleinen Insel in Aequatornähe erwartet werden kônnen. Die 
mittlere tägliche Amplitude im Mittel zweier Jahre beträgt nur 3. 
Die für die aequatoriale Lage bekannte Tendenz Maxima zu den 
Aequinoxien zu zeigen, ist wohl wegen der geringen Zahl der 
Jahre noch unscharf ausgeprägt. 


Jahreszeitliche Verteilung der 
Regenmenge auf d. Fanning-Inseln. 


Jan. Môrz Mai Jui Sept Nov. 


Monatliche Regenhôühe in mm. 
Jan. Môrz Mai Jul Sept. Nov. Jan. März 
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Die Regenmenge ist beträgtlich, ire Summe beträgt etwa 
im Mittel der vorliegenden Beobachtungsjahre 3700mm. Fanning 
unterscheidet sich hier erheblich von der 4° S., 155° W. gelegenen 
regenarmen Nachbarinsel Malden. 

Figur 3 zeigt die jahreszeitliche Verteilung der Regenmengen, 
eine doppelte Regenzeit ist angedeutet. 

Seit April 1907 wurden auf Veranlassung des Samoa-Obser- 
vatoriums auf den Fanning-Inseln auch Wolkenbeobachtungen 
angestellt, um dadurch vor allem etwas über die Winddrehung mit 
der Hôhe zu ermitteln. 

Gerade für Fanning ist die Drehung des Windes mit der 
Hôhe von besonderem Interesse. Bidlingmaier hat am Aequator 
im Atlantik Ci. aus ENE beobachtet. 

Die Beobachtung auf Fanning ergibt nun für die verschiedenen 
Wolkentypen eine mittlere Richtung, die fast genau mit der Wind- 
richtung für dieselbe Zeit übereinstimmt, wie Figur 2 zeigt. Hierbei 
ist allerdings môglich, daf die verhältnismäBig recht oft ver- 
zeichneten Cirren, falsche Cirren gewesen sind, die in erheblich 
niedrigeren Hôhen fliegen. 

Die Richtung der Wolkenbewegung ist gegen die untere Wind- 
richtung nur sehr wenig gedreht. Im April und Juli scheint eine 
kleine nôrdliche Drehung mit der Hôhe hervorzutreten. Offenbar 
liegt die Insel sehr nahe am metecrologischen Aequator, wo das 
ganze Jahr hindurch die ôstlichen Winde auch bis in grôBere 
Hôhen hinaufreichen. Da Wolkenobeobachtungen aus dem mitt- 
leren Gebiet des stillen Ozeans (mit Ausnahme der Beobachtungen 
am Samoa-Observatorium) noch nicht verôffentlicht wurden, sollen 
. diese Beobachtungen hier ausfübrlich mitgeteilt werden. (cf. S. 10). 


Gilbert- und Ellis-Inseln. (Gilbert 174 E 1°S). 

Hiervon liegen nur die Beobachtungen von Januar—Mai 1907 
vor. Die Insel hat zu dieser Zeit ENEWinde und trotz des 
südlichen Sommers äuBerst wenig Regen. Die Temperatur um 
9 ist im Mittel dieser Monate 29°4, was ein sehr hohes Tages- 
mittel der Temperatur von etwa 28° vermuten läBt. 

Von den übrigen Inselgruppen von denen hier meteorologische 
Beobachtungen mitgeteilt werden, liegen schon Verôffentlichungen 
vor, die sich aber zum Teil auf andere Jahre und auf andere 
Stationen beziehen, 

Von Suva, Fiji 178°26'E, 18°8'S, an der Küste gelegen, 
liegt ein Jahr 1908 vor; von Rarotonga Avarua 159.5 W 
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21° S 20 Monate; von Nukualofa auf Tongatabu 175° W 
21°.5 S 16 Monate; leider hat hier die Beobachtungszeit gewechselt ; 
von der Insel Vauvau (Tonga-Inseln) 174° W 19°S liegen Regen- 
beobachtungen von 4 Stationen vor, und zwar Neafu (10 Jahre), 
Vaimalo 4 Jahre, Haalaufuli (2 Jahre), Leimatua (1 Jahr). 

Sodann liegen noch einige Orkanbeobachtungen vor. Besonders 
interessant ist die Beobachtung des Orkans vom 2. April 1900 auf 
Tonga durch den Leiter der dortigen Handelsstationen der deutschen 
Handels- und Plantagengesellschaft der Südsee, Herrn Schultz in 
Neafu, Vauvau. Siehe Fig. 4. 


Luftdruck- und Windänderung während des Orkans am 2. IV. 1900 
zu Tonga. 
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Ferner die Beschreibung eines Orkans in Fiji vom 18. III. 
1901, die im Original beigefügt wird. 
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G. Angenheister und C. Rohloff, 
Luftdruckänderung im Centralpazific, Juli- August 1907. 
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In Fig. 5 ist der Verlauf einer grofen Luftdruckstôrung des 
Centralpacific dargestellt. Die Stationen sind ihrer Breite ent- 
sprechend geordnet, Fanning-Island, Iva (E. Savaü), Alcipata (E. 
Upoln), Apia, Nukualofu (Tongatabu) und Cook-Island. 


1901: March 13th & 14th. 


Levuka. 16. 52$S: 177. 2BE Yasawa: N. W. by W. 54 West; 
distance 100 miles from Levuka. | 

At 4 p.m. on the 13th at Yasawa ira. Houses were blown 
down and cocoanut trees destroyed but in what direction the wind 
was ÏI do not know. 

In Levuka at 4p.m. on the 13th, the wind was N.E. thick 
and rainy and heavy squalls. Bar. 29.85 (Fahrenheit) no fall of the 
bar occurred below 29.85 till after 10 p. m. At 11 p.m. the wind 
was S.E. and the bar 29.60, the bar then fell rapidly and at 1.30 a. m. 
the 14th was 28.40, the wind was S. W. an it was calm at 2.30 
a. m. The peculiarity of this hurricane was that there was con- 
tinual lightning from midnight till 2.a.m.and that when 
the bar reached 28,40 it jumped from 28.40 to 29.20; that is 8/10 
of an inch rising and falling from 28.40 to 29.20 in about 3 
or 4 seconds, but each time rising a little till it stood at 29.20 
and gradually rose to about 29.90. 

This Cyclone travelled $S. E. by E 4 E. at the rate of about 
11 miles (sea) per hour. 
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Fanning Island. 1904—1908. (3%1'23” N.Br. 159° 21’ 50" W.L.). 
SEE 


1904 (Mittelwerte) 1905 (Mittelwerte) 


SR , 
Temperatur Regen Wind Temperatur Regen Wind 
Monat æ © IE en & 2 $ = 2 20 
4 [SE Sa |Ss| $ £ ë |É_.E sg |8S| $ 5 
8 [8% | Max. | Min. | 6 | —5 S + æ | .%2 | Max. | Min WE |[—£ 5 £ 
8:82 2 3 | € à SMS 9 |ES5S A So las © 
# (3° Sens 2 DE 3 |4 £ me |SS| 4 à 
E m/m E m/m FA 


© 0 0 (] 0 
Januar 26.6 | 22 E 32S |288 | 27 |9296 | 26.8 | 4825 | 14 | N%E 
Februar 270 | 2.1 E18S | 284 | 27 |998 | 271 | 5585 | 14 | NE 
März 27.4 | 24 E 328 | 286 | 27 |300 | 272 | 5775 |! 13 | NE 
April 27.3 | 2.5 E 9S |278 | 25 |929.2 | 26.8 |13462 | 23 | NE 
Mai 28.0 | 2.5 N76E | 276 | 18 |285 | 26.7 | 736.6 | 16 E 
Juni 28.2 | 24 ES32S | 273 | 8.8 |990 | 25.8 | 393.8 | 15 | E 365 
Juli 27.8 | 28 E 368 | 275 | 33 |9992 | 257 | 3300 | 13 E 
August 283 | 2.5 E27S | 276 | 38 |296 | 25.6 | 1624! 6! NaE 
September | 28.6 | 2.8 E58S | 274 | 45 |296 | 248 | 1207 | 5 | E654S 
Oktober 28.8 | 27 E 40S | 278 | 43 | 296 | 25.1 | 2160| 5 | Eszs 
November |291 | 29 7 E 68S | 27.7 | 47 |301 | 252 | 1080 | 4 | Es 
Dezember | 285 | 3.0 17 E22S | 269 | 44 |9292 | 248 | 2560 | 8 | E405 

el NI Ut 0 RER A0 GE 


& 
Es 
[ve] 
S 
Ë 
3 
®œ 
E 
a 
Es 


Mittel 


0 0 0 (1 0 
Jabr oo | 26 Re Be 3916.1 | 136 | E 298 | 277 | s4 |295 | 260 [sos 86 | E 4'8 
südl. Sommer, 27.6 | 26 | 80.6 | 25.0 |21602! 73 | Eo8s | 2719 | 53 |298 | 268 [23077 | 7 E 78 
n Winter | 283 | 26 |312 | 255 |17648 | 63 | E 298 | 276 | 86 |2992 | 265.6 |194956 a E 20 S 
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Wolkenbeobachtungen in Fanning-Island 1908. 


Wind- : : | : Bewôlkungs- 
richtung Cumul.-Strat.| Cumulus | Cirro-Strat. Cirrus | Mittel grad 
April 9 | E 48 | ES | N7E E E 48 E 5.1 
5 n 9 » | E 4 S | N&E | Na E | E s 64 
Mitt. n 4 y | NS E | N&E E Er 
Mai 92 550 Pres ms Pau 4 E 36 $S E 32 S$ E 32 S$S pi Re çy 5.5 
5P 7 10010, » 18, » 22 , » 45 , » 27 » 6.5 
Mitt me E RAGE» » 27 , » 36 » 30 , 
Juni Ya F rlO » 86, » 45 » » 32 ; » 45 n40, 5.1 
5P n 2. » 36 » » 4084 0 » 32 , 7.0 
Mitt. Cie » 40 ; »n 932 , » 45 n 36 , 
Juli 92 » 50 » p 18 ” n 27 ] n 58 » » 36 » » 936 » 4.4 
5P » 21 ” n Pr ” » 54 FT 0 ,) 32 » 6.3 
Mitt. Fr Lan n 270.9 » 04 , » 36 » DCI 
August 98 ” 49 n ” 45 ” » 40 » » 45 » » 45 » à » 45 5 5.2 
5P 1 45 » »14D 0; » 45 , » 45 ; » 45 » 6. 
Mitt. 710 0 n 45 » » 45 ;, » 45 » 45 ; 
September 92 » 36 , » 36 , n 45 » » 32 » 32 » » 36 4.8 
5P s 7 0 n 36 » » 22 » 45 » 40 5.8 
Mitt. n 30. n 45 » » 27 » » 86 » » 39 
Oktober 9a n Ô0 » » 45 0] n 04 ; » 36 » » 40 ; » 45 » 45 
5p » 45 , n 04 » n 68 , » 63 » n 94 5.5 
Mitt. ” 45 ” n 54 , » 00 » » DO .n » 00 » 
November 9P 7 JO n 36 »n 40 ;, » 36 , » 36 » » 36 ;, 4.7 
54 n 36 ; n 36 » n 40 » 36 » » 36 , 5.3 
Mitt. n 86 n n 36 » » 36 ”» » 36 »” » 36 »” 
Dezember 9a ” 27 ” n 32 n » 22 » » 9 » » 40 ” » 27 » 5.1 
5p n 45 ) » 16, 1180 » l4 7 LA, 5.2 
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Gilbert- und Ellis-Island 1907 (Gilbert 174°E 1°S) 
Beobachtungszeit 9 a. m. 


# | à 
s s . . 
5 Ë Mittl. Wind- 
8 = Zabl der| ‘ichtung 
EX mn Tage 
| 1 
Januar 29.08 | 761.9 — | — N 68 E 
Februar 28. 7 | 761.9 —— _— N 81 E 
ärz 29. 2 | 761.3 — — N68 E 
April 30. 3 29 1 E 9 S 
Mai 29. 2 | 762.0 34 2 N72E 
Station Suva 1908. 178°26'E 18°8'S. 
Zeit der Beobachtung 9 a. m. 
| 1. Feuchtigk 
& Temperatur ne us à É 5 Ë $ ? 
Ê DE line | & 188 | 24 [28 
S MS RE Lee Mhis |S& |É, 13% 
a a ax.| Min.| À 2 & 2 
À El mn JE lE LÉ 


Januar 156.3 27.00 29.2 | 23.1 | 20.9 | 78 1.5 | 7.0 | 127.8| 20 
Februar 58.1 |28. 1, 29.8 | 28.1 25.7 78 | 420! 5.7 | 817.1| 23 
Mürz 58.4 |27. 8| 29.8 | 229 28.5 | 79 | 460| 6.6 | 304.8| 22 
April 61.0 |26. 5| 28.4| 22.8 | 20.8 | 78 | 6.45| 7.0 | 849.7| 22 
Mai 62.6 |25. 4| 27.4| 21.8] 20.7 | 82 | 7.85| 6.0 | 5616.6| 22 
Juni 63.4 |93. 6| 25.9 | 20.4| 16.2 | 76 | 495| 7.0 | 848| 16 
Juli 64.1 |22. 7| 26.6| 19.31 16.4 | 80 | 2.02| 7.5 | 170.41 14 
August 63.4 |28. 6| 25.6| 20.21 17.6 | 80 | 
September 64.5 |24. 8| 25.9| 17.9| 16.4 | 72 

Oktober 63.4 |24. 7| 26.2| 19.41 17.0 | 72 | 2.25| 7.8 | 125.0, 13 
November 61.7 |26. 1| 27.6 | 22.0] 19.2 | 76 | 6.25| 8.1 a 20 
Dezember 58.7 |28. 4| 30.2 | 22.1] 20.6 | 71 | 9.90| 6.6 | 218.9) 15 


1 
4 

Jabr.-Mittel | 761.4 |25. 7| 27.7| 212] 194 | 77 

südl.Sommer| 591 |27. 3| 29.2! 228| 214 | 76 

südl Winter | 636 |24 2| 261| 200! 174 | 77 | 
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Avarua, Rarotonga (Cook Island). 159°.5 W 21°S. . 
a 


1907 Zeit 9 a. m. , 1908 Zeit 9 a. m. 
4 Q f , 
Regen Temperatur S .20 Regen Temperatur EM FE 3 
Pat] HS 5 |48 | Mittere laual LS) ir 
Menge|" Tr, | Max. | Min. | © | S4 | Windricht. Menge (22h14! Max | Min: | © | 5% | Windricht 

ge E] © Tage 5 2 

 |& à | 5 
Januar | Januar 192. | 20 | 27.9 | 22.6 | 761.4| 790,1 E 98 
Februar Februar 391.3, 25 28.2 | 22.7 | 762.6 | 80 ,, E 328 
März März 820.0! 18 | 27.6 | 22.9 | 761.7| 79 ,, E 145 
April April 144.8 | 15 27.6 | 22.9 761.41 79, E 145 
Mai 276.9| 18 ‘26.0 | 20.1 | 763.8| 74°, E 320$ Mai 281.1 21 25.5 | 201 | 765.8 | 75 ,, E 328 
Juni 92.4! 16 23.4 | 20.1 | 764.2| 72 ,, E 608$ Juni 172.5] 16 24.8 | 18.7 | 764.1| 73, E 548 
Juli 83.1] 11 | 245 | 18.2 | 7645| 71,,| E548S |Juli 119.6| 19 | 249 | 18.2 | 765.4] 73 , | E'50 8 

August 88.4| 18 23.9 | 17.5 | 763.5| 70 E 76S August 1742| 18 26.6 | 21.1 | 766.9 75 ., E 

September -98.7| 11 24.8 | 18.9 | 764.4| 72 ,, E 366$ September 163.8| 18 | 25.1 | 19.6 | 765.9| 78 ,, E 325 
Oktober 23.9] 10 | 26.9 | 20.1 | 765.8| 74 , | E 46 S | Oktober 1849! 17 | 26.0 | 21.5 | 764.7] 77 ,| E 958 
November | 1140! 18 | 26.0 | 20.2 | 768.7] 74 ,,| E 548 [November | 2988| 19 | 25.5 | 20.7 | 765.6| 76 »|l E458 
Dezember 258.2| 19 25.4 | 21.8 | 762.9| 75 ,, E 405 Dezember 299.0| 18 27.6 | 22.3 | 761.6| 79 ,, E 185 
Jabr ; Jahr 3217.4| 294 26.4 | 21.1 | 763.7} 76, E 26 S 
südl. Sommer sûüdl. Sommer! 2071.38 | 115 | 27.4 | 22.4 | 762.0] 79, | E 2 S 
| 26.3 | 199 | 7664| 74: | E929S8 


» Winter | 658.4| 83 24.8 | 19.6 | 76441 72 ,, E 60 8 » Winter | 1046.1| 109 
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Monatl. R 


Tutuila (Samoa - Inseln). 


egenmengen in mm 1900/1908 


 —_—_———_—_——"— "| 


Januar 416.6 
Februar 464.8 
März 1048.9 
April 332,4 
Mai 287.0 
Juni 8.0 
Juli 118.5 
August 76.7 
September 150.6 
Oktober 248.4 
November 497.8 
Dezember 612.1 
Jährl. Menge | 4246.8 


546.0 
736.6 
434.3 
239.3 
383.5 

88.6 
264.2 
156.7 
546.1 
538.5 
467.4 

98.0 


4499.2 


| 327.7 


538.4 
632.5 
322.6 
660.4 
307.3 
317.5 
421.6 
284.4 
261.6 
506.5 
518.2 
274.3 


5044.3 


Pago Pago 


538.4 
436.9 
266.7 
541.0 
210.8 
279.4 
266.7 
332.7 
276.9 
236.2 
556.3 
276.9 


4218.9 


Tutuila 


1904 | 1905 | 1906 


553.7 
307.3 
393.7 
406.4 

87.6 
264.2 
190.5 
269.2 
431.8 
221.0 
312.4 
256.5 


8694.3 


1907 | 1908 


134.6 
252.7 
457.0 
358.1 
472.4 
373.4 
154.9 
188.0 
322.6 
335.3 
360.7 
830.2 


3739,9 


487.7 
538.5 
‘287.0 
662,9 
287.0 
812.8 
817.5 
127.0 
181.9 
602.0 
736.6 
454.7 


5495.0 
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Tonga-Inseln. 
Monatl. Regenmengen in mm 1905/1908. 


Nukualofa 
Tongatuba 


Haalaufuli 
Vauvau 85 m.h. Vauvau 


Leimatua 


Vaimalo (Vauvau) 


Januar 337.8 195.1 |. 387.6 | 441.0 
Februar 350.5 27.9 124.2 318.5 205.3 174.2 | 196.3 | 448.8 | 909.3 
März 150.6 214.6 229.6 311.2 226.5 211.5 | 215.0 613.3 
April 145.5 210.3 166.9 174.2 161.4 89.9 259.3 
Mai 101.3 205.7 138.7 148.6 85.7 | 147.0 | 217.9 
Juni 79.5 68.8 145.0 97.8 187.5 53.0 || 212.7 
Juli 91.7 82.0 54.7 55,7 71.0 54.1 69.9 95.7 
August 132.1 91.4 26.1 149.2 99.9 21.0 99.2 78.2 
September 74.7 210.3 198.6 100.2 145.9 165.3 | 137.8 65.1 
Oktober 101.1 191.3 130.8 54.0 119.8 41.7 42.9 25.9 
November 70.1 406.4 80.8 359.9 229.3 105.8 |! 368.5 86.7 
Dezember 188.2 57.6 145.0 175.2 141.6 172.4 | 168.0 91.5 
Jahresmenge | 1828.1 1961.4 1768.8 | 2028.0 

Zahl der Regentage 
Jaauar 6 16 13 11 9 
Februar 10 12 17 18 19 
März 11 17 20 17 14 
April 11 16 17 15 13 
Mai 12 13 a 9 11 - 
Juni 9 14 9 
Juli 12 10 6 
August 7 8 9 
September 8 8 | 14 
Oktober 4 14 8 8 
November 5 17 9 10 10 | 
Dezember 18 22 | 11 18 117! 


Über die À nderung der Eigenschaften der Metalle 
durch ihre Bearbeitung. 


Von 


G. Tammann. 
Mit 2 Figuren im Text. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 11. März 1911. 


Seit langer Zeit ist bekannt, daB manche Metalle durch ihre 
Bearbeitung in auffallender Weiïse fester werden, und da beim 
Ausglühen die durch Bearbeitung erzielte Verfestigung wieder 
verschwindet. Man braucht nur einen Kupferdraht an einer Stelle 
auszuglühen, um sich sofort von dem enormen Unterschiede in der 
Biegungsfestigkeit der geglühten und der ungeglühten Teile beim 
Biegen mit freier Hand überzeugen zu kônnen. Führt man diesen 
Versach aus, so kann man sich leicht davon überzeugen, daB die 
Stelle, an welcher der Draht mehrmals hin und her gebogen wird, 
fester wird, da die Kraft, welche zur Biegung erforderlich ist, 
mit jeder neuen Biegung zunimmt. 

Man sagt, das Kupfer wird durch die Bearbeitung ,hart“, im 
Verein mit Dr. O. Faust’) konnte aber gezeigt werden, da die 
mit dem Sklerometer gemessene Härte des Kupfers bei seiner Be- 
arbeitung nicht zunimmt. 

Âhnlich wie das Kupfer verhalten sich viele Metalle: Eisen, 
Nickel, Silber und Gold und auch eine Reiïhe von Legierungen 
werden bei der Bearbeitung stark verfestigt. Ja man darf 
behaupten, daB diese Erscheinung allen Metallen eigentümlich 


1) Zeitschr. f. phys. Chemie 76, 8. 108, 1910. 
| | 13* 
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ist, daB sie aber hei verschiedenen Metallen in verschiedenem Mafe 
auftritt. 

Über die Ursache der Verfestigung sind zwei etwas verschie- 
dene Hypothesen geäuBert worden. Man hat angenommen, daf 
es sich bei der Verfestigung um eine Umwandlung in eine andere 
Krystallform, welche thermisch von der ursprünglichen etwas ver- 
schieden ist, oder sogar um die Überführung des Metalles in den 
_amorphen Zustand handelt. Nun lehrt die mikroskopische Beob- 
achtung einer an der zu beanspruchenden Stelle angeschliffenen 
and polierten Ebene, daf sich die Krystallite des Materials gegen 
einander verschieben, und daB hierbei in den Krystalliten Gleit- 
flächen auftreten. Durch die Glejtflächen werden die einzelnen 
Krystallite in sehr viel kleinere Elementar-Krystalle zerteilt, da 
die Gleitebenen als Scharen von in verschiedenen Richtungen ori- 
entierten Ebenen auftreten. 

Die Ansicht, da8 das Metall bei der Überanspruchung in den 
amorphen Zustand übergeführt wird, kann also gegenüber dieser 
Tatsache nicht verteidigt werden, und die Ansicht, daB eine neue 
thermisch differente Krystallform gebildet wird, ist ebenfalls durch 
jene Beobachtung als widerlegt zu betrachten, denn eine neue 
Form tritt immer in einzelnen Punkten auf, von denen aus sie 
dann wächst. Davon ist aber bei der Verfestigung nichts zu be- 
obachten. 

Die Ânderung der Eigenschaften der Metalle bei der Verfesti- 
gung ist eine ganz eigentümliche. Während sich die elastischen 
Eigenschaften des Materials nicht selten ganz auBerordentlich än- 
dern, nimmt der elektrische Widerstand fast immer zu und zwar von 
2—27 Jo bei 0°!), dagegen ändert sich die Dichte nicht merklich, 
und auch betreffs der elektromotorischen Kraft von verfestigtem 
und ausgeglühtem Material scheint ein Unterschied nicht zu exi- 
stieren. Wir stehen also der merkwürdigen Tatsache gegenüber, 
daf sich bei der mechanischen Bearbeitung der Metalle ein Teil 
der Eïgenschaften des Metalles sehr stark, ein anderer Teil wenig 


1) In den Tabellen von Landolt-Bôrnstein findet man die Leitfähigkeit für 
Drähte hart und weich. Berechnet man aus diesen Angaben den Quotienten 
Leitfähigkeit des weichen Drahts minus der Leitfähigkeit des harten Drahts divi- 
diert durch die Leïtfähigheit des weichen Drahtes und multipliziert diesen Quo- 
tienten mit 100, s0 erhält man die prozentische Erhôhung der Leitfähigkeit beim 
Weichwerden des Drahtes, dieselbe beträgt beim Kupfer je nach dem Ausgangs- 
material 2.5, 8.2 und 5.760/,, beim Ag 6.2 und 10.4°/,, beim Au 1.7°/,; beim 
Messing mit 29.80/, Zn 165.8°/,, bei der Aluminiumbronze mit 90% Cu 7.60% 
und beim Aluminium-Zink mit 65.6°/, Al 27°/ 


0° 
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und schliefilich ein dritter Teil nicht merklich ändert. Die Lôsung 
dieses Rätsels ist sehr einfach. Das nicht bearbeitete Material 
und das nach der Bearbeitung ausgeglühte Material haben die 
kleineren Elastizitätsgrenzen und der gezogene Draht hat ausge- 
glüht den kleineren elektrischen Widerstand als vor dem Aus- 
glühen.. Durch die Bildung der Gleitflächen beim Ziehen des 
Drahtes werden die Krystallite, aus denen er besteht, in Lamellen 
zerteilt, die sich parallel der Zugrichtung bei der Streckung all- 
mäblich verschieben, und so einen Zylinder, bestehend aus feinen 
übereinander gelagerten Lamellen, bilden. Die Elastizitätsgrenze 
für Biegung wird dadurch, daf sich die wirkende Kraft im gezo- 
genen ,harten“ Draht über eine sehr viel grôBere Anzahl von 
einzelnen Elementen verteilt als im ausgeglühten Draht, stark er- 
hôht werden, denn der Widerstand gegen die Kraft, die innere 
Reiïbung bei der Verschiebung der Elemente gegeneinander, bleibt 
konstant. Andererseits sind durch das Ziehen die Krystallite im 
Draht geordnet worden, und wenn der elektrische Widerstand 
von der Richtung im Krystall abhängt und zwar in der Weise, 
da er in der Richtung parallel der Gleitfläche, auf welcher die 
Verschiebung die geringste Kraft erfordert, am grôBten oder doch 
grôBer ist als der Mittelwert des elektrischen Widerstandes in 
einer groBen Anzahl verschiedener Richtungen, so muB durch das 
Ziehen des Metalls sein Widerstand wachsen und nach dem Aus- 
glühen, bei dem sich durch die Rekrystallisation ungeordnete grôfere 
Krystallite bilden, wieder abnehmen. Da sich aber der Stoff, aus 
dem der Draht besteht, sonst nicht ändert, so werden auch alle 
nicht vektorielle Eigenschaften des Stoffes sich nicht ändern. 
Durch das Ziehen zu Draht dürfen sich also nur die vekto- 
riellen Eigenschaften des Drahtes ändern'). Für den elektrischen 
Widerstand ist das nachgewiesen, für das Vermôügen Wärme zu 
leiten scheint dieser Nachweis wie für die optischen Konstanten 
zu fehlen. Bei den elastischen Eigenschaften ist es aber nicht 
nur die Umorientierung der Krystallite, welche ihre so sehr in 
die Augen fallenden Ânderungen bedingt, sondern vor allem die 
Zerteilung des Materials in sehr viel kleinere Elementarkrystalle. 
An der Zugfestigkeit und der eingehender studierten Druckfestig- 


1) Die Ânderung der vektoriellen Eigenschaften ist aber nur dann zu er- 
warten, wenn die Verfestigung mit einer Orientierung der Lamellen verbunden 
ist. Es dürfte sich durch Verfestigung, wobei nur Gleitflächen auftreten, die 
Krystallite aber nicht umorientiert werden, der elektrische Widerstand nicht än- 
dern. Die Operation des Ziehens ist der Umorientierung der Lamellen viel gün- 
stiger, als die des Schmiedens oder Pressens. 
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keit ist besonders deutlich der Zusammenhang der Anzahl der 
GHeitflächen und ihrer Systeme mit der Erhôhung der unteren 
Elastizitätsgrenze bei Beanspruchung auf Druck zu erkennen. 
Überträgt man die Erfahrung, daB die Reibung zweier fester 
Kôrper, die sich in einer Ebene berühren, unabhängig von der 
GrôBe der Berührungsebene und proportional der wirkenden Last 
ist, auf die Reibung an den Gleitflächen, so ist einzusehen, daf 
das durch Gleitflächen in viele Elementarkrystalle zerteilte Kon- 
glomerat druckfester sein wird, als das Konglomerat, in dem diese 
Zerteilung nicht eingetreten ist, weil bei gleicher Belastung des- 
selben Querschnittes von verfestigtem und nicht verfestigtem Ma- 
terial die Last auf jeden Elementarkrystall des verfestigten Ma- 
terials sebr viel kleiner sein wird, als die auf jedem unveränderten, 
durch Gleitflächen nicht zerteilten Krystalliten des nicht verfes- 
tigten Materials. 

An den Zug-Dehnungsdiagrammen, wie sie die Materialprü- 
fangsmaschinen bei Beanspruchung eines FluBeisenstabes auf Zug 
liefern, lassen sich die einzelnen Gebiete der Dehnung mit der 
inneren Strukturänderung in Zusammenhang bringen. Im Diagramm 
(Fig. 1) bedeutet p den momentan wirkenden Zug, o die Dehnung 
des Stabes. 


Fig. 1. 


Auf der fast geraden Linie ab im Gebiete der Dehnungen 1 
ändert sich die Länge mit dem Zuge in reversibeler Weise. Bei 
b wird die untere Elastizitätagrenze des Stabes überschritten und 
es tritt eine Verlängerung bei fast konstantem Zuge ein, zuweilen 
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nimmt derselbe je nach der Geschwindigkeit seiner Steigerang 
auch ab, in diesem Dehnungsgebiete 2 beginnen aller Wahrschein- 
lichkeïit nach die Krystallite des Stabes sich gegeneinander etwas 
zu verschieben, wobei aber Gleitflächen in den Krystalliten noch 
nicht auftreten, das Material also auch nicht verfestigt wird. 
Erst wenn der Punkt c überschritten wird, gelangt man in das 
Gebiet 3, das der Verfestigung, in dem, obwohl der Querschnitt 
des fliefenden Stabes abnimmt, der Zug doch noch bis zum Maxi- 
mum d wächst, bis er schlieBlich wegen abnehmenden Querschnittes 
za sinken beginnt, bis schlieflich das ZerreiBen erfolgt. In diesem 
Gebiete 3 bilden sich die Gleitflächen in den einzelnen Krystalliten 
des Materials aus, wodurch sehr erhebliche Verfestigungseffekte 
erzielt werden kônnen. 


Fig. 2. 


Bei #eanspruchung durch Druck kônnte die Verkürzung 4 
eines Würfels in Abhängigkeit vom Druck durch das Diagramm 
Fig. 2 dargestellt werden, wobei der Druck immer auf die Einheit 
des Querschnitts bezogen ist. Wird das Probestück, frisch ge- 
gossen oder ausgeglüht, gepreft, indem der Druck auf 2 parallele 
Ebenen des Probestückes wirkt, s0 stellt die Kurve abc die Ab- 
hängigkeit der Verkürzungen Z4 vom Druck p dar. Das Stück ab 
entspricht elastischen reversibeln Deformationen, bei b ist die 
Elastizitätsgrenze erreicht, und es beginnt im Material die Aus- 
bildung von Gleitflächen, die von einer Verfestigung desselben be- 
gleitet wird. In C'ist der FlieBdruck, pf, und damit das Maximum 
der Verfestigung erreicht. Steigert man den Druck nur bis zum 
Pankt 1, und läft dann den Druck sinken, so nehmen die Verkür- 
zungen auf der Kurve 11 ab, bei der nun folgenden Druckstei- 
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gerung gelangt man wieder in den Punkt 1 der Kurve abc. Der 
Quotient + wird sich vôn dem bei der ersten Belastang nicht zu 


unterscheiden brauchen; das verfestigte Material hat aber, wie 
man sieht, eine viel hôühere Elastizitätsgrenze. Die beim ursprüng- 
lichen Material beim Druck »,. liegende untere Elastizitätsgrenze 
kann also sehr erheblich und zwar bis zum Fliefdruck p, erhôht 
werden. Bei der Bearbeitung der Metalle durch Schmieden, Walzen, 
Ziehen etc. wird der FlieBdruck immer überschritten, wodurch das 
Metall von seiner unteren Elastizitätsgrenze bis auf die obere, 


den Fliefdruck, gebracht wird. Das Verhältnis der Drucke “a 


ist für jedes Metall charakteristisch, für das Kupfer, bei dem der 
2780 kg/qcm . 

203 kg/aem ? auferdem 
sind p, und p, zwei von einander unabhängige Funktionen der 
Temperatur. 

Läft man einen krystallinischen Kôrper, wie Eis, Phosphor 
oder verschiedene weiche Metalle unter konstantem Druck aus 
einer ringfôrmigen Offnung mittels einer früher!) von mir ange- 
gebenen Anordnung ausfliefen, so kann man bei Überschreitung 
des Druckes der oberen Elastizitätsgrenze stationäre Ausflufge- 
schwindigkeiten erzielen. Diese Geschwindigkeiten wachsen sehr 
viel schneller als proportional der Drucksteigerung an. Auch 
diese Art von FlieBen krystalliner Kôrper geht in der Weiïse vor 
sich, da an der AusfluBüffnung jeder Krystallit durch Gleitflächen 
in Elementarkrystalle zerlegt wird, wodurch dann die krystalline 
Masse frei beweglich wird. Mit der Temperatur wächst die Aus- 
fluBgeschwindigkeit in der Weise an, da8 für Metalle dieselbe sich 
bei der Erhôhung der Temperatur um 10°. verdoppelt?). Man darf 
aber wahrscheinlich nicht behaupten, daB diese Regel die Tempe- 
raturabhängigkeit der Reïbung auf den Gleïtfläichen genau wieder- 
gibt, denn die Reïibung auf verschieden orientierten Gleitflächen 
kann recht verschieden sein und ebenso die Abhängigkeit von der 
Temperatur der Gleitflächen verschiedener Orientierung, auBerdem 
aber kônnte sich auch die Zahl der Systeme von Gleitflächen ver- 
schiedener Richtung und die Anzahl der Gleitflächen jedes Systems, 


Verfestigungseffekt grof ist, beträgt es 


1) Über die Ausflufgeschwindigkeit krystallisierter Stoffe. Annalen der 
Physik 157, S. 198, 1902. 
a 2) Werigin, Lewkojeff und Tammann, Über die AusfluBgeschwindigkeit 
einiger Metalle. Annalen der Physik Bd. 10, $. 647, 1908. 
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die bei derselben Beanspruchung entstehen, mit der Temperatur 
ändern. Man steht hier vor einem sehr komplizierten Vorgange, 
dessen nähere Analyse zu komplizierten Ausdrücken führen muf. 
Dasselbe gilt für die Duktilität. Nur auf einige Umstände sei 
hier hingewiesen, die ein Material besonders duktil machen. Wenn 
nämlich die Gleitflächen in den Krystalliten bei einem kleineren 
Druck auftreten als der, bei dem die Krystallite sich gegen ein- 
ander zu verschieben beginnen, so wird dieser Umstand, wie leicht 
einzusehen ist, die Ziehbarkeit des Materials sehr begünstigen. In 
der Tat treten beim Cu und Au die Gleitflächen in den Krystal- 
liten bei Drucken unterhalb der Konglomeratfestigkeit auf, beim 
Silber treten die Gleitflächen und der Beginn der Krystallitenver- 
schiebung bei demselben Druck auf, bei anderen Metallen wie Eisen, 
Nickel, Sn, Cd und Zn treten die Gleitflächen deutlich erst nach 
Überschreitung der Konglomeratfestigkeit auf. Je grüber die 
Differenz zwischen dem Druck, bei dem Gleitflächen auftreten, 
und der Konglomeratfestigkeit ist, um so leichter werden beim 
Ziehen und Schmieden Brüche auftreten kônnen. Damit ein Mate- 
rial besonders duktil ist, muB aber auch die Anzahl der Gleit- 
flächen, die bei einer bestimmten Überanstrengung der Krystalliten 
entstehen, groB sein, und dieselben müssen sich in mindestens 3 
Richtungen leicht bilden kônnen. Auch in dieser Hinsicht sind 
die so duktilen Metalle Cu, Au und Ag den anderen überlegen. 
Von 0. Mügge!) ist auf die Leichtigkeit der Bildung zahlreicher 
Gleitflächen beim Cu, Au und Ag aufmerksam gemacht worden, 
und die Lage derselben genauer bestimmt. Im Folgenden wird 
dann gezeigt werden, daf beim Au zuerst die Gleitflächen und 
daB beim Ag die Gleitflächen und die Verschiebung der Krystal- 
liten ziemlich gleichzeitig. eintreten. 

AuBerdem wird im Folgenden gezeigt werden, da die viel 
feinkôrnigere Struktur der Legierungen, die aus den Krystalliten 
der reinen Komponenten bestehen oder aus den Krystalliten von 
gesättigten Mischkrystallen, welche nur geringe Mengen des 
fremden Metalls enthalten, eine Erhôhung der Festigkeit der Le- 
gierung gegenüber der ihrer Komponenten bedingt. Schlieflich 
wird auch der Fall, daB die Legierungsreihe aus einer lückenlosen 
Reihe von Mischkrystallen besteht, an einem Beispiel näher unter- 
sucht werden. 


Gold. 
Das Gold wurde in Form eines Würfels von W. C. Heraeus 


1) 0. Mügge, Neues Jabrbuch für Mineralogie 1899, B. 2, 8. 656. 
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als reines Gold mit einer Oberfläche von 2,20 qgcm bezogen. Auf 
der polierten Fläche dieses Gold-Würfels traten bei 250 kg/qem 
noch keine Gleitlinien hervor: das Material war also, wie zu er- 
warten war, bei seiner Bearbeitung stark überanstrengt worden. 
Erhitzte man darauf den Gold-Würfel während drei Stunden auf 
1000°, so traten Gleitlinien auf der Schlifffläche an der einen 
Seite des Würfels bei 51 kg/qcm auf, welche bei geringer weiterer 
Drucksteigerung sich über die ganze Schlifffläche hinzogen. Die 
ersten Gleitlinien, die zu bemerken sind, sind senkrecht zur Druck- 
richtung orientiert; mit steigendem Druck wächst die Neigung der 
neu auftretenden Gleitlinien zu den erst aufgetretenen; die Poly- 
eder-Begrenzung tritt auf der Schlifffläche des Goldes nie als eine 
polygonale Zeichnung wie bei manchen anderen Metallen hervor; 
nur aus den Gleitflächen-Systemen war die Begrenzung der ein- 
zelnen Krystallite zu erraten. Nachdem der Druck von 51 kg/qem 
erreicht war, die untere Druckgrenze für das Gold festgestellt 
war, wurde der Versuch wiederholt; vorher war der Gold-Würfel 
nochmals zwei Stunden auf 900° erhitzt worden. Die hierauf fol- 
gende Bestimmung der unteren Elastizitätsgrenze zu 49 kg/qcm 
stimmt mit der ersten Bestimmung gut überein. Nun wurde der 
Goldwürfel durch Drucksteigerung auf 200 kg pro qcm überan- 
strengt, wobei die Oberfläche deformiert wurde, und dann 2 Stun- 
den bei 800° geglüht, wonach sich eine untere Elastizität von 
47 kg/qcm ergab. Die Temperatur von 800° reicht also noch aus, 
das überanstrengte Gold wieder weich zu machen. Zur genaueren 
Bestimmung der Rekrystallisationstemperatur wurde dann der Gold- 
Würfel drei Stunden auf 600° erwärmt und gepreft; nun traten 
die ersten Gleitlinien erst bei 71 kg/qem auf, das Gold ist mithin 
durch dreistündiges Erwärmen auf 600° noch nicht vollständig 
weich geworden. Nach zweistündigem Erhitzen auf 700° sank die 
untere Druckgrenze auf 62 kg/qem, während ein zweistündiges Er- 
hitzen auf 7b0° die untere Elastizitätsgrenze auf bb kg/qcm her- 
abdrückte. Die Rekrystallisationstemperatur des Goldes liegt also 
zwischen 750 und 800°, 


Die Legierungen des Cu und Ag. 


Die Bestimmung der Werte der unteren Elastizitätsgrenze 
der beiden reinen Metalle wurde in folgender Weise ausgeführt. 
| Um die aus einem käuflichen Kupferstabe hergestellten Würfel 
mit den beïden parallel gefeilten gegenüberstehenden Flächen in 
einen bestimmten Zustand, bestimmt durch eine gewisse Grôle 
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des Korns der einzelnen Kupferkrystallite überzuführen, wurden 
fünf Würfel 3 Stunden lang auf 1000°-1050° erhitzt. Auf der 
polierten Würfelfläche, senkrecht zu den beiden parallel gefeilten 
Würfelflächen, traten zwischen 201 und 203 kg pro 1 qem bei den 
b Würfeln die ersten Gleitflächen, wie früher beschrieben, deutlich 
hervor. Die früheren Bestimmungen hatten für die untere Elasti- 
zitätsgrenze des Kupfers die Werte 201,7—210 kg/qcm ergeben. 

Beïim Silber machte sich die Schwierigkeit geltend, ein blasen- 
freies Material herzustellen. Schmolz man 20—30 gr, Spuren von 
Fe enthaltendes Ag, im Porzellanprobierrobr, so enthielt der Re- 
gulus immer grôfere oder kleinere Vakuolen. Bessere Resultate 
wurden beim Giefen des Ag in Formen aus Formsand, welche auf 
800° erhitzt waren, erhalten. Gleichzeitig mit dem ersten Auf- 
treten von Gleitlinien auf der polierten Fläche traten nicht selten 
vereinzelte Polyederkanten auf. Die Konglomeratfestigkeit ist im 
Ag also der Krystallitenfestigkeit sehr nahe gleich. Die ersten 
Gleitflächen wurden bei 85,5 kg/qcm sichtbar und zwar traten sie 
zuerst fast senkrecht zur Druckrichtung auf, die bei weiterer 
Drucksteigerung folgenden Gleitflächen waren dann in der Regel 
um so stärker zur Druckrichtung geneigt, je mehr die untere 
Elastizitätsgrenze überschritten wurde. Nachdem der Druck bis 
300 kg/qcm gesteigert war, wurde die untere Elastizitätsgrenze 
nochmals bestimmt und bei 85,0 kg/qgcm gefunden. Bei einem 
zweiten Ag-Würfel lag die untere Elastizitätsgrenze bei 89 kg/qem. 
Man darf also den Wert von 86 kg/qem als die untere Elastizitäts- 
grenze des Silbers annehmen. 

Aus den Schmelzen von Cu und Ag scheidet sich nach den 
Untersuchungen von W. v. Lepkowski') sowohl das Cu als Misch- 
krystall mit 2°/o Ag als auch das Ag als Mischkrystall mit 5° 
Ca aus. Die untere Elastizitätsgrenze dieser gesättigten Misch- 
krystalle mag etwas hôher liegen als die des reinen Cu und Ag, 
jedenfalls dürfte der Unterschied nicht erheblich sein. Die untere 
Elastizitätsgrenze der Legierung mit 72° Ag und der mit 25°/0 
Ag liegt sehr viel hôher als die des Ag und Cu. Bei der Legie- 
rung mit 72°/ Ag, die dem feinlammellosen Eutektikum entspricht, 
war bei 700 kg/qem eine Veränderung der polierten Oberfläche bei 
100 facher VergrôBerung nicht festzustellen, obwohl bei 550 kg/qcm 
das Manometer regelmäfig um 7 kg in der Minute fiel, ein Fliefen 
der Legierung also eingetreten war. Erst nach der Uberanstren- 


1) Zeitsch. f. anorg. Chem. Bd. 59, S. 290, 1908. 
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gung der Legierung bei etwa 1500 kg waren auf der polierten 
Fläche verästelte krummlinige Trennungslinien aufgetreten. 

Die Legierung mit 25°} Ag enthält primäre gebildete kupfer- 
reiche Mischkrystalle in dendritischer Ausbildung, umgeben vom 
Eutektikum. Auch an diesen Cu-Krystalliten war bis 600 kg/qcm 
eine Veränderung nicht wahrzunehmen. Bei 340 kg/qcm begann 
das Manometer langsam nach einer Drucksteigerung zurückzufallen, 
es trat also hier FlieBen aber ohne merkliche Verschiebung der 
Krystallite gegeneinander und in ihnen ein. Erst bei etwa 
1000 kg/qem bildeten sich Gleitflächen in den primär ausgeschie- 
denen Kupferkrystallen. 

Obwobl die Legierungen nicht reines Ca und Ag enthalten, 
so ist doch nicht anzunehmen, daf der geringe Gehalt der Cu- 
Kryställiten an Ag und der der Ag-Krystalliten an Cu die untere 
Elastizitätsgrenze in der beobachteten Weise erhôht. Wäre die 
groBe Differenz in der Druckfestigkeit der Legierungen und der 
reinen Metalle auf eine erhôhte Druckfestigkeit der Mischkrystalle 
allein zurückzuführen, so hätte man doch erwarten sollen, daf die 
Konglomeratfestigkeit der Legierung sich nicht erheblich von der 
der beiden reinen Metalle unterscheiden würde. Aber die Konglo- 
meratfestigkeit der Legierungen liegt, wie hier erwiesen wurde, 
sehr viel hôher als die der reinen Metalle. Der Grund dieser Er- 
scheinung kann nur in dem sehr viel kleineren Korn der Legierang 
gesucht werden. Da beim Kupfer und Silber das Eutektikum von 
besonders feinem lamellaren Grefüge ist, so wird auch hier eine 
besonders hohe Verfestigung der die Legierungen bildenden Me- 
talle zu beobachten sein, was auch in der Tat zutrifft. AuBerdem 
wird von allen Legierungen, deren Komponenten ungefähr dieselbe 
Drackfestigkeit haben, die druck- und zugfesteste diejenige von 
der eutektischen Zusammensetzung sein, weil in ihr sich grôBere 
Krystallite nicht vorfinden. 


Die Cd-Zn-Legierungen. 

Die zu pressenden Würfel wurden auf folgende Weise herge- 
stellt: Die flüssigen Metalle, resp. Legierungen wurden in aus 
Formsand hergestellte Formen gegossen, in denen sie langsam 
während 1—2 Stunden abkühlten; die so hergestellten Stäbe wur- 
den zersägt und die beiden Schnittflächen genau parallel gefeilt, 
während eine dritte Fläche gut poliert wurde. Diese polierte 
Fläche wurde dann bei den Legierungen während der PreBversuche 
mikroskopisch bei 70-facher VergrôBerung nach jeder Druckstei- 
gerung um ca. 25kg pro qem nach Veränderungen abgesucht. 
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Für die untere Elastizitätsgrenze des reinen Zinks, bei der das 
Hervortreten der polyedrischen Krystallite auf der polierten 
Fläche merkbar war, wurden die folgenden Werte gefunden: 
157 kg/qcm, 127 kg/qem, 117 kg/qem, 117 kg/qem, 116 kg/qem, wäh- 
rend früher') die Konglomeratfestigkeit für Zink zu 124,5 kg/qem 
gefunden wurde. Für reines Cadmium wurde für die Konglomerat- 
festigkeit der Wert 26,7 kg/qcm gefunden, während die früheren 
Untersuchungen 27,7 kg/qcm ergaben. 

Betreffs der Legierungen ist folgendes zu bemerken: 

Durch das Polieren trat die Struktur der Legierungen deut- 
lich hervor, da sich das viel weichere Cadmium leichter abschliff, 
als das härtere Zink. Man konnte infolgedessen nicht nur die 
primär ausgeschiedenen Zink-Krystallite deutlich vom Eutektikum 
unterscheiden, sondern auch im fein-lamellaren Eutektikum die 
Zink- und auch die Cd-Krystallite deutlich erkennen. 

Steigert man den Druck auf den in der folgenden Tabelle 
aufgeführten Legierungen um je 25 kg/qem, wobei man nach jeder 
Drucksteigerung die ganze polierte Fläche mikroskopisch unter- 
sucht, so bemerkt man bis zu den angegebenen unteren Grenzen 
keinerlei Veränderungen auf derselben. Zwischen den beiden in 
der Tabelle angegebenen Druckgrenzen schien aber das weiche 
Eutektikum zwischen den primären Zink-Krystallen hervorzuquellen 
und innerhalb der angegebenen Grenzen das Niveau der Zink- 
Krystallite zu erreichen. Dieses Druckintervall läft sich ziemlich 
schwierig feststellen. Leichter ist es, den Druck des Beginns des 
Fliefens in der Weiïise zu bestimmen, da man nach jeder Druck- 
steigerung die Ânderung des Druckes am Manometer in Abhän- 
gigkeit von der Zeit beobachtet. Man findet hierbei, daf nach 
einer Drucksteigerung unterhalb der unteren Elastizitätsgrenze 
des Materials der Druck konstant bleibt, während, wenn die Flief- 
grenze erreicht ist, ein langsames Abnehmen desselben mit der 
Zeit stattfindet. Dieses Fallen des Druckes nimmt mit wachsender 
Zeit sehr schnell ab, worauf der Druck wieder einen konstanten 
Wert annimmt. In der Tabelle ist in der Rubrik ,Beginn des 
langsamen Fallens“ die untere Grenze, bei der nach einer Druck- 
steigerang der Druck konstant blieb, und der Druck, bei dem zu- 
erst ein Fallen beobachtet wurde, angegeben. 

AuBerdem wurden noch diejenigen Drucke bestimmt, bei denen 
in 20—30 Sekunden der Druck um 10—20 kg bei den Legierungen 


1) O. Faust u. G. Tammann, L. c. 
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verschiedener Zusammensetzung fiel. Diese Drucke sind in der 
Tabelle mit p, bezeichnet. 


Beginn des | Beginn des | Beginn des 
Ober- Hervor- langsamen schnellen 


Konzen- | fiche |  quellens FlieBens FlieBens Bemerkungen 
tration |j5 qem|  Drack Druck Druck ps 
pro 1 qem | pro 1 qcm | pro 1 qcm 
20, Cd | 1,18 | 127—144 - = Bis 500 kg keine 
Gleitlinien. 
400, Cd | 1,01 | 110—155 | 120—115 225 Bis 400 kg keine 
Gleitlinien. 
60°/, Cd 1,08 — 103—99 260 
82,60), Cd | 1,20 | 102—125 | 102—96 230  |Eutektikum, aber 


noch eiïnige hell 
leuchtende pri- 
märe Zn-Krystalle. 


Die Druckgrenzen, bei denen das weiche Eutektikum in Be- 
wegung kommt, also hervorzuquellen beginnt, stimmten mit den am 
Manometer bestimmten Drucken der Flieferscheinung überein. 
Sichere Werte für den ersten Beginn des FlieBens lassen sich 
nicht gut feststellen, wohl aber sieht man, daB der mikroskopisch 
bemerkbare Beginn des FlieBens mit dem am Manometer bestimmten 
ziemlich übereinstimmt. Mit Sicherheit geht aus diesen Messangen 
hervor, daB die fast eutektische Legierung mit 82,6 °/ Cd, welche 
nur sehr wenig primäre Zn-Krystalle enthielt, obwohl sie so Cd- 
reich ist, doch sich betreffs ihrer unteren Elastizitätsgrenze und 
des Fliefdruckes von der unteren Elastizitätsgrenze des Zn und 
der Zn-reichen Legierungen wenig unterscheidet. 

Die untere Elastizitätsgrenze des Zn beträgt, wie wir sahen, 
117 kg/qcm, die des Cd 27 kg/qem. Der Beginn des FlieBens tritt 
bei den Legierungen, wie aus der Tabelle zu ersehen ist, ein, 
wenn der Druck die untere Elastizitätsgrenze des Zn erreicht, 
und das trifft sogar für die Legierung mit ‘}s Zn fast ein. Ein 
Gerüst von Zn-Krystallen gibt also den Cd-reichen Legierungen 
ibre Festigkeit, und dieses Gerüst ist trotz seiner geringen Masse 
doch so fest wie die kompakte Masse des Zn. 

Die beiden Metalle Zn und Cd scheiden sich nach der Unter- 
suchung von Hindrichs!) ohne merkliche Beimischung des anderen 
Metalles aus ihren Schmelzen ab, jedenfalls nimmt das aus den 
Zn-Cd-Schmelzen ausgeschiedene Zn weniger als 1°/ Cd in sich 
auf, und dasselbe gilt für die sich ausscheidenden Cd-Krystallite, 


1) Zeitsch. f. anorg. Chemie 55, S. 415, 1908. 
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G. Bruni’) und seine Schüler haben neuerdings sich für die Exi- 
stenz einer Reïhe von Cd-reichen Mischkrystallen, von 100—970/ 
Cd ausgesprochen, weil sie auch bei grôBeren Mengen der Schmelzen 
in diesem Konzentrationsintervall einen eutektischen Haltepankt 
vicht finden konnten. Die mikroskopische Untersuchung der Le- 
gierungen mit 99 und 98°%% Cd und mit sogar 99,5% Cd ergibt 
aber deutlich die Anwesenheit von Eutektikum. Es kann also der 
Zn-Gehalt der Cd-Krystallite in normal gekühlten Legierungen 
nicht 0,5°/ überschreiten. Es wäre vielleicht môglich, daf Cd 
bei sehr langer Exposition einer Legierung bei 260° etwas mehr 
Zn aufnehmen kônnte, doch kônnen die bei normaler Küblung her- 
gestellten Legierungen nur Mischkrystalle enthalten, deren Gehalt 
unter 0,5°/o Cd resp. 0,5°/o Zn beträgt. 

Man hat also keinen Grund, die hôhere Elastizitätsgrenze der 
Cd-Zn-Legierungen, welche bis zum Cd-reichen Eutektikum an die 
Elastizitätsgrenze des Zn heranreicht, auf das Vorhandensein 
eines, merkliche Zn-Mengen enthaltenden, druckfesten Mischkry- 
stalls zurückzuführen. Der Grund der Verfestigung ist hier offen- 
bar in der Verkleinerung der KorngrôBe der einzelnen Krystallite, 
besonders der im Eutektikum, zu suchen. 


Kupfer-Mangan. 


Kupfer-Mangan sind nach R. Sahmen?) im geschmolzenen Zu- 
stande in allen Verhältnissen mischbar und bilden eine lückenlose 
Reiïhe von Mischkrystallen mit einem Schmelzpanktsminimum; es 
war daher von Interesse, festzustellen, ob die unteren Elastizitäts- 
grenzen sich kontinuierlich mit der Zusammensetzung änderten. 
Aus den Reguli von Kupfer-Mangan wurden Prefstücke, meistens 
in Form von geraden Prismen, gesägt; eine geeignete Seite wurde 
poliert and während der Drucksteigerung mikroskopisch nach Ver- 
änderungen, nach Gleitlinien und Polyederkanten abgesucht. 
Meistens wurde an ein und demselben PreBstück die untere Elasti- 
zitätsgrenze mehrere Male hintereinander bestimmt, indem das ge- 
prete Stück durch Glühen bei 700—800° wieder weich gemacht 
wurde. Die beim Pressen der Legierungen auftretenden Gleitlinien 
äbnelten denen des Kupfers, auch traten häufñg bei Steigerung 
des Druckes, ähnlich wie beim Kupfer, mehrere Systeme von 
Gleitlinien in den Krystalliten hervor. Besonders bei den Mangan- 


1) Zeitsch. f. anorg. Chemie 68, S. 76, 1910. 
2) Zeitschr. f. anorg. Chem. 57, S. 20, 1908. 
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reichen Prefistücken waren neben Gleitlinien auch Polyederkanten 
zu bemerken; die untere Elastizitätsgrenze des reinen Mangans 
selbst konnte nicht festgestellt werden, da das Metall so sprôde 
ist, daf man kein geeignetes Prefistück herstellen kann. 

In der Tabelle ist in der ersten Rubrik die Konzentration 
der Legierung in Gewichtsprozenten angegeben, in der zweiïten 
die unteren Elastizitätsgrenzen selbst, d.h. der Druck in kg pro 
qem, bei dem Gleitlinien (G1.) oder Polyeder (Pol.) zuerst auftraten; 
in der dritten Rubrik sind die Drucke verzeichnet, bei denen noch 
keine Veränderungen und dann diejenigen, bei denen die ersten 
Veränderungen auf der Schlifffläche zu bemerken waren. In der 
vierten Rubrik ist die GrüBe der Druckflächen in qmm angegeben. 


Konzentration mére keine Veränderung re 

°/, Cu °/; Mn kg/qcm kg/qcm in qmm 
100 — 203 200 —203 
95 5 260 (GL.) 238—260 67,2 
80. 20 243 (GL.) 200—243 38,6 
65 35 317 (GL) 262—317 21,1 
60 40 330 (GL) 286—330 71,0 
50 50 342 (GA. + Pol.) 260—342 29,2 
30 70 720 (GI) 661—720 31,5 
20 80 992 (GL.) 852—992 35,2 
10 90 1250 (GI. + Pol.) 1224—1250 38,3 


In dieser Legierungsreihe war die GrôBe der Krystallite nicht 
sehr verschieden, die GrôüBe der Polyeder in den Legierungen von 
0—90°/o Mn schwankte um denselben Mittelwert. 

Das Ansteigen der unteren Elastizitätsgrenze mit wachsendem 
Mn-Gehalt ist also nicht durch Anderung des Kornes sondern 
durch die Bildung von Mischkrystallen bedingt. Bis zu 90°/0 Mn 
inklusive ist nach den Gleitflächen zu urteilen der Aufbau des 
Cu-Krystalles erhalten. Nun zeigt aber Mn selbst gar keine 
Gleitflächen, sondern verhält sich bei der Beanspruchung wie ein 
sprôüdes Glas. Da aber Mn seines Isomorphismus mit Cu wegen 
dieselben Gleitflächen haben sollte wie Kupfer, so ist wohl anzu- 
nehmen, daf die Fähigkeit, Gleitflächen zu bilden, beim Mn erst 
bei hôherer Temperatur auftritt. 

Fassen wir die Resultate zusammen, so kônnen wir dieselben 
nach folgenden Hauptpunkten ordnen: 
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a) Zu den 4 früher') festgestellten Tatsachen, welche die neue 
Auffassung von der Ursache der Verfestigung der Metalle bei 
ibrer Bearbeitung durch Schmieden, Ziehen oder Walzen 
stützen, und welche folgende waren: 


1) Bei der Verfestigung des Metalles werden die Krystallite 
derselben durch Gleitflächen in Elementarkrystalle zerlegt. 


2) Ein hoher hydrostatischer Druck bewirkt nicht die Bil- 
dung von Gleitflächen und deshalb auch keine Verfesti- 


gung. 
3) Die mit dem Sklerometer bestimmte Härte ändert sich 
bei der Verfestigung nicht. 


4) Durch schnelle Abkühlung bei der Krystallisation  läBt 
sich die GrôBe der Krystallite verkleinern und dadurch 
die Druckfestigkeit erhôhen, 


kommt als weitere Tatsache die hinzu, daf 


5) Die Legierungen zweier Metalle von fast derselben 
Druckfestigkeit eine sehr viel hôhere Druckfestigkeit 
zeigen als die Kompenenten der Legierung, weil die Le- 
gierungen, welche aus den reinen Komponenten bestehen, 
aus viel kleineren Krystalliten aufgebaut sind, als die 
reinen Metalle. Besonders das Eutektikum hat durch 
seine feinkôrnige Struktur eine viel grôBere Druckfestig- 
keit als das in ihm enthaltene Metall mit der kleinsten 
Druckfestigkeit. 


b) Während die elastischen Eigenschaften bei der Bearbeitung 
der Metalle z..B. bei der Formung zu Draht, wie die Zug- 
und Druckfestigkeit stark durch Verkleinerung des Kornes 
anwachsen, ändern sich andere vektorielle Eigenschaften in 
Folge der Orientierung der Krystallite relativ wenig, beim 
elektrischen Widerstand ist diese Anderung recht merklich 
und geht, wenn die Orientierung der Gleitlamellen durch 
Ausglühen aufgehoben wird, wieder zurück. Schliefilich än- 
dern sich die skalaren Eigenschaften wie Dichte und Energie- 
inhalt bei der Bearbeitung der Metalle nur unerheblich, 
hauptsächlich in Folge sekundärer Ursachen. Die Zerteilang 
durch Gleitflächen .erklärt die grofe Anderung der elastischen 
Eigenschaften bei der Bearbeitung der Metalle, die Orien- 


1) Zeitschrift f. phys. Chem. 75, S. 126, 1910. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nochrichten. Math.phys. Klasse. 1911. Heft 2. 14 
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tierung der Lamellen beim Drahtziehen die Anderung des 
elektrischen Widerstandes, und läBt auch für andere vekto- 
rielle Eigenschaften Ânderungen in Folge der Orientierung 
voraussehen. Dagegen werden die skalaren Eigenschaften 
weder durch die Zerteilung noch durch die Orientierung ver- 
ändert. 


Über die Helligkeitsverteilung im Schweif des 
Halley’schen Kometen. 


Von 


K. Schwarzschild und E. Kron. 
Mit 1 Figur im Text. 
Eingereicht am 4. April 1911. 


Die Expedition des Potsdamer astrophysikalischen Observa- 
toriams, welche im Frühjahr 1910 unter Leitung von Geheimrat 
Müller nach Teneriffa ging, nahm zur Photographie des Halley’schen 
Kometen nur eine kleine Stereoskopkamera mit, in die zwei Zeif- 
aplanate von 283.3 mm Offnung und 110 mm Brennweite oder ein 
Goerzanastigmat von 20 mm Üffnung und 180 mm Brennweite ein- 
gesetzt werden konnten. Die Kamera wurde auf einem von einem. 
kräftigen Uhrwerk getriebenen parallaktischen Stativ montiert; 
indessen besaB das Stativ keine Feinbewegungen, um der Bewegung 
des Kometen genauer zu folgen; auch waren die Fokussierungs- 
einrichtungen der Kamera unvollkommen. Was man in Deutschland 
vom Halley’schen Kometen in den ersten Monaten des Jahres zu 
sehen bekommen hatte, war so wenig verheiBungsvoll, daB es 
keinen Zweck zu haben schien, die Expedition hierfür reicher aus- 
zurüsten, und ihr Schwerpunkt auf andre Aufgaben gelegt wurde. 

Die Aufnahmen des Halley’schen Kometen, welche die Expe- 
dition erhielt, waren eine Überraschung für jeden, der die Ent- 
täaschung über die Erscheinung des Kometen in Deutschland mit- 
erlébt hatte: mit den Aufnahmen, welche besonders auf amerika- 
nischen Sternwarten erhalten wurden, sind sie freilich nicht ver- 
gleichbar. Jedenfallé aber lief sich aus ihnen ein — wie uns scheint 
— interessantes Resultat ableiten, weil für die nôtigen photome- 
trischen Vergleichsdaten gesorgt worden war, um aus den Schwär- 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math.-phys. Klasse. 1911. Heft 8. 15 
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zungen der Bilder auf der photographischen Platte auf die Hellig- 
keitsverhältnisse im Schweif des Kometen zurückschliefen zu 
kônnen. Mit den beiden ganz gleichen Zeifaplanaten wurden 
immer gleichzeitig auf derselben Platte zwei Aufnahmen des Ko- 
meten gemacht, wobei nur das eine Objektiv einem Helligkeits- 
verlust von 0."4 entsprechend abgeblendet war’). Zu den Auf- 
nahmen mit dem Goerzanastigmaten wurden mit einem von Prof. 
Eberhard konstruierten Rüôhrenphotometer Vergleichsskalen her- 
_gestellt auf Platten derselben Emulsion, die auch gleichzeitig mit 
den Kometen aufnahmen entwickelt wurden. 

Bei der Unschärfe der Aufnahmen hätte es keinen Zweck 
gehabt, die Helligkeit an jeder Stelle des Schweïfes aus ihnen 
ableiten zu wollen. Auch ist es fraglich, ob aus einer derartigen 
Ausmessung auch bei den besten Aufnahmen bei der verwickelten 
Struktur des Schweifes eine Erkenntnis hervorginge. 

Hingegen ergab sich folgende mehr summarische Frage- 
stellung: 

Die Helligkeit des Schweïfes nimmt, von UnregelmäBigkeiten 
abgesehen, vom Kopf des Kometen aus ständig ab. Das liegt 
notwendig zum Teil daran, daf die Dichte im Schweïf abnimmt. 
Die Abnahme der Dichte geschieht erstens dadurch, daf die vom 
Kopf ausstrômende Materie sich über einen immer grôeren Quer- 
schnitt verteilt, und zweitens dadurch, daB gleichzeitig die Ge- 
schwindigkeit, mit der die Schweïfteilchen den Querschnitt durch- 
setzen, infolge der Repulsivkraft, welche die Sonne auf sie ausübt, 
zunimmt. Die Frage ist nun, ob diese beiden Umstände die Ab- 
nahme der Schweïfhelligkeit bereits quantitativ vollständig er- 
klären, .woraus dann folgen wiürde, daf die Leuchtkraft pro Massen- 
einheit der Schweïfmaterie während der Wanderung durch den 
Raum ungeschwächt bleibt — oder aber, ob die Abnahme der 
Schweifhelligkeit eine viel schnellere ist als die der Dichte, was 
man à priori bei einem wesentlich Gasspektrum zeigenden, also 
sog. selbstleuchtenden Schweif für wahrscheinlicher halten môchte. 

DaB man übrigens an jeder Stelle des Schweifes einfach die 
Summe der Intensitäten der in dem betreffenden Visionskegel 
liegenden Teïlchen beobachtet, daB von Verdeckang und Absorp- 
tion keine Rede sein kann, ist bei der enormen Verdünnung der 
Schweifmaterie (s. unten) offenbar und wird im folgenden stets 
vorausgesetzt. Auch sei gleich darauf hingewiesen, daB die Ân- 


1) Infolge eines Versehens wurde diese Abblendung benutzt statt der beab- 
sichtigten von 1m, 
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derang des Abstandes von der Sonne und damit der Beleuchtung 
durch die Sonne für das relativ kurze der Messung zugängliche 
Schweiïfstück wenig ausmacht. 

Zur Entscheidung der obigen Frage genügt es, ,Quer- 
schnittsintensitäten“ des Schweiïfes festzustellen, den 
Schweif an einigen Stellen auf einer Linie senkrecht zur Schweif- 
axe durchzuphotometrieren und die Summe oder das Integral der 
längs jeder solchen Linie gefundenen Intensitäten zu bilden. Die 
seitliche Ausbreitung des Schweifes beeinfluBt solche Querschnitts- 
intensitäten nicht mehr, sie sind nur noch von der Strômungs- 
geschwindigkeit im Schweif abhängig, und über letztere hat man 
anderweitig genügende Angaben. 

Die folgende Tabelle (1) enthält nun eine Anzahl von Quer- 
schnittsintensitäten, die aus den Aufnahmen der Teneriffa-Expedi- 
tion abgeleitet wurden. Die Einheit ist eine willkürliche, von Tag 
zu Tag wechselnde. Der Abstand a jedes Querschnitts vom Kopf, 
wie er auf der Platte gemessen wurde, ist in Graden angegeben. 
Etwas unscharfe Aufnahmen sind für die Bestimmung der Quer- 
schnittsintensitäten eher von Vorteil, da sie die Integration über 
kleinere Unregelmäfigkeiten der Schweiïfstruktur gleich von selbst 
ausführen. 

An die Zahlen sind bereits folgende Korrekturen angebracht: 
Die Intensität des Himmelsgrundes wurde aus der Schwärzung 
der Platte auBerhalb des Kometen, für jeden Querschnitt mit ab- 
geleitet und von der ganzen gemessenen Intensität subtrahiert. 
Die Extinktion in der Erdatmosphäre wurde für die Wellenlänge 
430 uw den Beobachtangen der Sonne entnommen, welche die 
Herren Müller und Kron an denselben Tagen auf der betreffenden 
Station angestellt haben. Nur am 14. Mai war das Wetter un- 
sicher, die Extinktion war anormal groB und es ist leicht môglich, 
daB der tief stehende Kometenkopf an diesem Tag durch Dunst 
noch stärker geschwächt war, als aus der Tagesextinktion folgt, 
so daB die Intensitäten für die hôher befindlichen Schweifpartien 
trotz der Extinktionskorrektion noch zu groB sind. Die Resultate 
vom 14. Mai haben daher später nur halbes Gewicht erhalten. 

Es wurde weiter beachtet, daB die Distanz Z' der verschie- 
denen Schweifteile von der Erde nicht die gleiche ist, und def der 
Querschnitt, welcher von der Erde aus gesehen senkrecht zur 
scheinbaren Schweifaxe gelegt wird, in Wirklichkeit wechselnde 
Winkel mit der Schweïfaxe bildet. Eine Ânderung der Distanz 
Z' bewirkt nun zwar keine Ânderung der Flächenhelligkeit, aber 
der Schweifquerschnitt ändert sich umgekehrt RE zu d' 
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Es sind daher die Querschnittsintensitäten mit 4’ zu multiplizieren, 
um sie alle auf dieselbe Entfernung zu reduzieren. Ist ferner der 
Winkel der Schweifaxe mit dem Visionsradius #', so wird der 
Querschnitt gegenüber normaler Durchsicht vergrôBert im Ver- 


hältnis 1/sin #', wenn man den Schweïif auf eine kurze Strecke 
als zylindrisch ansieht. Es sind also die Querschnittsintensitäten 
mit sin #’ zu multiplizieren, um sie auf Querschnitte senkrecht zur 
Schweifaxe zu reduzieren. Die Krümmung des Schweifes beträgt 
auf die hier vorkommenden Distanzen nur wenige Grade, sodaf 
die Schweïifaxe CC' als mit der Verlängerung des Radiusvektors 
Sonne-Komet (SC) zusammenfallend angesehen werden darf. Aus 
dem Dreieck Sonne-Erde-Schweiïfteilchen SEC" ergibt sich aber: 
S'siny = Rsinv. Für jede Aufnahme ist R und v und damit auch 
die GrôBe J’ sin #' konstant, wenn man an dem Schweif entlang 
geht. Daraus folgt, daB die beiden eben betrachteten Einflüsse 
zusammen die Verhältnisse der Querschnittsintensitäten nicht ändern, 
sich, soweit sie hier zunächst in Betracht kommen, gegenseitig 
aufheben. 

Schlieflich wurde -noch untersucht (durch direkte Aufnahme 
einer Fläche konstanter Helligkeit), wie die Flächenhelligkeit der 
Abbildung bei den verwandten Objektiven vom Abstand von der 
Axe abhängt, und hierfür eine kleine Korrektion angebracht. 

Die Zahlen der Tabelle 1 geben hiernach die wirklichen Ver- 
hältnisse der Querschnittsintensitäten für die Zeit jeder Aufnahme. 

Nunmebr ist zu untersuchen, wie weit die in Tabelle 1 ent- 
baltenen Querschnittsintensitäten durch die wachsende Geschwindig- 
keit der Str‘mung im Schweif beeinfluBt werden. Ist I die Quer- 
schnittsintensität and v die durchschnittliche Geschwindigkeit, mit 
der der Querschnitt durchstrômt wird, so map) 


JI.v = const. (1) 
sein, falls die Strômung stationär ist und jedes Massenteilchen des 
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Tabelle 1. 
Datum |Mail. |Mai 8. | Mai. | Mais. | Mais. | Mais. [Mai 10. Mai 12. Mai 14. 
Objektiv | Zeis | ZeiB | ZeiB | Zeis | Zeis | Goerz | Goerz | ZeiB | Zeis 


RACE Querschnittsintensität I 
À | 
0.26 1.57 
042 | 1.06 
0.52 111 | 2.88 | 2.78 | 252 | 2.89 | 2.65 | 2.28 |(2.89) 
0.68 | 1.27 | 
0.78 0.76 .| 1.87 | 1.71 | 200 | 2.80 | 2.05 | 1.69 | (2.66) 
1.04 0.72 |‘1.38 | 1.29 | 1.42 | 1.98 | 1.64 | 1.47 
1.20  |0.76 
130 | 0.70 | 1.80 | 1.30 | 1.82 | 1.64 | 1.41 | 181 |(2.23) 
1.66 1.24 | 106 | 1.04 | 1.38 | 1.26 | 1.21 
172 | 0.61 
1.82 0.58 
2.08 1.01 | 107 | 0.81 | 0.97 | 1.03 | 1.02 |(2.36) 
2.34 0.44 | 
3.13 1.00 | 0.88 | 0.69 | 0.48 | 0.77 | 0.77 |(2.05) 
4.17 0.80 | 0.70 | 0.63 | 0.30 | 0.61 | 0.74 |(2.09) 
5.21 0.74 | 0.65 | 0.41 | 0.26 | 0.60 | 0.64 |(1:60) 
6.25 0.74 | 0.45 | 0.82 | 0.28 | 0.45 | 0.66 |(1.70)- 
7.29 0.68 (2.01) 
8.34 0.49 


Schweifes seine Leuchtkraft unverändert beibehält!)}. Was die 
Geschindigkeit v angeht, so kann man für das kurze hier in 
Betracht kommende Schweifstück die abstoBende Kraft der Sonne 
als konstant und in unveränderlicher Richtung wirkend annehmen, 
sodaB die Bewegung der Schweifteilchen relativ zum Kometenkopf 
einfach die freie Fallbewegung — nur in der Richtung von der 
Sonne weg — wird. Für dieselbe gilt dann, wenn man die Aus- 
eonsieahrinebe is Nall setzt: 


= const. . Va 


1) Die Gleichung gilt sd noch, wenn sich mehrere Strôme verschiedener 
Geschwindigkeit überlagern, falls die Geschwindigkeit mit wachsendem Abstand 
vom Kopfe bei ihnen allen in demselben Verhältnis ansteigt. 
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Herr H. D. Curtis hat in den Publications of the Astronomical 
Society of the Pacific 1910 pag. 125 die in Tabelle 2 folgende 
Zasammenstellang beobachteter Geschwindigkeiten v .einzelner 
Schweifknoten mitgeteilt. (Die als unsicher bezeichneten Werte 
sind ausgelassen.) 


Tabelle 2. 


Mai 2.—5. 


Mai 13.—14. 87 
Mai 27.—28. 198 
Mai 25.—26. 198 
Juni 2.—3. 263 
Mai 28.—29. 270 
Mai 31.—Juni 1. 241 
Juni 6. 285 
Mai 26.—27. 234 
Juni 6.—7. 331 
Mai 30.—31. 271 
Juni 7.—8. 303 


Bildet man die Quotienten T so sieht man, daf man für 
Distanzen vom Kopf = 0.01 angenähert eine Konstante erhält, und 
daf man aus den Beobachtungen hôchstens auf eine Neigung zu 
stärkerem Anwachsen der Geschwindigkeit mit der Entfernung 
vom Kopf, verglichen mit der parabolischen Formel, schlieBen kann. 

Nimmt man die parabolische Formel an und bildet dement- 
sprechend die Produkte Z.Va, so erhält man die Zahlen der 
Tabelle 8 (siehe folgende Seite), wobei zur Erhôhung der Übersicht 
der Wert des Produktes im Abstand 00.52 (1 mm auf den ZeiB- 
aplanataufnahmen) vom Kopf stets gleich 1 gesetzt ist. In der 
letzten Spalte steht das geometrische Mittel aus den Ergebnissen 
der einzelnen Aufnahmen, wobei die wenigen Zahlen vom 1. Mai weg- 
gelassen wurden und die vom 14. Mai nur halbes Gewicht erhielten. 

Wider unsere Erwartung folgt aus diesen Zahlen, daB die 
Helligkeitsabnahme des Kometenschweifes zum 
grôüBten Teil durch die Dichteabnahme erklärt 
wird. Eine genaue Konstanz der Zahlen ist nicht zu fordern. 
Dazu sind die wirklichen Verhältnisse im Kometenschweif zu ver- 
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Tabelle 8. 


Datum 


Se ne D ue dns 
Mai 1. | Mai 3. | Mai 7. | Mai 8. | Mai 9. | Mai 9. [Mai 10. Mai 12. Mai 14. [Mai 3.—14. 


Objektiv | Zeis | Zeis | Zeis | Zeis | Zeis | Goerz | Goërz Zeis | Zeis 
LES SA amet Geometr. 
opf-. — Mittel 
abstand «a TVa ue 


0.26 0.63 

0.42 0.84 

0.52 1.00 | 1.00 | 1.00 | 1.00 | 1.00 | 1.00 | 1.00 |(1.00)| 1.00 
0.68 1.29 

0.78 0.83 | 0.98 | 0.75 | 0.97 | 0.97 | 0.95 | 0.93 |(1.11)1 0.92 
1.04 0.91 | 0.84 | 0.65 | 0.79 | 0.94 | 0.88 | 0.98 0.84 
1.20 1.20 

1.30 0.99 | 0.88 | 0.74 | 0.83 | 0.90 | 0.84 | 0.98 |(1.25)| 0.89 
1.56 0.92 | 0.66 | 0.71 | 0.83 | 0.82 | 0.98 0.81 
1.72 1.16 

1.82 0.98 

2.08 0.95 | 0.77 | 0.64 | 0.67 | 0.78 | 0.91 |(1.66)] 0.84 
2.34 0.85 

3.13 1.05 | 0.78 | 0.67 | 0.41 | 0.71 | 0.84 |(1.77)| 0.77 
4.17 0.97 | 0.71 | 0.60 | 0.30 | 0.65 | 0.98 |(2.09)| 0.71 
5.21 1.10 | 0.56 | 0.44 | 0.34 | 0.59 | 0.87 |(2.08)| 0.66 
6.25 1.00 | 0.63 | 051 | 0.29 | 0.60 | 0.91 |(1.78)| 0.66 
7.29 1.09 (2.66) 


8.34 0.88 
| | | | 


wickelt und zu ungeklärt, die Strômung ist vor allem nicht sta- 
tionär, wie bei Ableitung der Gleichung (1) vorausgesetzt wurde. 
Bei zunehmender Tätigkeit des Kometen werden vermatlich zu- 
nächst die dem Kopf benachbarten Schweifpartien heller, bei ab- 
nehmender wird das Schweifende relativ grôBere Helligkeit fest- 
halten. Auch läBt sich die môgliche GrôBe der systematischen 
Messungsfehler schwer abschätzen. 

Die Konstanz der Zahlen würde übrigens im Mittel noch besser 
werden, wenn man die Zunahme der Geschwindigkeit gemäf den 
Daten von Herrn Curtis stärker als beim freien Fall, ansetzen 
würde. 

Wenn man aber auch die am stärksten abnehmende Zahlen- 
reihe, die vom 9. Mai, herausgreift, so folgt daraus immer noch, 
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daf die Leuchtkraft des Massenteïlchens des Kometen in einer 
Zeit von 3 Tagen — so lange braucht das Teiïlchen nach Herrn 
Curtis Geschwindigkeiten etwa bis zu einer Entfernung von 6° 
vom Kometenkopf — nur auf ein Drittel ihres - Wertes abge- 
nommen hätte. Es scheint wenig wahrscheinlich, daB ein derar- 
tiges Dauerleuchten aus der Energie der Schweifmassen selbst 
bestritten werden kann. Hingegen erklärt sich unser 
Ergebnis ohne weiteres, wenn man annimmt, daf 
es sich bei den Kometenschweifen um Fluoreszenz- 
oder Resonanzstrahlung handelt, die durch die 
Sonnenstrahlung hervorgebracht wird. Herr Wright 
(Lick Observatory Bulletin Nr. 174) hat im Schweifspektrum des 
Kometen 1910 a sehr wahrscheinlich bereits die Resonanzstrahlung 
des Natriums beobachtet. Einen analogen Ursprung würde man 
für das CO- und CH-Bandenspektrum des Schweifes des Halley- 
schen Kometen vorauszusetzen haben. Die Intensität der Fluores- 
zenz pro Masseneinheit wird dann übrigens längs des Schweifes 
nicht konstant sein, sondern mit dem Quadrat der Entfernung 
von der Sonne abnehmen. Dies gibt im Durchschnitt für die 
obigen Beobachtungstage etwa eine Abnahme von 15°/o bei 6° 
scheinbarem Abstand vom Kopf, macht also quantitativ nicht viel 
aus, liegt aber im Sinne der beobachteten Zahlen. 


Während im Vorstehenden nur die relativen Helligkeiten der 
verschiedenen Teile des Schweifes untersucht wurden, ermôglichen 
die Aufnahmen der Teneriffaexpedition auch noch absolute Hellig- 
keiten abzuleiten infolge des Umstandes, daB auf den meisten 
Bildern bei der ungenauen Fokussierung die Sterne Scheibchen von 
hinreichender GrôBe sind, nm sowohl den Scheibendurchmesser (0,1 
bis 0,3 mm) als auch die Schwärzung der Scheibe messen zu kônnen. 
Die folgende Tabelle (4) gibt für jedes Datum den benutzten 
Vergleichstern und dessen GrôBe nach der Gôttinger Aktinometrie 
(aber auf Harvard-System reduziert) an. Als Einheit der Flächen- 
helligkeit wurde die mittlere Flächenhelligkeit der Sonne gewählt 
und als photographische SterngrôBe der Sonne im Harvard-System 
nach O. Birck (Dissertation, Gôttingen 1908) der Betrag — 2b".8 
angenommen. Damit ergab sich die in Tabelle 4 in der 3. Spalte 
stehende Flächenhelligkeit des Kometenschweifs an der hellsten 
Stelle des Querschnitts in 0°.52 Abstand vom Kopf. Die Quer- 
schnittsintensitäten liefen sich natürlich durch Anbringen der- 
selben Faktoren auf die Flächenhelligkeit der Sonne reduzieren. 
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Unter « findet man angegeben, welchen scheinbaren Abstand vom 
Kometenkopf ein Punkt auf dem Radiusvektor des Kometen in 
0.015 Astron. Einheiten wirklichem Abstand von demselben hat. 
Unter I findet man die Querschnittsintensitäten aus Tabelle (1) 
für diesen Abstand vom Kopf interpoliert und auf die Flächen- 
belligkeit der Sonne bezogen. 


Tabelle 4. 
Datum | Vergleichstern | GrôBe | î (2 I E, 
m 0 
Mai 1 10 Piscium 438 |0.84.1071! 1.0 1.2.1010 
Mai 3 ; L 0.70 19 ©1424 1.7 
Mai 35 Piscium 5.93 1.14 1.5 1.8 1.9 
Mai 8 é $ 0.89 1.6 1.1 1.1 
Mai 9 ë ; 1.43 Ja 17 17 
Mai 12 æ Piscium 6.28 |1.41 2.0 2.1 1.5 
Mai 14 ; n 0.75 2.2 25 1.2 


Sobald man das Leuchten des Schweifs auf Reflexion oder 
Resonanz der Sonnenstrahlung zurückführt, gibt die absolute 
Flächenbelligkeit des Schweifs einen Anhaltspunkt für die Dichte 
der Schweiïfmaterie, und die absoluten Querschnittsintensitäten 
lassen sich in Verbindung mit den Geschwindigkeitsbestimmungen 
verwerten, um einen gewissen Aufschluf über die in der Zeit- 
einheit vom Kometen zur Schweifbildung abgegebene Masse, über 
die ,Ergiebigkeit“ des Kometen, zu erhalten. 

Man stelle sich zunächst einmal vor, da der Schweiïf aus lauter 
kugelfôrmigen Partikeln vom Radius @ bestehe, die das Sonnen- 
licht ohne Absorptionsverlust gleichfôrmig nach allen Seiten!) 
diffandieren. Die Anzahl der Partikel auf der Flächeneinheit, 
von der Erde aus gesehen, sei #. Der Sonnenradius sei À, der 
Abstand des anvisierten Raumteiles von der Sonne sei, wie oben, 7. 
Dann ist die Flächenhelligkeit verglichen mit der Flächenhelligkeit 


der Sonne: 
2 


à = n° £° (2) 


Ist q die senkrecht zum Radiusvektor und zur Gesichtslinie 
gezogene Koordinate, so wird die Querschnittsintensität : 


1) Und zwar vorwärts sowobl, als auch rückwärts nach der Art von Teilchen, 
deren Durchmesser unter der Wellenlänge des Lichts liegt. 
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à A° 
I = LE idq — xg 9,3 E ndg. (3) 


Faft man nun die wirklichen Teilchen ins Auge, welche den 
Kometenschweif bilden und welche einen Radius ©, und ein spezi- 
fisches Gewicht s haben môgen, so kann man jedem Teilchen doch 
immer einen ,effektiven“ Radius o zuschreiben, soda die obigen 


Formeln gelten. Die Grôfe @_ stellt dann eine Art Albedo dar. 


Die Gesamtmasse des Kometenschweïfs, welche sich auf die Flächen- 
einheit von der Erde aus gesehen projiziert, wird: 


E3 8 = 8 &)s ir” : 
3 TQQSN — sas PE 


Denkt man den Schweïf längs des Visionsradius so komprimiert, 
daB er durchweg die in seinen mittleren Teilen herrschende 
maximale Dichte annimmt, und nennt die dann entstehende Dicke 
des Schweïfs in Richtung des Visionsradius p, so erhält man für 
diese maximale Dichte: 


= +aosn (fe) Us 

APTE ART ce) + (e) 

Die Gesamtmasse, welche sich in der Zeiteinheit durch den 
Schweïfquerschnitt bewegt, die Ergiebigkeit, wird: 


__ 4x n L 2: 8 FA 
E = — @s .v/f ndq = safe) sv re 


Die Längeneinheït, die oben bei der Berechnung der Quer- 
schnittsintensität verwandt wurde, war 0.2 mm auf den Aufnahmen 
mit dem ZeïiBaplanaten entsprechend 6’.2. Die wirkliche Grôfe 
dieser Längeneinheit ist 7 sin 6’.2, wenn 7 der Abstand des Kometen 
ist. Hiermit sind also die obigen GrôBen J noch zu multiplizieren.. 
Fügt man schlieBlich noch den Faktor sin y hinzu, der, wie er- 
wähbnt, auf normale Durchsicht reduziert, so lautet die vollständige 
Formel zur Berechnung der Ergiebigkeit aus den Querschnitts- 
intensitäten 1 der Tabelle: 


3 3 
E = e() 88, E, = To 7 4 sin à. sin 62. (5) 
Für die Strômungsgeschwindigkeit in der Entfernang 0.015 
Astr. Einheïten vom Kopf ergibt sich aus Herrn Curtis’ Zahlen 
etwa v = 32 km/sec. Mit diesen Daten sind die Werte E, der 
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Tabelle (4) und zwar gleich in Einheiten des c. g. s.-Systems ge- 
rechnet. Im Durchschnitt hat man also etwa: 


E = 18.10% 0: (-%\ 
5.10% @ (0) s. 


Nimmt man den räumlichen Schweifquerschnitt von angenähert 
zylindrischer Form an, so ergibt sich aus der Seitenansicht des 
Schweifes in 0°.5 Abstand vom Kopf eine Dicke des Schweifes p 
— im oben erläuterten Sinne — von etwa 300000 km (3.10'° cm). 
Damit folgt unter Verwendung des Durchschnittswertes à = 1.0.107' 
aus Tabelle (4): 


L] 
8 = 2.10" o, fe s 


Für die Beschaffenheit der Teïlchen wollen wir nun zwei 
Annahmen verfolgen: 

1. Entsprechend der Arrhenius’schen Theorie des Strahlungs- 
drucks seien die Teilchen von der GrüBenordnung p, — 107* em, 
das spezifische Gewicht sei 1. Der effektive Radius wird bei solchen 
Teilchen der Grôfenordnung nach gleich dem wirklichen und es 
sei hier einfach @g — 0, gesetzt. Wir sehen dabei darüber hinweg, 
daf derartige Teïilchen wesentlich das Sonnenspektrum reflektieren 
müften, statt ein Bandenspektrum zu geben, und für sie im Grunde 
nur der Bruchteil des Schweiflichtes, der aus reflektiertem Sonnen- 
licht besteht, in Rechnung gesetzt werden darf. 

2. Wir sehen die einzelnen Teïlchen als fluoreszierende Mole- 
küle an, deren Radius op, dann von der GrôBenordnung 107 cm ist. 
Es ist nicht unwahrscheinlich, daf der effektive Radius eines 
solchen Moleküls ebenfalls von der GrôBenordnung seines wirk- 
lichen Radius ist!) wir wollen daher auch hier pe — @, setzen 
und für das Molekulargewicht s den Betrag 20 nehmen. 

Man erhält in beiden Fällen: 


Hypothese I. 


E — 1500 kg/sec — 130000 Tonnen/Tag 
ô = 2:10 
Hypothese II. 
E — 150 gr/sec — 13 Tonnen/Tag 
8=14;, 107 


1) Dies gilt wenigstens, wenn die Fluoreszenz darauf beruht, da8 einige 
wenige Elektronen im Molekül — nur durch Ausstrahlung gedämpft — mit Licht- 
frequenzen um ihre Ruhelagen schwingen. 
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Die freie Weglänge der Moleküle wäre bei letzterer Dichte 
von der GrüBenordnung 10 em entsprechend der Distanz der 
nächsten Fixsterne, ZusammenstôBe würden also nicht mehr vor- 
kommen. ; 

Setzt man die Erde einen Tag lang einem Strom der Dichte 
107* von der Geschwindigkeit 100 km/sec aus — diese Zahlen 
müften nach Herrn Curtis’ Geschwindigkeiten und nach Hypothese I. 
beim Durchgang der Erde durch den Kometenschweiïif etwa ge- 
golten haben — so trifft auf jeden Quadratzentimeter der Erde 
eine Masse von 10-“gr, welche eine Energie von 1/10 000 Gramm- 
kalorie mitbringt. Die gesamte von der Erde abgefangene Masse 
beträgt dann 250 Tonnen. Da diese Zahlen obere Grenzwerte 
bilden dürften, so sieht man, wie wenig materielle Einwirkung 
von dem Durchgang durch den Kometenschweiïf zu erwarten war. 


Die Albedo der Wolken und der Erde,. 
(Messungen auf 6 Ballonfahrten). 
Von 
K. Stuchtey und A. Wegener. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 24. März 1911 durch Herrn Wiechert. 
Mit vier Figuren im Text. 


I. Beobachtungsmethode. 


Vorbemerkung. Die im folgenden zu beschreibenden Ver- 
suche sind mit Unterstützung der K. Gesellschaft der Wissen- 
schaften in Gôttingen bei Gelegenheit von Ballonfahrten des Kur- 
hessischen Vereins für Luftschiffahrt zu Marburg ausgeführt 
worden. Die Kosten für die Beschaffung des dabei benutzten In- 
struments übernahm in dankenswertester Weise Herr Professor 
F. Richarz, so daf die von der genannten Gesellschaft zur Ver- 
fügang gestellte Summe von 500 M. ganz für die Bestreitung der 
Fahrtkosten verwendet werden konnte, welche von Seiten des 
Vereins mit Hinblick auf den wissenschaftlichen Zweck zum Teil 
noch besonders ermäfigt wurden. 

Obwohl beabsichtigt wird, die Messungen fortzusetzen, er- 
scheint doch der gegenwärtige, durch die Erschôpfung der Mittel 
gegebene Zeitpunkt auch sachlich aus mehreren Gründen zu einer 
ersten Zusammenfassung der Resultate geeignet; denn einmal 
reichen diese bereits aus, um die Brauchbarkeit des ,Albedometers“ 
zu beweisen, welches in den optisch-mechanischen Werkstätten 
von Schmidt und Haensch in Berlin für den vorliegenden Zweck 
nach den Angaben der Verfasser konstruiert worden ist, und 
zweitens dürften auch die vorläufigen Beobachtungsergebnisse be- 
reits eine gewisse Beachtung verdienen, weil über diesen Gegen- 
stand bisher erst auBerordentlich wenig bekannt war. 
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Im Jahre 1906 wurde durch die Smithsonian Expedition !) am 
dem Mount Wilson der erste — und soweit bekannt, bisher ein- 
zige — Versuch gemacht, die Albedo eines unterhalb des Berg- 
gipfels liegenden Wolkenmeeres exakt zu bestimmen. Man fand 
als Mittelwert eine Albedo von 0.65, und dies Resultat hat des- 
wegen eine besondere Beachtung gefunden, weïil man bis dahin er- 
heblich hôhere Werte, mit Hinblick auf die bekannte Albedo des 
offenbar ganz mit Wolken bedeckten Planeten Venus meiïst etwa 
0.75, angenommen hatte. Leider scheint das darauf folgende Zirkular, 
das die beiden genannten Forscher sich nachträglich zu versenden 
genôtigt sahen, wenigstens in Deutschland wenig beachtet worden 
zu sein*) Es wird darin auf einen Fehler in der Reduktion hin- 
gewiesen und das Resultat ausdrücklich zurückgenommen, ohne 
daB aber zunächst ein richtigeres gegeben wird; für ein solches 
wollte man erst noch mehr Beobachtungen sammeln. Da von einer 
Fortsetzung dieser Versuche bisher nichts bekannt geworden ist, 
besitzen wir also gegenwärtig tatsächlich keinerlei exakte Beob- 
achtungswerte über diese für den Energiehaushalt der Erde s0 
überaus wichtige GrôBe. 

Bevor auf den Bau des von uns benutzten Albedometers ein- 
gegangen wird, soll das Verfahren von Abbot und Fowle ganz 
kurz besprochen werden. 

DieMethode von Abbot und Fowle. Der Beobachtungs- 
platz auf dem Mount Wilson lag in dem Winkel an der Vereini- 
gung zweier Täler, so daB die Instrumente nach 3 Seiten hin bis 
zu einem Depressionswinkel von 70° abwärts auf die Wolkenober- 
fläche gerichtet werden konnten. An dieser Stelle stand ein 50 
Fu hoher Turm, auf welchem das zur Messung dienende Bolo- 
meter Aufstellung fand. Man ging darauf aus, die absolute 
Albedo der Wolkenoberfläche durch direkte Vergleichang mit dem 
zugestrahlten Sonnenlicht zu bestimmen, wodurch ein ziemlich 
komplizierter Aufbau nôtig wurde (vergl. Fig. 1) Wie die ge- 
strichelte Linie in der Figur zeigt, gelangt das Licht von der 
Wolke zunächst zu dem ebenen Spiegel a und wird von diesem 
auf den ebenen Spiegel b reflektiert, welcher senkrecht unter dem 
ersteren liegt. Von hier gelangt es nach dem Konkavspiegel c 


1) C. G. Abbot and F. E. Fowle, Annals of the Astrophysical Obser- 
vatory of the Smithsonian Institution, Volume II, Washington 1908, Part II, 
Chapter II (S. 186): The reflecting power of clouds. 

2) Note on the reflecting power of clouds (Addenda to Annals of the Astro- 
physical Observatory, Smithsonian Institution, Vol. II), by C. G. Abbot and 
F, E. Fowle (datiert: 27. Mai 1908). 
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von 1m Brennweite, welcher in Bezug auf ein Diaphragma d 
focussiert ist. Hinter dem letzteren sind 4 keilf‘rmige Silber- 
spiegel f angebracht (von denen in der Figür nur 2 angedeutet 
sind), die sämtliche durch das Diaphragma kommenden Strahlen 
mit Ausnahme der durch eine Glasplatte g absorbierten langwel- 
ligen. Wärmestrahlen sammeln, so daB dieselben auf den am Ende 
befindlichen Bolometerstreifen e fallen. Der Zweck dieser Einrich- 
tung war der, eïinmal eine genügende Strahlungsintensität zu 


Fig. 1. Versuchsanordnung von Abbot und Fowle. 


sammeln, dann aber auch einen solchen Raumwinkel aus dem Ge- 
sichtsfelde herauszuschneiden, der gerade gleich der Sonnenscheibe 
ist. Es sollte also auf das Bolometer abwechselnd das Sonnenbild 
und das Bild eines môüglichst gleichen Ausschnittes der Wolke 
projiziert werden, um auf diese Weise die direkte mit der diffus 
reflektierten Strahlung zu vergleichen. Wegen des bedeutenden 
Unterschiedes, den diese beiden Werte auch der GrôBenordnung 
nach besitzen, war es mit besonderer Schwierigkeit verbunden, die 
Sonnenstrahlung in genau bekannter Weise soweit abzuschwächen, 
daf sie bei ungefähr gleicher Beanspruchung des Bolometers und 
Galvanometers mit der Strabhlung der Wolke vergleichbar wurde. 
Zu diesem Zweck wurden die Blenden À und B in den Strahlen- 
gang eingeschaltet, deren Einrichtung wir hier übergehen. 


Es liegt in der Natur,der Aufgabe, daB absolute Bestimmungen 
dieser Art mit einer Reihe von schwierig zu bestimmenden Kor- 
rektionen und Reduktionen verbunden sind, welche leicht zu Irr- 
timern AnlaB geben künnen. Diese Schwierigkeiten haben sich auch, 
wie erwähnt, bei den Messungen von Abbot und Fowle heraus- 
gestellt, so daB eine einwandfreie Durcharbeitung dieser Methode 
gegenwärtig noch aussteht. Da sie indessen von den genannten 
Autoren in Aussicht gestellt wird, kann hier von einem weiteren 
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Eingehen und einer Kritik der Versuchsanordnung abgesenen 
werden. 

Dagegen ist es für das folgende nicht ohne Interesse, den 
äuferen Verlauf dieser Experimente kennen zu lernen, weil sich 
aus ihm mancherlei praktische Fingerzeige ergeben. Nur an 2 
Tagen, nämlich am 22. August und am 13. September 1906, waren 
Messungen môglich; am letztgenannten Termin gelangen nur we- 
nige Einstellungen. Die Beobachtungen umfassen ein nicht unbe- 
trächtliches Intervall von Sonnenhôhen; aber von dem Wolken- 
meer wird hauptsächlich nur die Zone berücksichtigt, welche vom 
Horizont bis zu einem Depressionswinkel von 9° herabreicht, 
während nur sehr wenige Messungen mit grôBeren Depressions- 
winkeln bis zu dem oben genannten Maximum von 70° ausgeführt 
werden konnten. Dies ist besonders aus dem Grunde ein groBer 
Übelstand, weil aus den Beobachtungen selbst hervorgeht, daB an 
der Wolkenoberfläche keineswegs eine ideal diffuse Reflexion 
herrscht. Namentlich bei tiefstehender Sonne wurde eine sehr 
markante Abhängigkeit der Wolkenalbedo vom Azimut gefunden. 
Je grôBer der benutzte Depressionswinkel, und andererseits je 
grôBer die Sonnenhôhe war, desto mehr verschwanden diese Unter- 
schiede. Die hieraus entspringenden Reduktionen, die wahrschein- 
Jich je nach der Natur der Wolkenoberfläche verschieden ausfallen, 
dürften unter allen Umständen eine grofe Schwierigkeit bei der 
Anwendung dieser Methode bilden. 

Grundgedanken der neuen Methode. Da sich der 
Einfluf der stôrenden regelmäfigen Reflexion hauptsächlich bei 
kleinen Depressionswinkeln bemerkbar macht, so ist einleuchtend, 
daB eine Methode, bei der die Wolke senkrecht von oben be- 
trachtet wird, der vorigen weit überlegen sein mu, da man hier 
praktisch von einer Reduktion der Beobachtungen auf ideal diffuse 
Reflexion gänzlich absehen kann. Wir werden also von vornherein 
darauf hingewiesen, daB derartige Messungen vom Ballon, nicht 
von einem Berggipfel aus anzustellen sind. 

Bei den groBen Schwierigkeiten, mit welchen absolute Mes- 
sungen auch im Laboratorium gegenwärtig verbunden sind, ist 
die Ausführung derselben im Freien, wo weitere Schwierigkeiten 
hinzukommen, unseres Erachtens nicht zweckmäBig; hier dürfte 
eine relative Bestimmung, welche später durch Laboratoriums- 
versuche auf absolute Werte zurückzufübren ist, wegen ihrer 
grôBeren Bequemlichkeit nicht nur eine grôBere Ausbeute gewähr- 
leisten, sondern auch genauere Resultate liefern. Wenn nun gar 
die ungünstigen Beobachtungsverhältnisse im Ballonkorbe in Be- 
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tracht gezogen werden, so ist von vornherein eïnleuchtend, daB 
nur eine solche Methode zum Ziele führen kann, die mit einem 
Minimum von instrumentellem Aufwand und von anzuwendender 
Zeit die Messung auszuführen gestattet. Das im folgenden zu be- 
schreibende Albedometer dürfte diesen Anforderungen genügen. 

Das Albedometer. Das Prinzip des für die relative Al- 
bedomessung benutzten Ballon-Instruments besteht darin, daf man 
die horizontal angenommene Wolkenoberfläche mit einer gleichfalls 
horizontal liegenden Gipsplatte vergleicht. Da beide von den 
Sonnenstrahlen unter demselben Winkel ge- D 
troffen werden, also dieselben Lichtmengen ] 
erhalten, so gibt das Verhältnis ihrer Hel- | 
ligkeiten unmittelbar das Verhältnis ihrer 
Albedo an. Wird also diejenige des Gips 
als bekannt und konstant angenommen, was 
für die vorliegenden Zwecke durchaus zu- 
lässig erscheint, so ist damit auch die Wol- 
kenalbedo bekannt. 

Die Vergleichung der beiden Flächen 
geschieht in der Weise, daB man das von der 
helleren von beiden ausgehende Licht in der 
üblichen Weise mit Hilfe von Polarisations- 
vorrichtungen soweit abschwächt, bis Gleich- 
heit der Helligkeit erreicht ist, wobei der 
leicht bestimmbare Grad der Abschwächung 
ein MaB für das Helligkeitsverbältnis gibt. 

Ein sehr glücklicher Umstand war es, 
daf die Hauptteile dieses Instruments un- 
geändert von einer anderen Konstruktion 
üïbernommen werden konnten, nämlich von 
dem Polarisationsphotometer von Martens!) 
Figur 2 zeigt einen Querschnitt des Instru- 
ments. Die beiden miteinander zu verglei- Fig. 2. Das Martenssche 
chenden Lichtbündel treten durch zwei Off-  Polarisationsphotometer, 
nungen a und b in das Photometer ein und montiert als Albedometer 
durchlaufen der Reïhe nach eine Objektiv- für Ballonbeobachtungen. 
linse F, ein doppelbrechendes Kalkspathprisma nach Wollaston 
E, ein Zwillingsprisma S$, ein Analysatornicol N und die beiden 
Linsen L und H eines Ramsdenschen Okaulars. Das letztere ist 
auf die Trennungslinie der beiden Hälften des Zwillingsprismas 
eingestellt. Das oberhalb D befindliche Auge sieht dann die 

1) Über ein neues Polarisationsphotometer, Phys. Zeitschr. 1, 299, 1900. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Matb.-phys. Klusse. 1911. Heft 8, 16 
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beiden Hälften des Gesichtsfeldes beleuchtet von den Lichtstrahlen, 
die durch die beiden Üffnungen a und à eingetreten sind, und 
zwar sind diese beiden Lichtbündel in zwei zu einander Sénbreiée 
Richtungen polarisiert. Durch Drehen des Analysatornicols N 
kann der Beobachter die Helligkeit des einen Feldes schwächen, 
während die des anderen wächst, und kann auf diese Weise auf 
gleiche Helligkeit einstellen. Die Drehung wird an dem Teilkreise 
T abgelesen. 

Die bisher besprochenen Teile wurden unverändert vom Mar- 
tensschen Polarisationsphotometer übernommen. Für den vor- 
liegenden Zweck wurde nun unterhalb der Üffnungen a und b an 
einer Verlängerung des Rohres die zum Vergleich dienende Gips- 
platte G angebracht, während durch eine Üffnung c dafür gesorgt 
wurde, daf das von der Wolke kommende Licht nach b gelangen 
konnte. Zwischen c und G einerseits und b und a andererseits 
mufte dann noch eine neue Objektivlinse V eingeschaltet werden. 

Der Ausschnitt des Rôhrenansatzes, 
der dem Sonnenlicht Zutritt zur Gipsplatte 
gewäbrt (vergl. Fig. 8), wurde so grof 
gewählt, daB auch bei Sonnenhôhen von 
60° noch kein Schatten von den oberen 
Teiïlen des Instruments auf die Gipsplatte 
fallen konnte. GrôBere Sonnenhühen kom- 
men bekanntlich bei Ballonfahrten nicht in 
Betracht, da dann die Sonne durch den 
Ballonkôrper verdeckt wird. 

Das Instrument ist für den freihän- 
digen Gebrauch bestimmt und wird nach 
Augenmaf vertikal nach unten gerichtet. 
Über die hieraus entspringende Ungenauig- 
keit werden weiter unten zahlenmäfige An- 
gaben gemacht werden. 

Die Einstellung auf gleiche Helligkeit 
kann in jedem der 4 Quadranten erfolgen. 
Hat das Objekt dieselbe Albedo wie die 

Fig. 3. Albedometer Gipsplatte, so erhält man gleiche Hellig- 
für FRA TRE keit bei den 4 Einstellungen auf 45°, 1350, 
nee em. 2250, 8315°. Bezeichnen wir die Able- 
sungen mit &,..a,, 80 werden die zugehôürigen Winkel des ersten 
Quadranten: 


| 1) Das Instrument ist zum Preise von 150 Mark bei den Optisch-Mecha- 
nischen Werkstätten von Schmidt und Haensch, Berlin, erhältlich. 
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4 = à 

, — 180 —a, 
a; —= a, —180 
«, = 360—a,. 


Die Berechnung gestaltet sich dann auferordentlich einfach. 
Wenn wir nämlich, was weiter unten begründet werden soll, die 
Albedo der Gipsplatte gleich 1,00 setzen, so ist die der Wolken 
gegeben durch 


Einfluf des freihändigen Gebrauchs. Durch den 
freihändigen Gebrauch wird natürlich die Genauigkeit der einzelnen 
Einstellungen nicht unerheblich vermindert gegenüber einer festen, 
womôglich mit Hilfe einer Libelle justierten Aufstellung. Die 
folgenden 40 freihändigen Einstellungen auf eine horizontale, der 
Sonne exponierte Gipsplatte geben ein Bild davon: 


Abwei- Abvwei- Abwei- Abvwei- 

D eee ee ee 

Mittel Mittel Mittel Mittel 
one lon oeil disulioe l:460. 02 
ot Doeluianoi le omis 2880) Nc04 DIT 48.6uLà 04 
Lil comen Melon Jo | Seil «08 
Holbocul Lalonde ain 0% 
ions ose | aol Gad hdios), "0011465: 00 
Abhlhoset ua! ANosd  ovlon | lp 
2600 lool vasotel Gel. 419-4) 0074L-463: aton 
455 | 04 | 450 | 0 150. l'or |oA66uls 0 
ele 65112450 slots | 03 
45.0 O1 | “fi es Ze NW 0 1-40 | 0.2 
Mittel: 46.1 | 0.3 | 45.2 | 04 | 44.9 | 0.2 | 45.2 | 0.3 


Namentlich wenn man diese Zahlen mit den im folgenden ge- 
gebenen Werten für die feste Aufstellung vergleicht, wie sie zur 
Ermittelung des Indexfehlers benutzt wurde, so ist die Ver- 
schlechterung in den Einzelbestimmungen deutlich erkennbar. 
Allein man sieht doch, da der Fehler gegenüber der Veränder- 
lichkeit der Wolken selber nicht in Betracht kommt, zumal wenn 
man der Diskussion immer nur Mittelwerte aus einer grôBeren 


Zabl von Einzelmessungen zu Grunde legt. 
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Indexfehler. Die instrumentellen Korrektionen, welche 

auf unzureichende Justierung der Nicols, des Zwillingsprismas und 
des Kreis-Index zurückzuführen sind, wurden als Indexfehler 
zusammengefaft. Ihre Bestimmung geschah dadurch, daB die Al- 
bedo einer grôferen gegossenen Gipsplatte gemessen wurde; und 
zwar wurden diese Bestimmungen am geüffneten Fenster vorge- 
nommen, so daB neben der reinen Sonnenstrahlung dieselben Aus- 
schnitte des Himmelsgewôlbes mit ihrer diffasen Strahlung zur 
Beleuchtung der grôferen Gipsplatte und der Vergleichsplatte im 
Albedometer beitragen konnten (über die Himmelsstrablung vgl. 
pg. 10) Die (sehr geringe) Abweïichung von der Einheit, die sich 
dabei ergab, wurde als Instrumentalfehler betrachtet, und sämtliche 
Messungen hiernach korrigiert. Der Betrag dieser Korrektion ist 
übrigens im Vergleich zu der sonstigen Unsicherheit der Resultate 
gänzlich ohne Belang. 
Bei diesen Bestimmungen wurde das Instrument nicht frei- 
händig gehalten, sondern an einem Stativ angeschraubt und môg- 
lichst genau vertikal nach unten gerichtet. Um die Schwankungen 
der einzelnen Ablesungen zu zeigen, geben wir die erste Messungs- 
reihe in extenso wieder: 


CA | CA | CA | CA | Bemerkungen 
44.6 45.0 44.4 45.0 | 
44.3 45.0 44.4 45.0 
44.5 44.9 44.4 45.1 
44.4 45.0 44.4 45.1 
44.4 44.9 44.3 45.1 Sonnenhühe 
44.6 44.9 44.4 45.1 kleiner als 380 
44.6 45.0 44.4 46.0 
44.5 44.9 44.5 | 45.1 
44,5 45.0 44,4 | 46.1 
Mie 45.0 444 45.0 
Korrektion: “+ 0.52 | + 0.04 | + 0.60 | — 0.06 
Zahl der 19 10 10 10 
Beob. : 


Für 6 weitere Reïhen seien hier nur die resultierenden Kor- 
rektionen mitgeteilt: 
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CA | CA | CA | CA | Bemerkungen 
IL. + 0.53 | + 0.01 | + 0.53 | — 0.07 | Sonnenhôühe zuerst 39°, 
Zahl d. Beob. 10 10 10 10 dann 37° 
. I. + 0.58 | + 0.02 | + 0.55 | + 0.03 | Sonnenhôhe wachsend 
Zahl d. Beob. 5 5 À 4 von 371/, auf 41° 
IV. + 0.50 | — 0.03 | + 0.67 | — 0.03 
1 0 
Zahl d. Beob. é à x : Sonnenhôhe ca. 32 
W: + 0.52 0.00 | + 0.52 | — 0.18 
Zahl d. Beob. 5 5 5 4 
VI: + 0.49 | — 0.03 | + 0.42 | — 0.03 L ns 
Zahl d. Beob. 7 7 7 7 no 
VII. + 0.55 | — 0.10 | + 0.55 | — 0.20 Sonnenhôhe 40 2/,° 
Zahi d. Beob. 2 2 2 Dir 


Bei einzelnen unter diesen Einstellungen wurde nicht eine 
gegossene Platte aus Gips benutzt, sondern Gipspulver, das durch 
Andrücken einer Glasplatte geebnet war. Es zeigte sich kein 
Unterschied zwischen diesen beiden Anordnungen. Auch an Stelle 
der Gipsplatte im Instrament wurde mehrmals geglättetes Gips- 
pulver verwendet, gleichfalls ohne Einwirkung auf das Resultat. 

Bei der Vereinigung zu einem definitiven Mittel erscheint es 
ratsam, den verschiedenen Beobachtungsreihen, obwohl sie aus 
ungleich zahlreichen Einzelablesangen bestehen, doch das gleiche 
Gewicht zu geben, weil die Abweïchungen, welche die einzelnen 
Ablesangen bei ein und derselben Aufstellung zeigen, geringer 
sind als diejenigen, welche bei einer neuen Aufstellung unter ge- 
änderten Verhältnissen auftreten. Man erhält auf diese Weise 
die folgenden definitiven Werte für die Korrektion: 

, , “, “, 
Korr. +0.53 —O.01 +0.55  —0.07 

Da die Ablesungsgenauigkeit nur ‘10° beträgt, so wurden an 

den Beobachtangen die Korrektionen 
+ 0.5 0.0 + 0.6 — 0.1 
angebracht. 

Diese Korrektionen sind gültig für die Fahrten des Jabres 1910. 
Anfang Februar 1911 wurde jedoch das Instrument auseinander- 
genommen und neu justiert, worauf in derselben Weise wie früher 
die folgenden Ablesungen für die Albedo einer Gipsplatte erhalten 
wurden: 
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“ 2 3 | Œa 
45.0 44.9 45.0 45.2 
45.0 45.1 45.0 45.2 


45.0 | 45.1 44.9 45.2 
45.0 | 45.0 44.9 45.1 
45.0 | 449 44.9 45.0 
44.9 | 449 45.0 45.2 
45.1 | 45.0 45.0 45.2 
45.1 | 45.0 45.0 45.1 
45.0 | 45.0 45.1 | 45.2 
44.9 | 45.1 45.0 45.2 


Mittlere Korrektion: 0.00 | 0.00 | + 0.02 | 2016 


An den Beobachtungen des Jahres 1911 wurden daher die 
Korrektionen angebracht: 
0.0 0.0 0.0 — 0.2. 


Berücksichtigung der diffusen Strahlung des 
Himmels. Da für die Gipsplatte im Instrument notwendiger- 
weise ein erheblicher Teil des Firmaments verdeckt ist, während 
die Wolkenoberfläche aufer der direkten Sonnenstrahlung auch 
noch die Himmelsstrahlung ganz uneingeschränkt erhält, so müssen 
die gemessenen Werte der Wolkenalbedo etwas zu gro8 ausfallen. 

Um den Betrag zu ermitteln, wurde die Albedo einer grofen 
horizontalen Gipsplatte (aus demselben Material wie diejenige im 
Instrument) in der Weise gemessen, da$ der Beobachter, auf einer 
Leiter stehend, sich hinreichend hoch über dem Objekt befand, um 
für dasselbe die Himmelsstrablung nicht mehr wesentlich zu beein- 
trächtigen. Das Albedometer befand sich dabei ca. 2 m über der 
Gipsplatte. Die Beobachtung fand statt auf einem auf der Hôhe 
des Marburger SchloBberges gelegenen Turm, von dem aus der 
Horizont nach allen Seïiten hin frei war. Man erhielt folgende 
Werte: 
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Als Mittel ergibt sich 45.8, was einer Albedo von 1.08 entspricht. 
Da die groBe Platte tatsächlich die gleiche Albedo (1.00) besitzt, 
wie diejenige im Instrument, so sind die 7°/ Defizit gleich dem- 
jenigen Teil der Himmelsstrahlung zu setzen, welcher für das 
Instrument verloren geht. Eine etwa noch immer übrig bleibende 
geringe Schwächung der Himmelsstrahlung für die gro8e Gipsplatte 
dürfte durch den Umstand mehr als aufgewogen sein, daf der Himmel 
— wie ja für Beobachtungen am Erdboden fast stets bei gutem 
Wetter — ziemlich weiflich war, also stärker strahlte als in 
denjenigen Hôhen, wo die Ballonbeobachtungen ausgeführt wurden. 
Der angegebene Wert dürfte deshalb eher zu groB als zu klein sein. 

Wir hätten also hiernach von allen Albedomessungen an Ob- 
jekten, welche der Strahlung des ganzen Firmaments ausgesetzt 
sind, etwa 7°/o (des Wertes) abzuziehen. 

Die genannte Art der Bestimmung dieser einzigen wirklich in 
Frage kommenden ReduktionsgrôBe dürfte nicht nur die einfachste, 
sondern auch die zuverlässigste sein. Doch kann man dieselbe auf 
Umwegen auch in anderer Weise ableiten, wobei man auf Werte 
kommt, die mit dem angegebenen hinreichend übereinstimmen. 

_ Über das Verhältnis der Himmelsstrahlung zur Sonnenstrahlung 

haben nämlich Abbot und Fowle Versuche angestéllt, welche 
ergeben, daB die Strahlung des Himmels auf eine horizontale 
Fläche etwa b°. desjenigen Betrages ausmacht, der durch direkte 
Sonnenstrahlung bei normaler Inzidenz an der Grenze der Atmo- 
sphäre erhalten würde. Nehmen wir für unsere Beobachtungen 
eme mittlere Sonnenhôühe von 34° an, so müssen wir die 5% mit 
18 multiplizieren, so daB die Strahlung des Himmels 9° der 
schrägen Sonnenstrahlung ausmacht. Berücksichtigen wir noch, 
da nur etwa die Hälfte der auBerirdischen Sonnenstrablang am 
Grunde der Atmosphäre übrig ist, so wird dieselbe Himmels- 
strahlung hiervon 18°/o ausmachen. Etwa ‘/s (6°/o) hiervon dürfte 
nach der Konstruktion des Instruments abgeblendet sein, was mit 
der früheren Angabe recht gut harmoniert. 

Auch eine andere, auf einer Ballonfabrt gemachte Beobachtung 
stimmt hiermit. Nachdem die Albedo einer Wolkendecke in ge- 
wôhnlicher Weise (im Mittel aus 8 Beobachtungen) zu 0.7 gefunden 
war, wurde dieselbe Wolkendecke nochmals gemessen, während 
der Beobachter mit dem Instrument auf der Schattenseite des 
Korbes stand und dasselbe also nur der diffusen Himmelsstrahlang 
exponierte. Als Mittel aus 4 Einstellungen ergab sich ein Wert, 
der einer Albedo von 6.0 entsprechen würde. Unter der Voraus- 
setzung, daf die Wolkenoberfläche bei beiden Beobachtungen die 
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gleiche Helligkeit zeigte, folgt hieraus, daë die von der Sonne 
and dem betreffenden Teil des Firmaments beleuchtete Gipsplatte 
6.0 
0.7 
Firmaments beleuchtete, oder daB die nur von der Sonne beleuchtete 
Gipsplatte 8.5—1 — 7.5 mal so hell gewesen wäre. Die Strablung 
des betreffenden Teiles des Himmelsgewôlbes würde also nur 13° 
der eigentlichen Sonnenstrahlung ausmachen. : Da dieser Ausschnitt 
nach der Bauart des Instrumentes ca. ?/s der gesamten Halbkugel 
ausmacht, wäre die ganze Himmelsstrablung ca. 19/2 °/0 der Sonnen- 
strahlung gegen 18°/o oben. 

Man sieht, daB man auch durch diese Rechnungen, die freilich 
unsicherer Natur sind, zu ähnlichen Ergebnissen kommt. — Für 
die Reduktion der Beobachtungen wurde der Wert von 7°/o be- 
nutzt, doch sind in den unten folgenden Tabellen zunächst die un- 
reduzierten Werte gegeben, während die Reduktion erst bei der 
Diskussion Verwendung findet. 

Die absolute Albedo der Vergleichsplatte. Für 
die Auswahl des als Vergleichsplatte zu benutzenden Materials 
war in erster Linie der Gesichtspunkt mafigebend, daB dasselbe 
jederzeit und allerorts in hinreichend gleicher Qualität zu erhalten 
sein muBte, wenn die Versuche einen allgemeineren Wert haben 
sollten. Ferner durfte es nicht gefärbt sein, sondern grau, d. h. 
es mufte alle Wellenlängen gleich stark reflektieren. Es erschien 
hiernach besonders vorteilhaft, den überall erhältlichen und auch 
sonst zu Photometerschirmen benutzten Alabastergips zu verwenden. 

Die Herstellung der Platten geschah in der Weise, daB der 
mit Wasser angerübrte Gips zunächst auf eine Spiegelglasscheibe 
gegossen wurde, von der er sich nach einigen Stunden abheben 
- lieB. Nach vülligem Trocknen wurde dann die so erhaltene ebene 
Fläche, die zunächst noch stark spiegelte, so lange mit einem 
Stück Filz leicht gerieben, bis selbst bei sehr schräg auffallendem 
Sonnenlicht nur noch diffuse Reflexion wahrgenommen werden 
konnte. 

Die absolute Albedo des Gipses wurde aus den bisher vor- 
liegenden absoluten Messungen, namentlich denjenigen von Wilsing 
und Scheiner, als bekannt vorausgesetzt. Bei der subtilen Natur 
dieser Untersuchungen hätte eine Neubestimmung nur dann zu 
einem zuverlässigeren Resultat führen kônnen, wenn zugleich die 
Methode vervollkommnet worden wäre. Diese Aufgabe aber wiirde 
den Rahmen der vorliegenden Arbeit erheblich überschreiten und 
eine selbständige Behandlung erfordern. 


= 8.5 mal so hell war wie die nur von demselben Teil des 
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Es sei vorweggenommen, daf nach den genannten Bestimmungen 
die Albedo des Gipses ohne jeden merkbaren Fehler gleich der 
Einheïit gesetzt werden kann. Sollte einmal später eine genauere 
Bestimmung môglich werden, so werden sich unsere relativen 
Messungen ohne Schwierigkeit auf den verbesserten Ausgangswert 
reduzieren lassen, so daf ibr Wert durch einen etwaigen Fehler 
desselben nicht beeinträchtigt wird. 


Es dürfte jedoch nicht überflüssig sein, die vorhandenen ab- 
soluten Messungen hier kurz zu besprechen. 


Das Verfahren von Wilsing und Scheiner beruht auf 
einer im Prinzip schon von Lambert benutzten Versuchsan- 
ordnung, die durch Züllner verbessert wurde. In seinen ,Photo- 
metrischen Untersuchungen“!) weist dieser darauf hin, da8 die 
Lambertsche Anordnung, die in Fig. 4 dargestellt ist, zu 
systematischen Fehlern führt. 


Fig. 4 Die Lambertsche Anordnung zur absoluten Messung der Albedo. 


Der zu untersuchende Schirm ab wird von der Kerze D 
fast normal beleuchtet. Man vergleicht die Helligkeit des durch 
die Linse L auf dem grofien Schirm AB entworfenen Bildes S 
mit der durch die direkte Bestrahlung bei S' erzeugten Helligkeit 
und variiert die Entfernungen so, daB S und S’ gleich hell er- 
scheinen. Dann ist die Albedo des Schirmes ab gegeben durch 


die Gleichung 
Pre 1[ da l 
Pa [+ 1". |? 
wo je der Absorptionskoeffizient der Linse L, 4 = CD, d' = DS’, 


d = LS und d' der Halbmesser der Linsenappertur ist. 
Daraus nun, daf auch von der Kerze D ein Bild auf dem 
groBen Schirm entsteht, das zu Kontrastwirkungen Anlaÿ gibt, 


1) Leipzig 1865. 
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entspringt ein groBer systematischer Fehler, den Züllner durch 
Anbringung einer Zwischenwand ausschaltete. Er fand s0 die 
Albedo des weifeh Papieres mit 10°/ Unsicherheit zu 0.70, woraus 
er dann durch relative Messungen noch folgende weitere Werte 
erhielt : 
Frisch gefallener Schnee 0.78  Quarz-Porphyr 0.11 
Weifer Sandstein 0.24  Feuchte Ackererde 0.08 
Tonmergel 0.16 Dunkelgrauer Syenit 0.08. 


Diese Züllnerschen Werte sind nach den folgenden Beob- 
achtungen noch etwas zu klein. Wie schon erwähnt, haben 
Wilsing und Scheiner die Methode in ihren , Vergleichenden 
spektralphotometrischen Beobachtungen am Monde und an Ge- 
steinen nebst Albedobestimmungen an letzteren“!) instrumentell 
weiter ausgebaut. Sie ermittelten die absolute Albedo für die 
folgenden 4 Objekte: 


Wilsing Scheiner Mittel 
Kreide 1.09 1.07 1.08 
Gips 1.09 1.14 1.12 
Aluminiumoxyd 1.30 1.22 1.26 
Weifes Schreibpapier 0.85 0.91 0.88. 


Nun kann nach der Definition der Albedo ihr Wert die 
Einbeit nicht überschreiten. Die Messungen an den ersten 3 Ob- 
jekten zeigen also, daB nicht lediglich diffus reflektiertes Licht 
vorhanden war, sondern auch noch gespiegeltes, was übrigens auch 
mit dem Polariskop bestätigt werden konnte. Wilsing und 
Scheiner nehmen infolgedessen die wahre Albedo der Kreide 
zu 1.00 an und benutzen diesen Wert als Ausgang für eine grôBere 
Reiïhe relativer Messungen, von denen einige noch weiter unten 
angeführt werden sollen. 

Eine ganz andere Methode der absoluten Bestimmung hat 
Sumpner in seiner Abhandlung ,The diffusion of light“?) ge- 
geben. Er benutzt ein Lummer-Brodhunsches Photometer 
in Verbindang mit einer Photomerbank. Dabei stellt er einen 
kreisfôrmigen Schirm aus der zu untersuchenden Substanz senk- 
recht zur Bankaxe auf und gibt ihm durch eine seitlich angebrachte 
Normallampe eine konstante Beleuchtung Æ. Macht man dann, 


1) Publikationen des Astrophys. Observ. zu Potsdam, Potsdam 1909. 

2) Phil. Mag. Ser. V, Vol. 85, No. 213, Februar 1893. — Eine Zusammen- 
stellung der verschiedenen Methoden findet man in E. Liebenthal, Praktische 
Photometrie, Braunschweig 1907. 
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ohne das Photometer zu verstellen, durch Verschiebung der Ver- 
gleichslampe die photometrische Einstellung, so ist die Albedo 


gear 
r, SE 
wobei r, und r, die beiden Abstände, I die Intensität der Ver- 
gleichslampe in Hefnerkerzen und $ die Oberfläche des zu unter- 


suchenden Kreiïses ist. Sumpner findet auf diese Weise die 
folgenden Werte der Albedo: 


À = 


Thick white blotting-paper (weifes Lüschpapier) 0.82 
White (rough) cartridge-paper (rauher weifer Karton) !) 0.80 
Tracing-cloth (Pausleinen) 0.35 
Tracing-paper (Pauspapier) 0.22 
Black cloth (schwarzes Tuch) 0.012 
Black velvet (schwarzer Sammt) 0.004. 


Zieht man alle diese Messungen in Betracht, so kommt man 
zu dem Schluf, daB bei der bisher anscheinend ypnvermeidlichen 
Ungenauigkeit der absoluten Mefmethoden kein in Betracht 
kommender Fehler begangen wird, wenn die Albedo des Gipses 
— 1.00 gesetzt wird. Wie schon oben erwäbnt, wird es ein 
Leichtes sein, die relativen Messungen, welche im folgenden zu 
besprechen sind, zu korrigieren, wenn sich eine Ânderung dieses 
Ausgangswertes als notwendig herausstellen sollte. 

Kontrollmessungen. Obwohl das vorangehende bereits 
genügen dürfte, um ein hinreichendes Urteil über die Zuverlässig- 
keit des Albedometers zu ermôglichen, wurde doch noch weiterhin 
der Versuch gemacht, durch Messungen an denselben Objekten, die 
von früheren Beobachtern benutzt wurden, eine Kontrolle zu ge- 
winnen. Leider sind nur sehr selten Stoffe verwendet worden, 
deren Albedo als genügend konstant betrachtet werden kann. 
Namentlich die Messungen von Sumpner sind dadurch charak- 
terisiert,. daB die von ihm benutzten Materialien sämtlich einer 
genauen Definition entbehren. Infolgedessen kônnen die im fol- 
genden gegebenen Vergleiche nur eine sehr rohe Kontrolle geben 


1) Bei Liebenthal heift es merkwürdigerweise ,weise Wand“. 
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oo 


Objekt - Albedometer Frühere Messungen 
ROSES EN UT ON RS 
Schwarzer Sammt 0.0074 0.004 (Sumpner) 
Schwarzes Tuch 0.020 0.012 gi 
Weises Lüschpapier . 0.804 0.82 , 
Weifes Schreibpapier 0.901 . | 0.88 Wilsing u. Scheiner 
Gips 1.000 1.12 E 2 
Schlemmkreide ‘) 0.994 1.08 : = 
Aluminiumoxyd !) 1.005 1.26 ; es 
Wegener Stuchtey 

Bimsstein 0.33 0.49 0.56 x. . 
Kôürniger Kalk 0.42 0.40 0.42 s : 
Sandstein 0.46 0.40 0.88 , ” 
Granit 0.28 0.29 0.36 : n 
Gips 0.53 0.49 084 , n 
Ton 0.42 0.45 0.24 n n 
Glimmerschiefer 0.23 0.20 0.23 ’ à 
Kalkstein 0.26 0.26 0.12 . à 
Trachytlava 0.81 0.41 0.10 mn , 
Diabas 0.10 0.07 0.09 n n 
Heklalava 0.08 0.08 0.08 : » 
Tonschiefer 0.10 0.09 ° | 0.07 É 2 
Basalt 0.07 0.09 0.06 , , 
Vesuvlava 0.13 0.16 0.05 , rs 
Aetnalava 0.13 0.14 0.06 F- ” 
Braunkohle 0.08 0.11 0.05 A . 


Wenn man bei den Messungen an den Gesteinen berücksichtigt, 
wie groB bereits die Unterschiede sind, welche an demselben Hand- 
sttick von den beiden Verfassern erhalten wurden, so kann die 
Übereinstimmung mit den früheren Messungen durchaus als befrie- 
digend gelten. , 


11. Beobachtungsergebnisse. 
Verlauf der Fahrten. 


1) 7. Juni 1910. Dr, A. Wegener (Führer), Professor 
Rieländer, Referendar Schäfer, Herr Engel. Abfahrt 8‘15 
Marburg. Hôhen anfangs B—600, später mehr, Maximalhôhe 1700. 


1) Pulver, durch Glasplatte geglättet. 
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Landung wegen Gewitters 11e 43 im Kreise Wipperfürth. — Be- 
wôlkang anfangs 1°ci, in der untersten Schicht starker Dunst, 
Oberfläche bei 1500 m. Von 10° ab bilden sich hier kleine Cumu- 
luswolken, auch einige Altocamuli (2°) treten auf. Um 10/2 haben 
sich rechts und links vom Ballon bereits gro8e Cumuli gebildet, 
von denen einzelne Türme bis zum oberen Wolkenniveau hinauf- 
reichen und mit den Altocumuli verschmelzen. Um 11°16 wird 
aus der nôrdlichen Wolkenbank, die jetzt dies Niveau durchbrochen 
hat, starker Donner gehürt, der sich in immer kürzeren Intervallen 
wiederholt. Das Gewitter breitet sich immer mehr aus und : 
nähert sich dem Ballon, so daB gelandet werden muf. Den 
ganzen Tag über herrschte fast ununterbrochen schweres Gewitter. 
— Während der ganzen Fahrt befanden sich niemals Wolken 
unter dem Ballon, so daf nur Messungen nach der Erde ausgeführt 
werden konnten, und zwar aus Hühen zwischen 600 und 1650 m. 
Die Sonnenstrahlong war hierbei noch gänzlich ungehindert, so 
daB die Messungen einwandfrei sein dürften. 

2) 380. Juli 1910. Oberleutnant Sander (Führer), Dr. 
Stuchtey, Dr Hellinger, Dr. Salis. Abfahrt 7*40 Marburg. 
Wegen Regens mufte eine Zwischenlandung vorgenommen werden, 
bei der die beiden letztgenannten Mitfahrer ausgesetzt, und Sand- 
ballast dafür eingenommen wurde. Der Ballon stieg dann s0- 
gleich bis zu einer Schichtgrenze bei 3100 m und blieb bis kurz 
vor der Landung in dieser Gleichgewichtslage, die sich aber all- 
mäblich bis auf 3600 m hob. Landung 435 am Deister. — Be- 
wôülkung anfangs 10? Nebel, später in Fractostratus aufgelôst und 
ganz verschwindend; darüber eine geschlossene Wolkendecke, Ober- 
fläche 1400 m, zum Teil (Regen) mit der nächst hôheren Etage 
zusammenhängend. Nach der Zwischenlandung klarte es in allen 
Hôhen auf; die Gleichgewichtslage des Ballons bei 3100 bezw. 
3600 m fiel mit der oberen Grenze einer Dunstschicht zusammen. 
Es stellte sich jetzt die normale Cumulusbildung, vom 1600 m- 
Niveau ausgehend, ein. Gegen Mittag durchbrachen diese Cumuli 
gelegentlich die Dunstgrenze und wuchsen dann schnell bis ca. 
4000 m an. Zweimal geriet der Ballon in einen solchen Cumulus- 
kopf hinein. — Messungen konnten nach der Zwischenlandung an 
den unter dem Ballon befindlichen Cumuli gemacht werden. Bei 
einigen befand sich die gemessene Wolkenpartie bereits dicht unter 
dem Ballon und war im Begriff, ihn einzuhüllen, bei anderen lag 
die Wolke kilometerweit unter demselben Da obere Wolken nicht. 
vorhanden waren, sind die Messungén als einwandfrei zu be- 
trachten. 
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8) 11. September 1910. Dr. À. Wegener (Führer), Dr. 
Stuchtey, Oberlebrer Kraus, Fabrikant Schäfer. Abfahrt 
8:38 Marburg. Hôhen anfangs 7—800, später steigend bis 1500 m. 
Landung 710 bei Wasserbillig (Luxemburg). — Anfangs Be- 
wôlkung 10: Stratus, Oberfläche bei 500 m (prächtiges Wolken- 
meer). Unmittelbar über der Nebeloberfläche herrschte starker 
Dunst, darüber war der Himmel aber ganz wolkenlos. Die anfangs 
200 m dicke Nebelschicht wurde bald dünner und brach um 10° 
auf, um nach kurzer Zeit (11/4) ganz zu verschwinden. Später 
lagen nôrdlich von uns grofe Cumulusmassen, auch im Süden zahl- 
reiche kleinere, der Ballon befand sich aber während der ganzen 
Fahrt in einer ausgedehnten Wolkenlücke, und der Himmel über 
ihm blieb dauernd klar. Gegen 3? wurden in einem auf 2500 m 
geschätzten Niveau einige kleine Altocumali beobachtet, welche 
auf ganz kurze Zeit einen Schatten auf den Ballon warfen, aber 
bald wieder verschwanden. — Es gelangen eine Reiïhe von Albedo- 
messungen an der anfänglichen, geschlossenen Stratusdecke, welche 
bei der ungehinderten Sonnenstrahlung ganz einwandfrei sind. 
Nach dem gänzlichen Verschwinden dieser Wolken wurde sodann 
eine Reïhe von Messungen gegen die Erdoberfläche ausgeführt, 
welche gleichfalls einwandfrei sind. 

4) 12. Dezember 1910. Dr. A. Wegener (Führer), Dr. 
Stachtey, Fabrikant Schäfer. Abfahrt 1042 Griesheim. 
Wegen Orientierung Hôhen anfangs 3—600 m, um 12r 45 (mittags) 
wird mit dem Hochaufstieg begonnen. Stufenweiser Aufstieg bis 
zur Maximalhôühe von 5400 m (21/2r). Von 4000 m ab wurde dabei 
die Sauerstoffatmung benutzt. Nach Überfliegung des Harzes in 
geringer Hôhe Landung bei Dardesheim, Kreis Halberstadt. — 
Anfangs bisweilen schwacher Regen, Bewôlkung 10? ; beim Hoch- 
aufstieg wird die Wolkenoberfläche bei 1000 m passiert, während 
sie beim Abstieg (über dem Südrande des Harzes) bei 1500 lag. Die 
Oberfläche war nicht eben, sondern neigte zur Ausbildung von 
Cumuluskôpfen, wies auch oft Lücken auf, durch welche Teile der 
Erde sichtbar wurden. Aufer einigen ganz geringfügigen Wolken- 
fetzen, welche an der Oberfläche einer Dunstschicht bei 200 m 
schwammen, war der Himmel über dem Wolkenmeer vollkommen 
klar und tiefblau, die Sonnenstrablung also gänzlich unbehindert. 
Es gelang auch, die auBerordentlich prachtvollen Formen des Wolken- 
meeres in einer Reihe photographischer Aufnahmen festzuhalten. 
Auflällig war der Unterschied zwischen zwei Formen, nämlich 
einmal der aus zahllosen aneinander gereihten Cumuluskôpfen be- 
stehenden eïgentlichen Oberfläche des Wolkenmeeres und anderer- 
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seits einem dicht darüber liegenden dünnen Stratusschleier, dessen 
Oberfläche vollkommen glatt war. Offenbar gehôrten diese Schleier- 
wolken bereits der oberen Schicht an und bildeten sich immer an 
denjenigen Stellen aus, wo eine grôfiere Partie des Wolkenmeeres 
relativ gehoben war; sie dürften also den bekannten Kappen ent- 
sprechen, welche sich über aufquellenden Cumuluskôpfen bilden. 
Beim Abstieg erwies sich die Wolkenschicht als 700 m dick (zwischen 
1500 und 800 m Hôhe), doch fiel unter ibr kein Niederschlag, was 
wohl auch für die ganze übrige Fahrt gilt. Bei der Überfiegung 
des Harzes konnte festgestellt werden, da8 die grofe Mächtigkeit 
der Wolken daher rührte, daB hier auch noch ein unteres Niveau an 
der Kondensation Teil nahm, welches sich nach Überschreiten des 
Harzes sogleich wieder auflôste. Es darf deshalb wohl angenommen 
werden, daB zur Zeit der Messungen, als sich der Ballon noch 
erheblich südlich vom Harz befand, das untere Niveau gleichfalls 
gefehlt hat, so daB hier auch die Mächtigkeit wohl nur zeitweise 
600 m überschritten haben dürfte. — Es gelang eine Reïhe von 
Messungen der Wolkenalbedo aus Hôhen von 1400, 2500, 3000, 
4200 und 5200 m, und zwar nicht nur von der eigentlichen Wolken- 
oberfläche, sondern auch von den unmittelbar darüberliegenden 
Schleierwoiken, die stets erheblich heller erschienen. Eine grofie 
Schwierigkeit für die Diskussion der Messungen bildet der tiefe 
Stand der Sonne (Sonnenhôühe 16'/2° abnehmend auf 10°), weil 
nämlich bei der Unregelmäfigkeit der Wolkendecke grofe Partien 
derselben, welche etwas tiefer gelegen waren, vollkommen im 
Schatten lagen, während wieder andere Partien mit günstigerer 
Exposition unverhältnismäBig viel Licht erhielten. 

5) 6. März 1911. Dr. A. Wegener (Führer), Apotheker 
CallieB, Dr. Robitzsch, Dr. Ullrich. Abfahrt 9° 20 Mar- 
burg. Hôhe anfangs 8—900, langsam steigend, später sehr kon- 
stant 2000 bis 2500, von wo sebhr schnell abgestiegen und gelandet 
wird. Landung 400 bei Salmünster am Spessart. — Anfangs Be- 
wôlkung 4—8: str-cu, teilweise aufgebrochene Decke, Oberfläche 
1700 m, oft auch fr-str bei 700; die ganze Schicht bis 1700 aufer- 
ordentlich dunstig; anfangs noch ci, bald abnehmend auf 1°, erst 
kurz vor der Landung ziehen neue ci aus W herauf. Der str-cu 
bildete später während des grôfiten Teiles der Fahrt eine ge- 
schlossene Decke unter dem Ballon, der an einem wolkenfreien 
Zwischenniveau von 2200 schwebte. Über den Wolken war der 
Himmel äuBerst rein, und besonders fiel die reine tiefblaue Farbe 
desselben noch ganz unten am Horizont auf. Auf der Wolken- 
oberfläche und auch in dem sie bisweilen ersetzenden Dunst traten 
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aufergewôhnlich farbenprächtige Glorien um den Ballonschatten 
auf; wiederholt wurde in derartigen Wolkenlücken (am Seitenrande 
der kompakten Wolken) eine sehr glänzende Untersonne gesehen. 
Die Oberfläche des Wolkenmeeres erschien am Horizont mit voll- 
kommen scharfen Konturen, es herrschte also kein Dunst mehr 
darüber (im Gegensatz zu der Fahrt vom 11. Sept. 1910). Die 
Dicke der Wolken war sehr wechselnd; obwohl es nirgends unter 
ihnen geregnet hat, so dürften manche Partien, über denen gemessen 
wurde, ca. 1000 m Dicke gehabt haben. 

Bei der vüllig ungehinderten, ja aufergewühnlich reinen 
Sonnenstrahlung und der guten Beschaffenheit der Wolkenober- 
fläche sind die Messungen vollkommen einwandfrei, zumal da 
auch die Sonnenhôhe (ca. 34°) keine zu geringe war. Bei den 
ersten Messungen befand sich der Ballon unmittelbar über den 
Wolken, fast in ihrem obersten Teil; später ca. 600 m darüber. 

Aufer in den beschriebenen b Fällen wurde das Albedometer 
noch bei den Fahrten vom 11. Juni, vom 10.—11. August, vom 
4, November 1910 und vom 9. Februar 1911 mitgenommen, jedoch 
ohne da8 Resultate heimgebracht wurden. Bei der zuerst genannten 
Fahrt wurde zwar noch eine grôBere Anzahl von Messungen aus- 
geführt; da aber die Sonnenstrahlung infolge von oberen Wolken 
stark geschwächt war, kônnen diese Werte nicht als einwandfrei 
gelten, und muf deshalb von ihrer Wiedergabe abgesehen werden. 
Bei den übrigen Fahrten war überhaupt keine Môglichkeit einer 
Messung vorhanden. 


Die Albedo der Erdoberfläche. 


In der folgenden Tabelle sind die sämtlichen Messungen, s0- 
weit sie einwandfrei erscheinen, zusammengestellt, wobei jede 
einzelne Eiïnstellung besonders angefübrt ist. Dies erschien aus 
dem Grunde notwendig, weil es meist nicht môglich war, vier 
Einstellungen desselben Objekts zu erhalten, da sn Ballon sich 
in der Zwischenzeit bereits fortbewegt hatte. 

Obwohl das Material noch ein sehr beschränktes ist, lassen 
sich daraus doch wohl schon mit hinreichender Annäherung einige 
allgemeine Schlüsse ziehen. Da für den dunklen Laubwald sich 
die Albedo von 0.048, für hellen Wald eine solche von 0.076 und 
für Wald schlechtweg 0.061 ergibt, so darf man wohl annehmen, daB 
man für Durchschnittsrechnungen die Albedo des Waïldes zu 0.06 
annehmen kann. Dagegen scheint die Zahl der Beobachtungen 
noch zu gering, um einen brauchbaren Mittelwert für die offenbar 
sehr variierende Albedo der Felder angeben zu kônnen. Die 
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Datum Albedo Mittelwerte 


Dunkler Laubwald 


0.080 0.048 (15 Beob.) 


0.046 | 


Wald 54.09 | 7. Juni 1910 


0045 || 0.061 (2 Beob) 


Wald und grüne 


1650 | 58.09 0.093 
Felder nicht d 


0.068 (8 Beob. 
1600 n 9 0.067 ( ) 


Heller Wald 
0.061 0.076 (5 Beob.) 


600 | 41° n 0.147 


Grünes Feld 
0.108 | 0.132 (3 Beob.) 


1400 | 54.0° 0.157 
4 0.154 | 0.156 (2 Beob.) 


1260 | 54.09 à 0.141 


Grüne und Korn- o181 || 0136 (2 Peob) 


felder gemischt 


Heligelber Acker | 1400 | 54.0° n 0.228 | 0.218 (2 Beob.) 


meisten Felder scheinen eine solche von etwa 0.15 zu geben, doch 
zeigen die letzten Werte in der Tabelle, daf auch hühere Beträge 
vorkommen, und es muB dahin gestellt bleiben, wie weit sich diese 
letzteren im Durchschnitt bemerkbar machen. 

Kgl. Goes à. Wiss. Nachrichten. Matb.-phys. Zlasse, 1011. Hefi 8. 17 
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Nimmt man als Mittel für Felder 0.15, für Wald 0.06 an, so 
erhielte man für ein Land, welches etwa zur Hälfte mit Wald 
und zur Hälfte mit Feldern besetzt ist, eine Albedo von 0.105, 
oder wenn wir wegen der Himmelsstrahlung (vergl. p. 10) noch 
7/0 dieses Wertes abziehen, rund 0.1. Dabei ist zu beachten, daf 
die vorliegenden Werte sämtlich aus Hôhen zwischen 600 und 
1650 m gemessen worden sind. Wenngleich für diesen Standort 
bereits ein groBer Teil der trübenden Dunstschichten unterhalb 
des Beobachters, also zwischen diesem und dem Objekt zu liegen 
kommt, so ist doch anzunehmen, daf für grôBere Hôhen sich noch 
merklich grôBere Werte ergeben. 


Die Albedo der Wolken. 


Auch hier sind die einzelnen Messungen sämtlich in den fol- 
genden Tabellen zusammengestellt. 


1) Fahrt vom 80. Juli 1910. 


Seehôühe 
d. Objekts 


Sonnen- 


Objekt hôhe 


Albedo| Mittelwerte 


Wolke dicht unter 8000 3200 | 549 80’ | 0.54 
dem Ballon, letz- 0. 
terer kurz darauf 0.32 
in ibr 0.36 


n ” 67° 16’ | 0.80 
Einzelner Cumulus ca. 2000 | 3000 | 529 22’ | 0.79 


| 0.72 
Einzelner Cumulus AA. 2900 | 580 34 | 0.88 (24 Beob.) 


Einzelner Cumulus 8600 | 40° 42’ | 0.99 | 
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2) Fahrt vom 11. September 1910. 


2.2 

: Seehôhe | © 2 : k 

Objekt à Objets £a ne Albedo| Mittelwerte 
A 


Nebelmeer, anfangs 500 900 | 35.20 | 0.63 
mehrere 100 m Ë 0.70 
dick 0.72 

0.70 
0.68 
0.63 


| 0.51 
| hs 0.60 


073 | [(16 Beob.) 


0.68 
0.51 
0.52 
0.62 
0.46 
0.62 
0.46 


sas Nebelmeer wird » F 38.00 0.62 
dünner, bricht auf 0.62 
und verschwindet 0.68 


schlieBlich ganz 0.71 
061 0.58 


ae (42 Bévb.) 
0.50 
0.54 
0.61 
0.60 
0.59 
0.65 
0.64 0.57 
0.68 | ( (26 Beob.) 
0.63 
0.56 
0.65 
] 


0.58 
0.45 
0.49 
0.47 
0.49 
0.48 
0.48 
0.63 
0.54 


11: 
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8) Fahrt vom 12. Dezember 1910. 


Objekt 


Seehôhe 
d. Ob)j. 


hôühe 


Sonnen- | ,]bedo| Mittelwerte 


oo 


Sehr dünne Wolken- | 800-1000 1400 | 16° 28’ 


decke (an einigen 
Stellen schimmert 
die Erde durch) 


Dichte Wolkendecke 
(Kappe), hell be- 
leuchtet 


Wolkenmeer, nicht 
lückenlos 


Welliges Wolken- 
meer;  Schatten 
überwiegt etwas 


Wolkenkopf in dem 
unebenen Wolken- 
meer 


Sehr dünne, aber gut 
bestrahlte Partie 
des Wolkenmeeres 


Dichte Wolkendecke 


(Kappe), gut be- 
leuchtet 


Dasselbe  Objekt, 
aber am Schatten- 
abhang 


Normale ‘Wolken- 
oberfläche  (sehr 
wechselnd), Licht 
und Schatten 


Die Wolke wird 
durchsichtig 


Bei der Unebenheit 
der Oberfläche be- 
steht diese aus 
markanten Licht- 
u. Schattenpartien; 
nur die ersteren 
werden gemessen 


3 


ÿ 


ÿ 


2440 


4200 


5120 


5200 


160 8’ 


14° 14’ 


13° 0’ 


119 44’ 


109 0’ 


| 0.58 


0.28 
l (2 Beob.) 


2.02 
| (4 Beob.) 


0.89 
(40 Beob.) 
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Objekt 


Erde deutlich sichtbar, 
ganz dünner Wolken- 
schleier 

Erde deutlich durch die 
Wolke sichtbar 


Erde durchschimmernd 


n 


L2 
Dünne Wo!ke 
Erde beginnt durchzu- 
schimmern 
Sehr dünne Wolken 
Erde ganz schwach durch- 
schimmernd 
n 
n 
Sehr deutlicher Schatten- 
abhang 
Nur noch wenig Schatten 
Etwas zu dunkel 


Dunklere Partie 
” 
Môglicherweise etwas 
Schatten 
Wenig oder kein Schatten 
Normal 


n 


L] 
Mitten zw. hellerer und 
dunklerer Partie 
Normal 


n 
L 


n 
Normal 


Normal 
n 
Normal, eher etwas zu hell 
als zu dunkel 


See- 
hôhe 


d. à 
Obj. Beob. 


Seeh. 
d 


2300 


CE 


CRE SERRE OMR ENT s ss 3 
© 


© 
SSI SS3 33 CRE. 


œ 
tre 
(= 


3 3 3 


n 


1.08 
1.11 
1.06 


Mittelwerte 


»Erde deutlich 
sichtbar“ 
0.21 (2 Beob.) 


»Erde durch- 
schimmernd“ 
0.43 (9 Beob.) 


»Schattenabhang“ 
0.58 (3 Beob.) 


»Dunklere Partie“ 
0.64 (2 Beob.) 


Nur noch sehr 
wenig Schatten 
0.70 (2 Beob.) 


Normal“ 
0.82 (3 Beob.) 


Normal“ 
0.74 (5 Beob.) 


Normal“ 
0.96 (8 Beob.) 


Normal“ 
0.67 (8 Beob.) 


»Eher zu hell als 
zu dunkel“ 
1.06 (4 Beob.) 


n Li] n 
Fortsetzung avf der nächsten Seite. 


0.76 
(49 Beob.) 
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Fortsetzung. 
Emme mn 
5 Seeh.| £ S 

Seehôhe bel : 
Objekt à d. |£%3| 2 | Mittelwerte 
J d. Obj. lp on Sa 2 
Typische Werte; | 1700-2180 2200 | 35° 1.07 
das Wolkenmeer hat : » |» |111|\A (4 Beob.) 
hellere Partien und = nr IE 28 1.29 
dunklere (durchläs- 5 s MSC 1 7Æ | aiche 
sigen Dunst); À sind Lo Seite 
die helleren (massi- ; » Len 0:80 8 
veren) Partien, B , » |» 10.76|(B (4 Beob.) 
die dunkleren. , 11070 0.71 
” ” » ]0.72 


Die angeführten Zahlenwerte variieren sehr stark. Es se: 
betont, daB es sich hierbei um wirkliche Helligkeitsschwankungen 
der Wolkendecke, nicht etwa um Beobachtungsfehler handelt; die 
letzteren dürften bei der Veränderlichkeit des Objekts überhaupt 
garnicht in Betracht kommen. In der Tat sieht man unmittel- 
bar aus den erhaltenen photographischen Aufnahmen, wie starke 
Helligkeitsanterschiede auch bei einer vüllig geschlossenen Wolken- 
decke infolge ihrer Unebenheïiten auftreten. Bei der letzten Fabrt 
wurde deshalb der Versuch gemacht, die gemessene Wolkenpartie 
nach jeder Einstellung in bezug auf ihre Helligkeit zu beschreïiben, 
und man kann hier in der Tat von Fall zu Fall die Übereinstim- 
mung zwischen Messung und Bezeichnung erkennen. Es kommt 
hierbei einerseits darauf an, wie dick die Wolke ist, und anderer- 
seits, in welcher Weise der gerade gemessene Teil der Oberfläche 
gegen die Horizontalebene geneigt ist. 

Formuliert man das Problem so, da man nicht die Albedo 
einer idealen, unendlich dicken und mit genau ebener Oberfläche 
versehenen Wolkenschicht sucht, sondern diejenige Albedo, welche 
unsere Wolken mit ihren dünneren und dickeren Partien, ihrer 
unebenen Oberfläche und der dunklen Erde darunter in Wirklich- 
keit haben, so dürften die in der folgenden Tabelle mitgeteilten 
Gesamtmittelwerte hierüber hinreichenden AufschluB geben. 

Hierbei sind môglicherweise die Werte der dritten Fahrt 
etwas zu hoch, die der vierten etwas zu tief. Wenn wir nämlich 
bei der ersteren die 4 in der Maximalhôhe von 5200 m gemachten 
Einstellungen (die dem tiefsten Sonnenstande entsprechen), fort- 
lassen, so ergibt sich als Gesamtmittel für dies Wolkenmeer nur 
noch 0.77. Andererseits ergibt sich bei der 4. Fahrt aus den 19 
als ,normal“ bezeichneten Einstellungen allein der Wert 0.83, als 
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Mittelwerte der Wolkenalbedo (ohne Reduktion 
wegen der Himmelsstrahlung). 


Sonnen- 
hôhe 


Zahl 


Fahrt d. Beob. 


Wolken | Albedo 


80. Juli 1910 |41—59° | Einzelne Cumuli, vom 1600m Ni- | 0.72 | 24 
veau teilweise bis 3000 m auf- 
steigend. 


11. Sept. 1910 | 35—38° | Sehr dünner Stratus bei 500 m, 0.58 42 
schwindend. 


12. Dez. 1910 |10—16° | Stratus bei 1000 m, teilweise dicht 0.89 40 
darüber zweite Decke, bisweilen 
auch unter ihm (500 m) Frakto- 
stratus; fast lückenlos, aber 
nicht regnend. 


6. März 1911 |32-—340 | Stratus bei 1700; wechselnde 0.75 49 
Dicke, häufig Lücken. 


Mittel der 8 ,typischen“ Werte, von denen 4 zu groB und 4 zu 
klein sind, sogar 1.00. 

Fassen wir die letzten beiden Fahrten, welche Beobachtungen 
über den Stratus des zweiten Wolken-Niveaus liefern, zu ca. 0.82 
zusammen, so hätten wir, wenn wir noch auf die im 1. Teil 
dieser Arbeit besprochene Reduktion wegen der Himmelsstrahlung 
(7°/o) Rücksicht nehmen, für den Stratus des untersten (600 m-) 
Niveaus die Albedo 0.54, für den Stratus des zweiten (1600 m-) 
Niveaus die Albedo 0.76 und für Cumuluswolken 0.67. 

Von weiteren SchluBfolgerungen soll hier abgesehen werden; 
denn die erhaltenen Resultate dürften zur Genüge zeigen, da vor 
allen Dingen erst ein grôBeres Beobachtungsmaterial gesammelt 
werden muB, wenn man einen einigermafen zuverlässigen Wert 
für die mittlere Albedo der Wolken erhalten will. 


Zur Thermodynamik der Gleichgewichte in 
Einstoffsystemen. 


Von 
G. Tammann. 
Mit 1i Figuren im Text. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 13. Mai 1911. 


1m 
Die Geichgewichte isotroper und anisotroper Phasen. 


Die reine Thermodynamik läBt 2 Hauptarten von Gleich- 
gewichtskurven bei den Einstoffsystemen zu. Diese beiden Haupt- 
arten von Gleichgewichtskurven sind dadurch gekennzeichnet, daf 
für die eine Art der Gleichgewichtskurven der kritische Punkt, 
der Zustandspunkt auf der pT-Ebene, in dem die Volumen- und 
Energiedifferenzen beider Phasen verschwinden, auf der Gleich- 
gewichtskurve selbst liegt, während ein kritischer Punkt bei der 
anderen Art von Gleichgewichtskurven überhaupt nicht vor- 
handen ist. 

Der Hauptzweck folgender Untersuchung ist die Feststellung 
dieses Unterschiedes und die Bestimmung der Bedingungen, welche 
die eine oder die andere Art von Gleichgewichtskurven zur Folge 
haben. Diese Bedingungen sind, wie wir sehen werden, an die 
Kenntnis der Abhängigkeit der Volumendifferenz beider Phasen 
vom Druck und auch an die Abhängigkeit der Energiedifferenz 
beider Phasen von der Temperatur geknüpft. 

Diesem Unterschied, den die reine Thermodynamik betreffs 
der wesentlichsten Eigenschaften der Gleichgewichtskurven zuläft, 
entspricht der Unterschied, den die Atomistik betreffs der Gleich- 
gewichtskurven fordert. 
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Der Erfahrung nach hat man zwischen anisotropen und iso- 
tropen Phasen zu unterscheiden. Der Atomistik nach bestehen 
die anisotropen Phasen aus geordneten Molekülen, während in den 
isotropen Phasen die Moleküle sich in voller Unordnung befinden. 

Ferner folgt aus der Atomistik, da zwei Phasen, deren Mo- 
leküle sich in voller Unordnung befinden, miteinander identisch 
werden, wenn die spezifischen Volumen beider Phasen einander 
gleich werden. Wenn diese Bedingung auf einer Gleichgewichts- 
kurve erfüllt ist, so entspricht der Erfüllang der Bedingung ein 
kritischer Punkt, und dadurch ist dann die Môglichkeit gegeben, 
in realisierbarer Weise eine isotrope Phase in eine andere eben- 
falls isotrope Phase in der Weise umzuwandeln, da8 sich auf dem 
Wege der Umwandlung alle Eigenschaften kontinuierlich ändern. 
Das Auftreten eines kritischen Punktes auf der Gleichgewichts- 
kurve hat also zur Folge, da8 die Zustandsfelder isotroper Phasen 
nicht allseitig von Gleichgewichtskurven begrenzt sind. 

Ganz andere Folgerungen ergeben sich aus der Atomistik für 
die Gleichgewichte von Systemen mit anisotropen Phasen. 

Werden die spezifischen Volumen zweier anisotroper Phasen 
oder einer isotropen und einer anisotropen Phase einander gleich, 
dann dürfen der Atomistik nach die Phasen wegen verschiedener 
Molekularanordnung mit einander nicht identisch werden. Im Zu- 
standspunkte gleicher Volumen werden sich also bei der Umwand- 
lung alle Eigenschaften bis auf das Volumen diskontinuierlich 
ändern. 

Entsprechend der Annahme der Atomistik, daB die bestimmte 
Molekularanordnung in anisotropen Phasen den Molekülen bei Druck- 
und Temperaturänderungen nur innerhalb kleiner Grenzen Bewe- 
gungsfreiheiten zuläft, ist ein kontinuierlicher Übergang von einer 
anisotropen zu einer isotropen Phase oder zu einer anderen an- 
isotropen Phase ausgeschlossen. 

Wenn also in einem Einstoffsystem auch nur eine anisotrope 
Phase auftritt, so ist das Auftreten eines kritischen Punktes auf 
der betreffenden Gleichgewichtskurve, in dem die anisotrope Phase 
mit der isotropen identisch werden müfte, der Atomistik nach 
nicht môglich. Das Auftreten auch nur einer anisotropen Phase 
im System bedingt also, daf der kritische Punkt von der Gleich- 
gewichtskurve verschwindet, und da die Aenderung der Eigen- 
schaften bei der Umwandlung einer Phase in die andere in allen 
Punkten der Gleichgewichtskurve diskontinuierlich sich vollziehen 
muf, ausgenommen singuläre Punkte, in denen sich je eine Eigen- 
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schaft kontinuierlich ändert, die anderen aber in normaler Weise 
sich diskontinuierlich ändern. 

Hieraus folgt schlieBlich, daB die Zustandsfelder anisotroper 
Phasen immer von Gleichgewichtskurven vollständig umgrenzt sein 
müssen, damit ein kontinuierlicher Übergang von der betreffenden 
anisotropen Phase in irgend eine andere Phase nicht môglich ist. 

Wenn auch in dieser Weise eine Harmonie zwischen den Fol- 
gerungen aus der Atomistik und den aus der Thermodynamik her- 
gestellt ist, so liegt doch die endgültige Entscheidung der Frage 
nach dem Verlauf der Schmelz- und Umwandlungskurven auf einem 
anderen Gebiet, nämlich auf dem der Kenntnis der Abhängigkeit 
der Volumen- und Energiedifferenzen beider Phasen vom Druck 
and der Temperatur, und hier kommt es vor allem darauf an, die 
Bedingungen festzustellen, welche erfüllt sein müssen, damit bei 
einer Temperatur zwei Gleichgewichtsdrucke und damit bei einem 
Druck zwei Gleichgewichtstemperaturen auftreten kônnen. 

Die Feststellung dieser Bedingungen wird mit Hlife des thermo- 
dynamischen Potentials, der £-Funktion, ausgeführt werden, weil 
die Parameter dieser Fanktion die Temperatur und der Druck sind, 
man also bei Anwendung dieser Funktion zu Resultaten kommt, 
welche unmittelbar zu den der Beobachtung am leichtesten zu- 
gänglichen Diagrammen der »T-Ebene führen. 

Bedeuten € den Energieinhalt, 7 die Entropie und v das Vo- 
lumen der Masseneinheit des Stoffes, so ist nach Gibbs das thermo- 
dynamische Potential £ durch folgende Gleichung bestimmt : 


6 = e— Tn + pr. 
Da nach dem zweiten Hauptsatz 
de = Tdn—-pdv 
ist, so ergibt sich für dé die Gleichung : 
dé = —ndT+vdp. 


Die Richtung und Krümmung der £-Kurven bei konstanter 
Temperatur und konstantem Druck werden durch folgende vier 
Gleichungen bestimmt. Diese Gleichungen ergeben sich aus der 
Gleichung für dé und der Gleichung: 


sie lauten: 
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d,6 a d,é d,v 
dp 7 d dp — dp 2) 
dE d,6 C 
AT UT D 


Die 6-Isothermen steigen also mit wachsendem Druck, wie 
die Gleichung 1) lehrt, da v für alle Phasen positiv ist. Ihre 
Krümmung wird nach Gleichung 2) durch die Kompressibilität der 


Pbase bestimmt. Da a in realisierbaren Zuständen immer das 


negative Vorzeichen hat, so wenden die £-Isothermen durchweg 
ibre konkave Seite der p-Achse zu Schneiden sich die beiden f- 
Isothermen zweier Phasen, so bedeutet das, daB die beiden Phasen 
beim Druck des Schnittpunktes im Gleichgewicht sind. Die f- 
Isothermen der beiden Phasen 2 und 8 schneiden sich beim Druck 
P, (Fig. 1). Bei Drucken unterhalb des Gleichgewichtsdruckes y, 
sei €, > €,, dann ist bei Drucken 
über p, 4 > 6. 

Da die £-Funktion ein Maañ 
der Stabilität ist, indem dem klei- 
neren £&-Wert die grôBere Stabi- 
lität entspricht, so tritt beim 
Druck p, ein Stabilitätswechsel 
ein, indem bei Drucken, die klei- 
ner als p, sind, die Phase 2 und 
bei Drucken, die grôBer als p, 
sind, die Phase 3 die stabilere ist. 

Wir kônnen uns nun dem 
Hauptpunkt dieser Untersuchung 
nähern, indem wir die folgende Fig." 1. 

Frage zu beantworten suchen: 

Welche Bedingungen müssen erfüllt sein, damit 
bei einer Temperatur zwei Gleichgewichtsdrucke und 
damit bei einem Druck zwei Gleichgewichtstempera- 
turen auftreten? 


a. Die t-Isothermen krystallisierter und isotroper Phusen. 


Der Übergang vom flüssigen zum dampffôrmigen Zustande und 
der Übergang vom krystallisierten zum flüssigen Zustande zeigen 
einen wesentlichen Unterschied, auf den näher eingegangen werden 
mu, bevor man den Verlauf der 6-Isothermen bei den Gleich- 
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gewichtsdrucken eines Krystalls und seiner Schmelze beurteilen 
kann. 

Beim Übergange von der dampfférmigen zur flüssigen Phase 
würde sich das Volumen, wenn eine Spaltung des Stoffes in 2 Phasen 
nicht eintreten würde, auf einer Isotherme ändern, welche nach 
J. Thomson, Maxwell und van 
der Waals die Gestalt der Kurve 
caegfbd hat (Fig. 2). Der Teil 
aegfb der Isotherme mu be- 
kanntlich so verlaufen, da die 
beiden Flächenstücke aeg und gfb 
einander gleich sind. Ein Teil 
des Kurvenstückes ae und ein 
Teil des Kurvenstückes bf kôn- 
nen wirklich festgelegt werden, 
da der Druck auf dem Dampfe 
etwas über den Gleichgewichts- 
druck erhôht werden kann, ohne 

Fig. 2. daB Kondensation eintritt, und 

da auf der Flüssigkeit der Druck 

unter den Dampfdruck erniedrigt werden kèun; ohne da8 Dampf- 
bildung einzutreten braucht. 

Bei den Volumenisothermen eines Stoffes im flüssigen und 
krystallierten Zustande liegen die Dinge ganz anders. Einerseits 
kann die Isotherme der Flüssigkeit, Kurve 2, Fig. 8, wenn nur 
das spontane Krystallisationsvermügen des Stoffes gering ist, bis 
zu beliebig hohen Drucken verfolgt werden, andererseits aber kann 
der Druck auf einem Krystall nicht unter den Gleichgewichtsdruck 
», erniedrigt werden, ohne da hierbei der Krystall ins Schmelzen 
gerät. Es gründet sich diese Behauptung auf die Erfahrung, daB 
bei Druckerniedrigung auf vollständig krystallisierte Massen die 
Schmelzung bei Überschreitung der Schmelzkurve genau im Mo- 
mente der Überschreitung der Schmelzkurve beginnt, während 
andererseits bei der Drucksteigerung auf eine vollständig flüssige 
Masse die Krystallisation nach Überschreitung der Schmelzkurve 
um hunderte und tausende von Atmosphären ja überhaupt bei be- 
liebiger Drucksteigerung nicht eintritt oder nicht einzutreten 
braucht, wenn nur das spontane Krystallisationsvermügen genügend 
gering ist. 

Diese Tatsachen sind für die Beurteilang der Frage von Be- 
deutung, ob man berechtigt ist, sich einen kontinuierlichen Über- 
gang von einer isotropen zu einer anisotropen Phase in der Art 
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des bekannten kontinuierlichen, wenn auch nicht realisierbaren 
Überganges vom flüssigen zum dampffôrmigen Zustande auf der 
Isotherme dbfgeac Fig. 2 vorzustellen. 

Wollte man, um die Abhängigkeit des Volumens eines  Kéy- 
stalls und seiner Schmelze vom Druack durch eine Gleichung dritten 
Grades, ähnlich der von van der Waals, darzustellen, eine Schleife 
analog der Schleife a egfb Fig. 2 Éonttni en und würde man 
hierbeïi nicht berücksichtigen, daB die Isotherme der Flüssigkeit 
zu unendlich hohèn Drucken verläuft, so würde man durch Kon- 
struktion der Schleife fgka, Fig. 8, in der Tat zu 3 Volumen 


Fig. 3. 


bei demselben Druck gelangen, man hätte aber beim Druck p, 
noch ein viertes Volumen des Stoffes auf dem vernachlässigten 
Ast der Volumenisotherme, 2, der Schmelze. Für ein gewisses 
Druackintervall würde man bei dieser Art der Konstruktion immer 
zu einem vierten Volumen gelangen, und müfte daher jede 
Gleichang dritten Grades als zur Darstellung des Überganges vom 
isotropen zum anisotropen Zustande ungeeignet vermeiden. Diese 
Schwierigkeit, die sich einer Zustandsgleichung dritten Grades, 
welche auch den anisotropen Zustand umfassen sollte, entgegenstellen, 
kônnte man nur dann vermeiden, wenn man die Konstruktion der 
Schleife in der Weise ausführt, wie es die Kurve abcd, Fig. 8, 
andeutet. Die Kurve cd müfte sich in ihrem weiteren Verlauf 
asymptotisch der Isotherme der Schmelze, der Kurve 2, nähern, 
dann kônnten das Flächenstück abc und das Flächenstück of oo, 
welches zwischen der Isotherme 2 und der nach p = © verlängerten 
Kurve cd liegt, einander gleich werden. In dieser Weiïse hätte 
man allerdings die Schwierigkeit des vierten Volumens vermieden, 
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aber man hätte nichts gewonnen, denn der Anbringung der Schleife 
abcd würde die Tatsache, daB man einen Krystall bei Drucken 
unterhalb des Druckes p, nicht realisieren kann, nicht entsprechen, 
und keine Beobachtung weist auf die Berechtigung der Annahme 
der Volumen, die der Kurve cd entsprechen, hin. 

Der der Kondensation von Dampf in mancher Beziehung ana- 
loge ProzeB der Krystallisation ist also gerade in Hinsicht auf 
kontinuierlich sich ändernde Zwischenzustände, in denen der Stoff 
nur eine Phase erfüllt, dem ProzeB der Verdampfung nicht zu 
vergleichen. Der Erfahrung nach sind solche Zwischenzustände 
unbekannt und die Atomistik der anisotropen Zustände läBt die 
Môglichkeit ihres Auftretens auch nicht zu). 


Dem Verlauf der Volumenisothermen eines Dampfes und seiner 
Flüssigkeit Fig. 2 entspricht nach van der Waals der in Fig. 4 
dargestellte Verlauf der £-Funktion. Die mit gleichen Buchstaben 

bezeichneten Punkte der Fig. 

2 und 4 entsprechen einander. 
d Näheres hiertiber findet man 

im Lehrbuch der Thermo- 

dynamik von van der Waals 

und Kobhnstamm I $S. 108. 

Der Verlauf der é-Kurven 
eines Krystalls und seiner 

Schmelze ist beim Schmelz- 

druck p, aus den dargelegten 

Fig. 4. Gründen ein ganz anderer als 

bei einer Flüssigkeit und ihrem 

Danipf. Die beiden £-Kurven eines Krystalls, 3, und seiner Schmelze, 
2, Fig. 1, schneiden sich beim Gleichgewichtsdruck »,. Die Erfah- 
rung lehrt aber, daf man sich die £-Kurve eines Krystalls nicht 
zu kleinen Drucken hin über ihren Schnittpunkt mit der £{-Kurve 
der Schmelze hinaus verlängert denken darf. Denn ein Krystall 
kann bei Drucken unterhalb des Gleichgewichtsdruckes p, hôchstens 
im Zustande der Schmelzung realisiert werden. Er unterscheidet 
sich also in dieser Beziehung wesentlich von den isotropen Phasen, 
welche Uberschreitungen ihres Gleichgewichtes nach beiden Seiten 
hin vertragen, ohne da in ihnen die neue Phase aoftritt. Daher 
ist man auch nicht berechtigt, sich bei Drucken unterhalb des Schnitt- 
punktes der £-Kurven des Krystalls und seiner Schmelze einen 


1) Siehe hierüber anch Krystallisieren und Schmelzen 8. 8. 
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Zusammenhang der beiden £-Kurven z. B. in der Art, wie sie 
Fig. 4 für eine Flüssigkeit und ihren Dampf andeutet, zu denken. 


Wir kônnen nan an die Beantwortung der Hauptfrage gehen 
und die Bedingungen bestimmen, deren Erfüllung das Auftreten 
von zwei Gleichgewichtsdrucken bei derselben Temperatur bedingt. 
Wenn die £,- und f,-Isothermen sich zweimal: schneïden, so ist jeder 
der Drucke, bei dem die £,- und £,-Werte einander gleich werden, 
ein Gleichgewichtsdruck. Existieren bei derselben Temperatur 
zwei Gleichgewichtsdrucke, dann muf die Schmelzkurve notwendi- 
gerweise ein Maximum, in dem pe — 0 wird, besitzen. Es spitzt 
sich die Frage also dahin zu, welche Bedingungen müssen erfüllt 
sein, damit die beïden £-Isothermen, nachdem sie sich beim Druck 
?, geschnitten haben, sich nochmals bei einem hôüheren Druck p, 
schneiden. 

Bei der Beurteilung der Frage nach dem Verlauf der beiden 
6-Isothermen haben wir zwei Fälle zu unterscheiden. Es kônnen 
beim Tripelpunkt, in dem der Krystall mit seinem Dampf und 
seiner Schmelze im Gleichgewicht ist, die beiden Beziehungen 
v, Z v, gelten. 

1. Wenn v, => v, ist, so mu dafür, daf sich die beiden f- 
Kurven aufer beim Druck p, nochmals bei einem hôheren Druck 
?, (Fig. 1) schneiden, die Vorbedingung 

dy $ d, # d,v, 4 dyvs 


dp° = dp° ess dp dp 


erfüllt sein; denn wenn diese Bedingung nicht erfüllt wäre, dann 
würden die beiden £-Isothermen, die beim Gleichgewichtsdruck p, 
um den Winkel v,—v, divergieren, bei steigendem Druck immer 
stärker divergieren, da dann die £,-Isotherme sich stärker zur p- 
Achse krümmen würde als die 6,-Isotherme; wenn aber jene Vor- 
bedingung erfüllt ist, so wird mit wachsendem Druck die Diver- 
genz der beiden £-Isothermen, die Differenz: 


dé, _ dé, 
dp dp 


ler le 


abnehmen, und ein zweiter Gleichgewichtsdruck môglich werden. 

Nan nähern sich aber mit steigendem Druck die Kompressi- 
bilitäten eines Krystalls und seiner Schmelze dem Nullwert, mit 
wachsendem Druck wird also die Krümmung der beiden 6-Is0- 
thermen abnehmen, und dieselben werden mit wachsendem Druk 
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immer geradliniger werden. Damit die beiden é-Isothermen nicht 
zu unendlich hohen Drucken hin divergieren, muf also noch die 
Bedingung erfüllt sein, daB die Differenz: 


bei einem endlichen Druck durch den Nullwert geht. Die Erfül- 
lang dieser Bedingang ist aber auch hinreiïichend dafür, daf 
sich die beiden £-Isothermen nochmals bei einem Druck p, (Fig. 1) 
schneiden, daB bei Drucken, die grôBer sind als p,, die anisotrope 
Phase instabiler wird als die isotrope. 

Für die Existenz von zwei Schmelzdrucken bei derselben Tem- 
peratur und damit auch für das Auftreten eines Maximums auf 
der Schmelzkurve müssen also zwei Bedingongen erfüllt sein: 

Die Vorbedingung, da8 die Kompressibilität des Kry- 
stalls kleiner ist als die seiner Schmelze, und die 
Hauptbedingung, daB die Volumendifferenz der Schmelze 
und des Krystalls bei einem endlichen Wert von p 
durch den Nullwert geht. 

Die Vorbedingung ist, soweit die Pr brune reicht, bei allen 
Stoffen erfüllt. Von der Hauptbedingung kann man aber zur Zeit 
nur sagen, daB sie der Extrapolation nach zu urteilen, erfüllt zu 
sein scheint !). 

2. Wenn v, = v, ist, und auch in 
diesem Fall die Bedingung: 

d;v, drVs 

dp 7 d 
erfüllt ist, so werden, nachdem bei stei- 
gendem Druck die £-Isotherme des Kry- 
stalls, 3, und seiner Schmelze, 2, die 
6-Isotherme des Dampfes, 1, geschnitten 
haben (Fig. 6), sich die €-Isothermen 2 
und 3 nur einmal schneiden, denn dann 
wird bei Drucken über dem des Schnitt- 


) 


Fig. 5. 


1) Würden sich die beiden £-Isothermen eines Krystalls und seiner Schmelze 
erst beim Druck p — co schneiïden, dann würde die Schmelzkurve sich asympto- 
tisch einer maximalen Schmelztemperatur beim Drucke p — co nähern. Diese 
Grenz-Form der Schmelzkurve würde ebenfalls kontinuierliche Übergänge von 
anisotropen zu isotropen Zuständen nicht zulassen. Sie würde einen Grenz-Fall 
der Schmelzkurve mit einer maximalen Schmelstemperatur darstellen, der dadurch 


gekennzeichnet ist, da die maximale Schmelztemperatur bei unendlich hohem 
Druck liegt. 
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punktes p, die 6,-Kurve sich stärker zur p-Achse krümmen als 
die 6,-Kurve, wodurch ein zweites Sichschneiden der &,- und 6,- 
Isothermen unmôglich wird. 

Wenn die genannten Bedingungen erfüllt sind, dann wird für 
den Fall, daf v, = », ist, die Schmelzkurve mit wachsendem Druck 
zu hôheren Temperaturen ansteigend ein Maximum erreichen und 
dann fallen; für den Fall, daB v, < v, ist, wird die Schmelzkurve 
mit wachsendem Druck sofort zu tieferen Temperaturen fallen. 
Es stimmt dieses Resultat mit der früher') von mir geäuferten 
Ansicht überein, da$ sich alle Schmelzkurven aus einer in sich 
geschlossenen Kurve dadurch ableiten lassen, daB man die p- und 
T-Achsen verschiebt, wodurch dann durch diese Achsen die realen 
Stücke der Schmelzkurven von der in sich geschlossenen Kurve 
abgeschnitten werden. 


b. Die &-Isobaren anisotroper und isotroper Phasen. 


Für eine é-Isobare gelten, wie wir sahen, die Gleichungen 3 
und 4: 


Die £-Isobaren sind also Kurven, die mit steigender Temperatur 
fallen und sich konkav zur 7-Achse krümmen, 

Auch für die &-Isobaren eines Krystalls und seiner Schmelze 
gilt, daB die £-Isobare des Krystalls die £&-Isobare seiner Schmelze 
schneidet, daB sie aber in diesem Schnittpunkt endet, weil die 
Überhitzung eines Krystalls nicht ausgeführt werden kann. An- 
dererseits kônnen viele Flüssigkeiten, wie früher?) gezeigt wurde, 
zu beliebig tiefen Temperaturen hin unterkühlt werden. Sowobhl 
der Wärmeinhalt als auch das Volumen, wie natürlich auch andere 
Eigenschaften ändern sich bei der Unterkühlung der Flüssigkeiten 
kontinuierlich, und zwar gilt das auch für das Temperaturgebiet, 
in dem die Flüssigkeit allmählich in einen amorphen, festen Kôrper, 
in ein Glas, übergeht. Aus diesen Gründen dürfen weder für die 
Volumenisobaren noch für die Isobaren des Wärmeinhaltes der 
Flüssigkeiten und der aus ihnen sich bildenden Krystalle Schleifen 
konstruiert werden wie für die Isobaren dieser Eigenschaften eines 
Dampfes und seiner Flüssigkeit. 


1) Wied. Ann. 62 S. 280, 1897. 
2) Zeitschrift für phys. Chemie 25 S. 441 und 28 8. 17, 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Matb.-phys. Klasse. 1911. Heft 8. 18 
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Wollte man aber doch eine solche Konstruktion vornehmen, s0 
müfte man, um das Auftreten eines vierten Volumens zu vermeiden, 
an der Isobare des Krystalls Fig. 6 Kurve 3, die Schleife, abcd, 
so konstruieren, daB der Ast cd bei T = 0 die Isobare der iso- 
tropen Phase trifft. In der Er- 
fahrung findet man aber auch 
für diese Konstruktion keine 
Stütze, denn man hat erstens 
für die Volumen des Kurven- 
Astes dc keine Hinweise, und 
da zweitens früher!) gezeigt 
wurde, da ein Krystail, wenn 
seine lineare maximale Krystal- 
lisationsgeschwindigkeit groBlist, 
sich überhaupt nicht überhitzen 
läBt, und daf, wenn dieselbe 
klein ist, die Überhitzung nur unter beständiger Schmelzung des 
Krystalls ausführbar ist, so würde man bei der Konstruktion des 
Kurven-Astes, abcd, von der Erfahrung nicht gestützt werden. 
Man darf, was besonders betont werden muB, nicht übersehen, daB 
sich die Überhitzung einer Flüssigkeit von der eines Krystalls in 
einem wesentlichen Punkte unterscheidet. Die Flüssigkeit befindet 
sich während der Überhitzung i in einem statischen, der Krystall 
aber, wenn sich seine Überhitzung überhaupt Rire läft, in 
einem dynamischen Zustande, in dem der Krystall während der 
Überhitzung schmilzt. 

Die Bedingung, welche erfüllt sein muB, damit zwei Phasen 
bei demselben Druck bei zwei verschiedenen Temperaturen 7, und 
T, miteinander ins Gleichgewicht kommen, ist die, daB die £,- 
Isobaren die £,-Isobaren zweimal, nämlich bei den beiden Tempe- 

raturen 7, und 7, schneiden. 

Da die £-Isobare der anisotropen 
Phase zwischen den beiden Tempera- 
turen 7, und 7, unter der £-Isobare 

* der isotropen Phase liegt, Fig. 7, so 
muB für den Schnittpunkt bei der 
Temperatur 7, die Beziehung 


d, 6 d, 6 
(4 PS3 
aT AT 


Fig. 6. 


1) Zeitschrift für phys. Chemie 68 S. 257. 
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oder — 7, > —", gelten, und für den Schnittpunkt bei der Tem- 
Le > ii oder — 7, >—7, er- 
füllt sein. Beim Schmelzpunkt 7, muf also bei der Umwandlung 
in die isotrope Phase Wärme aufgenommen und beim Schmelzpunkt 
T, mu bei derselben Umwandlung Wärme abgegegen werden. . 

Wenn die f,-Isobare stärker als die £,-Isobare gekrümmt wäre, 
wenn also c,, > c,, wäre, so kônnten sich die beiden €-Kurven 
bei Temperäturen unterhalb des Schmelzpunktes 7, nicht schneiden. 
Nan lehrt aber die Erfahrang'), daB für die spezifischen Wärmen 
beim konstanten Druck p = 1 Atm. und bei Temperaturen in der 
Nähe des Schmelzpunktes immer die Beziehung c,, > c,, zutrifft. 
ÆEs besteht also die Môglichkeit, daB sich die beiden £-Kurven bei 
einer Temperatur 7, unterhalb der Gleichgewichtstemperatur TJ, 
nochmals schneiden. Aber auBer dieser Vorbedingung müssen noch 
zwei weitere Bedingangen erfüllt sein, damit das Sichschneiden 
der £-Isobaren wirklich eintritt. 


peratur 7, muB die Beziehung 


Die weitere Bedingung ist die, da8 oberhalb T — 0 + ps 
d 4 
7 Je wird, oder daB die Tangenten an die beiden £-Isobaren ein- 


R : 
ander parallel werden. Es mul also 7,—, = 7 — 0 werden. 


Die Schmelzwärme R, muB also durch den Nullwert gehen, damit 

unterhalb dieser Temperatur ein zweiter Schmelzpunkt müglich 

wird. Die Bedingung, die hierfür hinreicht, ist folgende: es mu, 

bevor die Temperatur auf T — 0 gesunken ist, die Gleichung: 
& = 6 


erfüllt sein. Diese Bedingung kann auch in folgenden Formen: 
Ti 4 € Ti dt Ti ; 
p °2 2. p S8 __ purs ze 
+ SN AT = L be AT oder L (n—m)4T = 0 
2 2 2 


Ti 
oder - [ Far = 0 
Ts 


geschrieben werden. 

Es muB also das Flächenstück, welches zwischen der ”,- und 
n,-Isobare bei Temperaturen unterhalb des Schnittpunktes c der 
beiden Isobaren liegt, Fig. 8, grôBer sein als das Flächenstück, 
welches zwischen den beiden y-Isobaren oberhalb des Schnittpunktes 


1) Schmelzen und Krystallisieren S. 44. 
18* 
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derselben sich bis zur Gleichgewichtstemperatur 7, erstreckt, damit 
die beiden Flächenstücke abc und cde einander gleich werden 
kônnen. 

In Fig.8 sind die 7-Isobaren 
entsprechend der Nernst'schen 
Extrapolation so gezeichnet, daf 
bei T = 0 7, — n, ist, und die 
ersten und zweiten Ableitungen 
von 7 nach 7 für T = 0 ver- 
schwinden. 

Der Ausdruck' ue oue ist 
gleich dem Winkel der Tangenten 
an die beiden »-Isobaren bei der- 
selben Temperatur. Diese Win- 
keldifferenz braucht aber ihr Vorzeichen weder bei der Temperatur 
T, noch in der Nähe dieser Temperatur zu ändern, damit die 
beiden Flächenstticke abc und cde einander gleich werden. Man 
ersieht also, daf die Bedingang des Auftretens einer zweiten 
Gleichgewichtstemperatur nicht mit einer Beziehung der beiden 
spezifischen Wärmen zueinander verknüpft ist. 

‘ Die Entscheidung, ob bei einem Stoff eine zweite Gleich- 
gewichtstemperatur auftritt oder nicht, stellt an die Bestimmung 
der Abhängigkeit der Differenz (c, ,—c,,) besonders bei tiefen 
Temperaturen hohe Anforderungen, denn zur Ermittlung der Werte 
% —7, mübte man die Abhängigkeit der spezifischen Wärmen von 
der Temperatur kennen, da 


re PES 
M = fl Go Gr 
ACT 


ist. Es müfte also die Abhängigkeit der spezifischen Wärmen 


von der Temperatur, besonders bei tiefen Temperaturen sehr genau 
c 


bekannt sein, da in der Temperaturfunktion, eee, T im 
Nenner auftritt, um auf Grund calorischer Daten beurteilen zu 
kônnen, ob für den betreffenden Stoff eine zweite Gleichgewichts- 
temperatur 7, zu erwarten ist oder nicht. 

Wenn auch-für viele Stoffe bei normalem Druck nicht einmal 
die Beziehung 7, = 7, bei irgend einer Temperatur erfüllt ist, so 
kann doch für dieselben Stoffe bei hôheren Drucken diese Beziehung 
erfüllt sein. Denn es gilt allgemein für zwei Phasen die Gleichung : 


hé = 8,—8,—(17,—1) T+(v,—0,)r. 


Zur Thermodynamik der Gleichgewichte in Einstoffsystemen. 249 
Für das Gleichgewicht beider Phasen wird 
La —— e 


und 
(ns —%3) T = EE +(v,—v,)p = L,, 


wo R, die gesamte Schmelzwärme, &,—e, die innere Schmelzwärme 
und (v,—v,)p die äufere Arbeit beim Schmelzen bedeuten. 

Da bei Drucken, die grôBer sind als der Druck, bei dem v, = », 
ist, mit steigendem Druck die äufere Arbeit, —(v,—v,)p, ge- 
messen in calorischem Maaf stark anwächst, so kann bei einem 
hôheren Druck sehr wohl &,—s,+(v,—v,)p — 0 werden. Ist aber 
bei irgend einem hohen Druck diese Beziehung erfüllt, so wird 
bei diesem Druck die Schmelzkurve rückläufig, und für ein gewisses 
Druckintervall muf es dann bei jedem Druck zwei Gleichgewichts- 
temperaturen geben. 


c. Die &-Flächen und die neutralen Kurven. 


Nachdem wir uns über die Lage der £-Isothermen und £-Iso- 
baren eines Krystalls und seiner Schmelze unterrichtet haben, 
kônnen wir uns auch eine Vorstellung von der Lage der £-Flächen 
über der p, T-Ebene machen. Die Skizze eines Modells der £- 
Flächen soll der Vorstellung zu Hilfe kommen (Fig. 9). Der Be- 
schauer sieht von oben etwas schräg von rechts nach links auf 
das Modell. Die ïhm zunächst liegenden Kurven sind voll aus- 
gezogen, die durch Flächen verdeckten Linien sind punktiert. Die 
£-Isothermen é,, t,, t, und f, steigen mit wachsendem Druck, die 
t-Isobaren », und », fallen mit wachsender Temperatur. Die £- 
Fläche des Dampfes, abc, schneidet die der anisotropen Zustände 
in der Kurve dge und die der isotropen Zustände in der Kurve 
adec. Diese Schnittkurve endet im kritischen Punkt c, und damit 
endet in c auch die Kante, welche der Schnittkurve der £-Flächen 
des Dampfes und der Flüssigkeit entspricht. Daher verlaufen bei 
Temperaturen oberhalb der des kritischen Punktes c die £-Iso- 
thermen von den kleinsten zu den hôüchsten Drucken, wie die 
Isotherme t,, kontinuierlich, ohne da8 auf ihnen ein Knick wie auf 
den £-Isothermen für Temperaturen untexhalb der des kritischen 
Punktes beim Übergange von Dampf zu Flüssigkeit auftritt. Die 
£-Fläche des Dampfes bildet also nur einen Teil der t-Fläche der 
Flüssigkeit, welche mit dieser kontinuierlich zusemmenhängt. Anders 
verhält sich die £-Fläche der anisotropen Zustände, diese ist eine 
ganz selbständige Fläche, welche die £-Fläche der Flüssigkeit 
respektive die der isotrop-amorphen Zustände in der Kurve dfe 
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Fig. 9. 


schneidet. In dem von der Kurve df e umschlossenen Gebiet liegt 
die £-Fläche der Flüssigkeit über der £-Fläche der anisotropen 
Zustände. Wenn bei Stoffen, die wir noch nicht kennen, oder 
bisher noch nicht erkannt haben, die unterkühlte Flüssigkeit in 
Form eines Glases stabil wird, so würde diesen stabilen Zu- 
ständen das Stück der £-Fläche zwischen der £-Isotherme at,, und 
der Schnittkurve dhf entsprechen. Man ersieht also, daB nicht 
nur die £-Fläche des Dampfes sondern auch die der stabilen Zu- 
stände des amorphen Stoffes kontinuierlich mit der £-Fläche der 
Flüssigkeit zusammenhängen, indem sie eine Fläche, die der iso- 
tropen Zustände bilden. 

Die Projektionen der Schnittkurven der £-Flüchen auf der pt- 
Ebene, welche mit entsprechenden gestrichelten Buchstaben be- 
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zeichnet sind, sind die bekannten Gleichgewichtskurven. Die Kurve 
d,9, €, ist die Sublimationskurve, die Kurve e,c, die Dampfdruck- 
kurve, die Kurve a,d, die Kurve, auf der der stabile amorphe 
Stoff mit seinem Dampf im Gleichgewicht ist, und die Kurve 
e,f, 4, ist die Schmelzkurve. 

Legt man an die £-Fläche eines Krystalls und an die seiner 
Schmelze in demselben pT-Punkt je eine Tangentialebene, so werden 
diese Ebenen im allgemeinen sich schneiden, nur in einem p, T- 
Pankt sind die beiden Tangentialebenen einander parallel. Da in 
diesem Punkt die Beziehungen: 

LES _ és’ nd LAS LA 


dp dp "" dT aT 


gelten, so wird in diesem Punkte 


v, = %, und 7, = 1, oder R, = 0 sein. 


Ferner kann man an die beiden t-Flächen noch Tangenten 
legen, die einander parallel sind. Wenn zwei Tangenten parallel 
der p-Achse an die beiden £-Flächen in zwei übereinanderliegenden 
Punkten dieser Flächen einander parallel sind, so bedeutet das, 


da die Volumen der Phasen 2 und 3 einander gleich sind. Durch 


diese Punkte gehn auf den beiden €-Flächen zwei übereinander 


liegende Kurven ik, deren Projektion auf der pT-Ebene die neu- 


trale Kurve ,h, ist. In den Zustandspunkten dieser Kurve gilt 
die Gleichung v, — v,. Legt man parallel der T-Achse an jede 
der beiden £-Flächen eine Tangente, so ist, wenn die beiden Tan- 
genten an zwei übereinander liegenden Punkteu der beiden é- 
Flächen parallel sind, für diese beiden Punkte die Gleichung 7, = 7, 
erfüllt. Projiciert man die beiden Kurven, gf, für deren über- 
einander liegende Punkte diese Gleichung erfüllt ist, so erhält 
man die neutrale Kurve g,f,, auf der die Gleichung R, = 0 er- 
füllt ist. 

Über dem Schnittpunkt der beiden neutralen Kurven 4,i, 
und 9,f, liegen die beiden Punkte der beiden f-Flächen, deren 
Tangentialebenen einander parallel sind. 

Die Schnittpunkte der neutralen Kurve h,i, mit der Schmelz- 
kurve, die Punkte k, und i, sind dadurch ausgezeichnet, da in ihnen 
v, = v, ist. AuBerdem ist der Punkt à, der maximale und der 
Punkt », der minimale Schmelzpunkt. Der Schnittpunkt f, der 
Schmelzkurve mit der neutralen Kurve f,9, entspricht dem maxi- 
malen Schmelzdruck, für den R, = 0 ist. 

Die den Punkten x, und t, auf den £-Flächen entsprechenden 
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Punkte sind dadurch ausgezeichnet, daB eine Tangente parallel der 
tp-Ebene in diesen Punkten die Schnitt-Kurve beider 6-Flächen, 
also diese beiden Flächen gleichzeitig berührt. Etwas ganz ana- 
loges gilt für den Punkt f. 

Die Lage der neutralen Kurven ist von grôftem Einfluf auf 
die Form und Entwicklung der betreffenden Gleichgewichtskurve. 
Betreffs ihres Schnittpunktes ergibt sich, daB derselbe in das von 
der geschlossen gedachten Gleichgewichtskurve umschlossene Stück 
der p T-Ebene fallen muf. Hierbei sind 2 Hauptfälle zu unter- 
scheiden. Es kann der Schnittpunkt der beiden neutralen Kurven 
wie in Fig. 9 in das Feld realisierbarer Zustände, in dem die Para- 
meter p und 7 positive, realisierbare Werte besitzen, fallen. Es 
scheint aber, daB für die allermeisten Stoffe der Schnittpunkt der 
neutralen Kurven, wie es Fig. 10 
veranschaulicht, auferhalb des 
Feldes realisierbarer Zustände, 
aber in das von der geschlossen 
gedachten Schmelzkurve um- 
schlossene Stück der p T-Ebene 
zu liegen kommt!)}. Ferner mu 
die neutrale Kurve, auf der v, 
= v, ist, steiler verlaufen als 
die neutrale Kurve, auf der 2, 
#10 ist”). 

Die Tangentialebene an dem 
kritischen Punkt, c, Fig. 9, be- 
berührt zwei £-Flächen, die des Dampfes und die der Flüssigkeit. 
Die Folge hiervon ist, da im kritischen Punkt c, sowohl die 
Gleichong v, — v, als auch Gleichung 7, = 1, gilt. Dazu kommt, 
daB der kritische Punkt auf einer Gleichgewichtskurve liegt, in- 
folgedessen gilt für ihn auch die Gleichung : 


£ Se [U 


und da 
Buts = 8 Se (0) L'E(P, —0,)p, 
so gilt für den kritischen Punkt auch die Gleichung: 


E = Ë 


1) Für das Benzophenon ergab sich auf Grund von Extrapolationen eine 
Lage der neutralen Kurven, die der in Fig. 10 dargestellten entspricht. Krystalli- 
sieren und Schmelzen S, 39. 

2) Krystallisieren und Schmelzen S. 31. 
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Da die Volumen, Entropien und Energien der beiden Phasen im 
kritischen Punkt einander gleich sind, so sind auch die beiden 
Phasen im kritischen Punkt miteinander identisch. 

Der Punkt, in dem sich die beiden neutralen Kurven schneiden, 
in dem also die Gleichungen: 


V = V, und 9%, = 


gelten, liegt nun nicht auf einer Gleichgewichtskurve, in 
diesem Pankte ist 


6 >6,; 
und da also 


Ez — E,— (mir) T+(v,—v,)p > 0 
ist, so muB in diesem Punkte 


é, 8, 


d. Isotherme und isobare Kreisprozesse zwischen zwei Gleichgewichts- 
drucken oder zwei Gleichgewichtstemperaturen. 


Mit Systemen, deren Gleichgewichtskurven in einem kritischen 
Punkt enden, kann man sich unterhalb der kritischen Temperatur 
isotherme nicht realisierbare Kreisprozesse ausgeführt denken. Diese 
Kreisprozesse führen zur Gleichung von Maxwell. Mit Systemen, 
deren Gleichgewichtskurven von Parallelen zur p-Achse zwei- 
mal geschnitten werden, weil diesen Gleichgewichtskurven der 
kritische Punkt fehlt, kônnen ebenfalls isotherme Kreisprozesse 
vollzogen werden. Diese Kreisprozesse sind realisierbar zum Un- 
terschiede von dem von Maxwell, und führen zu einer anderen 
allgemeinen Gleichung als der Kreisprozef von Maxwell. 

Zur Ausführung des Kreisprozesses von Maxwell denkt man 
sich das Volumen der Flüssigkeit vom Punkte b aus (Fig. 2) auf 
der Kurve bfgea geändert, wobei die Flüssigkeit in kontinuier- 
licher Weise in Dampf übergeführt worden wäre. Die hierbei 


gewonnene Arbeit ist gleich dem Flächenstück b fgea ki — À 9 dv. 


Zurück kann man den Dampf in Berührung mit der Flüssigkeoit 
auf der Geraden ba führen und ihn so vollständig in Flüssigkeit 
verwandeln. Die hierbei geleistete Arbeït ist gleich dem Rechteck 
abik = —p,(v,—v). Da beim isothermen KreisprozeB die Summe 
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der Arbeiten gleich Nall ist, erhält man die Gleichung: 


Div — 0) = fra, 
Mit Systemen, die bei derselben Temperatur zwei Gleichge- 
. wichtsdrucke besitzen, kann man folgenden realisierbaren Kreis- 
prozeB ausführen. Fig. 11 stellt einen Schnitt bei konstanter 
Temperatur durch die Volumenfläche der Phasen 2 und 8 dar. 
Man läBt das Volumen der Phase 2 sich vom Punkt «a beim Gleich- 
gewichtsdruck », auf der Volumenisotherme ad bis zum Druck 
des zweiten Gleichgewichtsdrucks p, ändern. Wenn die spontane 
Umwandlungsfähigkeit der Phase 2 in die Phase 3 verschwindend 
klein ist, so ist dieser ProzeB realisierbar. Die Arbeit ist gleich 


dem Flächenstück adhe — 3! "2 pdv, Nun bringt man die Phase 2 


V2 : 
mit einer verschwindenden Meigo der Phase 3 in Berührung, wo- 
durch die Umwandlung von 2 in 3 eintritt, und beim Gleichge- 
wichtsdruck durch VolumenvergrôBerung bis zum Punkte c voll- 
ständig gemacht wird. Bezeichnet man die hierbei eintretende 
Volumenänderung mit (v,—v,),,, 80 ist die Arbeït gleich —p,(v, —v,),.. 
Läft man ferner auf der Phase 8 den Druck von », bis p, sinken, 
so ändert sich das Volumen auf der Kurve cb und die Arbeit ist 
gleich dem Flächenstück cbfg = —/f “Pip. dus. 
Vap 

Schlieflich vergrôBert man beim Glécheevichtedrude p, das 
Volumen der Phase 3 von db bis a, wobei die Umwandlung von 3 
in 2 vor sich geht, und die Arbeit —p,.(v,—v,), beträgt. Da 
beim isothermen Kreisprozef die Summe der Arbeiten gleich Null 
ist, so gilt: 


Vi À 
6) J 4 p dv, = f" "pdv,+p,.(v, — ds}p, + Das (vs — V,)pse 


Vapi ap 


Es gilt also für die Flächenstücke, welche die Arbeiten bei 
diesem KreisprozeB darstellen, die Beziehung, Fig. 11 


adhe = bcegf+abfe+cdhg, 


oder, wenn man die Flächenstücke auf der rechten Seite der 
Gleichung zusammenfafit, die Beziehung 


adhe = abcdhe,. 
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Fig. 11. 


Da ferner sich aus Fig. 11 ergibt 


adhe = abxdhe+abzx und 


abcdhe — abzxdhe+cdx, 
so gilt auch 
abx = cdx 


De Dr Ÿ 4 P 
J v, dp TS J Vs dp = J “v, dp 2 À “vd. 
Pi Pi Pz Pz 


Wenn abx = cdx ist, so sind auch folgende Flächenstücke 
einander gleich: 


oder 


axdp,p, = bxcp,p, 
oder 


Ps 2 D: 
7) T D |, ap oder 1 (v,—v,)dp = 0. 
Pi Pi Pi 

Die Gleichung 6 gibt uns eine analytische Formulierung der aus dem 
KreisprozeB gefolgerten geometrischen Beziehungen, sie sagt aber 
nichts über die den Wegen a d und bc entsprechenden ArbeitsgrôBen. 

Zur Gleichung 7) gelangt man auch mit Hülfe der £-Funktion. 
Es gelten die Gleichungen: 
dr 6 
dp 


14,6 ; 
Esp, TT bp, f D dp 


Ds 
Ésps va bp q dp 
PM 
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und da 6, — Ep, U0d bp, = bp, ist, so ist auch 


(era dr 6 dp he Ab dp oder [e-t)& = 0. 


Pi 


Wäre eine Zustandsgleichung, welche die Abhängigkeit der Vo- 
lumen v, und v, bei konstanter Temperatur vom Druck p angibt, 
bekannt, so kônnte die Lage des Schnittpunktes, x der beiden 
Volumenisothermen v, und », angegeben werden, und wenn p, be- 
kannt wäre, so wären durch die Beziehung 6) auch (v,— v,),,.p 
und », berechenbar. 

Bei einem isothermen KreisprozeB ist nicht nur die Summe 
der Arbeiten gleich Null, sondern auch die Summe der vom System 
aufgenommenen und abgegebenen Wärmen ist gleich Null. Es gilt 
daher die Beziehung: 


8) — Gpip + Vpn: + En, + En, = 0 


WO Q,p,n, 004 @p,p, die Kompressionswärmen der Phasen 2 und 
8 zwischen den Drucken y, und p,, R,, und R,, die gesamten Um- 
wandlungswärmen bei den Gleichgewichtsdrucken », und y», be- 
deuten. 

Da nach Gleichung 6) die Differenz der Kompressionsarbeiten 
gleich der Samme der äuferen Umwandlungsarbeiten ist, so gilt 
diese Beziehung auch für die im WärmemaB gemessenen Arbeits- 
grôBen, es ist also: 


ù Orpi ia Cpip, pi vs)p, + Pa (vs — Vs)p, . 


Kombiniert man diese Gleichung mit Gleichung 8), so erhält man 
9) PCs — Vs), + Ep, = p,(v,— Va)p, — LR, 


Zu beachten ist, daB (v,—+v,),, und R,, das entgegengesetzte Vor- 
zeichen von (v,—v,), und By, Liénts R,, bezieht sich auf die 
Umwandlung der Phase 2 in die Phase 3 und R,, auf die in um- 
gekehrter Richtung vor sich gehende Ciuliane Man 
kônnte also, wenn E,, und die Zustandsgleichung bekannt sind, 
die Werte von R,, und (8, —6,)), angeben. 

Im Gegensatz zum LE on KreisprozeB gibt der isobare 
KreisprozeB nicht ein weiter zu verwendendes Resultat. Für den 
isobaren KreisprozeB ergibt sich nämlich: 
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[even [ Ce QT + (0, —0)r + es Gear 


T pe 
= [r TR, + j: CAT — 1 edT| er 


Da die Summe der linken Seite gleich Null ist, so gilt das 
auch für die Summe der rechten Seite der Gleichung. 
Mit Hilfe der €-Funktion läft sich, wie wir gesehen haben, . 


die Gleichung 5) ableiteñ, welche, wenn die Abhängigkeit von _ 


von der Temperatur und die Gleichgewichtstemperatur 7, bekannt 
sind, die Berechnung von 7, ermôglicht. 


e. Die Môglichkeiten, welche die Thermodynamik zuläfft, und 
die bisherige Erfahrung. 


Wie wir sahen, lassen die beiden Hauptsätze der mechanischen 
Wärmetheorie zwei Arten von Gleichgewichtskurven zu. Die eine 
dieser beiden Grappen von Gleichgewichtskurven ist durch einen 
kritischen Punkt ausgezeichnet, der anderen Gruppe fehlt dieser 
Punkt. Infolge dessen sind die Zustandsfelder zweier Phasen, 
deren Gleichgewichtskurven einen kritischen Punkt haben, nur un- 
vollständig begrenzt, während die Zustandsfelder der Phasen, deren 
Gleichgewichtskurven der kritische Punkt fehit, allseitig begrenzt 
sein müssen; indem ihre Zustandsfelder entweder von in sich ge- 
schlossenen Kurven, oder von Stücken solcher Kurven und anderer 
Gleichgewichtskurven oder der p-Achse begrenzt sein kônnen. 

Diese ganz allgemeinen Forderungen werden auch von der 
Erfabrung bestätigt, denn man hat die Existenz eines kritischen 
Punktes nur für die Gleichgewichtskurven der Systeme, bestehend 
aus Dampf und Flüssigkeit, nachweisen kônnen. Für Systeme aber, 
in denen mindestens eine anisotrope Phase auftritt, sind kritische 
Punkte nicht nachgewiesen worden. Allerdings ist nur für wenige 
anisotrope Phasen der Nachweis geliefert worden, da8 ihre Zu- 
standsfelder vollständig begrenzt sind, denn in der Regel erstrecken 
sich die betreffenden Zustandsfelder nach zu hohen Drucken hin; 
aber es ist immerhin von Bedeutung, daB dieser Nachweis in einigen 
Fällen mit Sicherheit geliefert ist. Die Zustandsfelder folgender 
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Phasen!) sind vollständig umgrenzt worden: Oxalsaures Methyl I, 
Orthokresol I, Schwefel monoklin, Jodmethylen I und II und Am- 
moniumnitrat III, während man für Essigsäure I, Eis I und IV, 
Phenol I und Jodsilber I die Begrenzung ibres Zustandsfeldes mit 
ziemlicher Sicherheit angeben kann. 

Die Schmelzkurven sind diejenigen Gleichgewichtskurven, die 
am nächsten der voll ausgebildeten, in sich geschlossenen, idealen 
Gleichgewichtskurve kommen dürften, weil sie sich über ein be- 
sonders groBes Temperatur- und Druckgebiet erstrecken. Für etwa 
35 Stoffe wurden die Koordinaten der Schmelzkurven bis zum 
Druck 3000 kg pr. 1 qem festgelegt. Mit Sicherheit konnte nach- 
gewiesen werden, daB die Schmelzkurven sich zur p-Achse bin 
krümmen, wie man es zu erwarten hat, wenn die Zustandsfelder 
anisotroper Phasen von ihren Schmelzkurven umschlossen werden. 
Ferner konnte bei der Schmelzkurve des Glaubersalzes der maxi- 
male Schmelzpunkt überschritten werden. Der maximale Schmelz- 
punkt*) des Glaubersalzes liegt zwischen b00—1000 kg pro 1 qem 
und 0,30° über dem Schmelzpunkt beim Druck 1kg pro 1 qem, 
und es konnte durch direkte Messungen gezeigt werden, daf zwischen 
jenen Druckgrenzen die Volumenänderung beim Schmelzen durch 
den Nullwert geht. Allerdings schmilzt dieser Stoff nicht zu einer 
homogen Flüssigkeit, dieses hydratische Salz spaltet sich nämlich 
beim Schmelzen in wenig wasserfreies Salz und viel Flüssigkeit. 
Diesem Umstande ist aber eine besondere Bedeutung für den Ver- 
lauf der Schmelzkurve nicht zuzuschreiben, da für die monovari- 
anten Zweistoffsysteme ähnliche Regeln wie für die monovarianten 
Einstoffsysteme betreffs Verlaufs der Schmelzkurve gelten. 

Immerhin muB zugegeben werden, da für Stoffe die zu 
homogenen Flüssigkeiten schmelzen, die maximale Schmelztempe- 
ratur nie überschritten worden ist, da sie bei den bisher unter- 
suchten Stoffen bei Drucken von über 10000 kg und auch weit über 
diesem Druck liegen wird. DaB aber auch bei diesen Stoffen eine 
maximale Schmelztemperatur aller Wahrscheinlichkeit nach existiert, 
ist auf Grund folgender Erfahrungen sehr wahrscheinlich. Mit 
wachsendem Druck nehmen die Volumenänderangen beim Schmelzen 
auf den ansteigenden Schmelzkurven ab, während die gesamte 
Schmelzwärme sich nicht merklich ändert oder sogar ein wenig 
wächst. Für die Schmelzkurven des Benzols, Naphtalins, Âthylen- 


1) Krystallisieren und Schmelzen 1908. Diese und die folgenden Resultate 


its man leicht an Hand des Verzeichnisses der untersuchten Stoffe S. 347 auf- 
en. 


2) Zeitschrift f. phys. Chem. Bd, 46, 8. 818. 
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dibromides, Urethans, Trimethylcarbinols, Dimethyläthylkarbinols 
und des Phosphors ergab sich die Schmelzwärme zwischen 0—-2000 kg 
innerhelb der Fehlergrenzen der Bestimmung als unabhängig vom 
Druck, während die Volumenänderung beim Schmelzen in diesem 
Druckintervall sehr deutlich abnahm. Beim Benzol sank mit stei- 
gendem Druck die Volamenänderung auf fast den halben und beim 
Dimethyläthylcarbinol auf fast den dritten Teil ihres Wertes beim 
Drack p = 1kg. Beim p-Xylol und Benzophenon war eine ge- 
ringe Zunahme der Schmelzwärme bei steigendem Druck und wieder 
eine erhebliche Abnahme der Volumenänderung zu verzeichnen. 
Es ist also sehr wahrscheinlich, daB die Volumenänderung beim 
Schmelzen bei genügender Drucksteigerung in einem Zustandspunkt 
der Schmelzkurve durch den Nullwert gehen wird, während die 
Schmelzwärme in diesem Zustandspunkt einen merklichen Wert 
besitzt. 

Von besonderer Beweiskraft für die Existenz von Gleichge- 
wichtskurven ohne kritischen Punkt ist der Nachweis, daf es 
Gleichgewichtskurven gibt, die bei demselben Druck zwei Gleich- 
gewichtstemperaturen besitzen, die also in einem bestimmten Zu- 
de -Wert durch den Wert co geht, rück- 
läufig werden. Die Gleichgewichtskurve der Eisarten I und III 
wird im Zustandspunkt: — 43° und 2255 kg, rückläufig. Der Nach- 
weis, daB in diesem Punktc die gesamte Umwandlungswärme durch 
den Nullwert geht, wäre auf calorimetrischem Wege schwerlich 
zu erbringen, doch konnte er mit Sicherheit auf folgendem Wege 
erbracht werden. Aendert man nämlich das Volumen eines im 
Gleichgewicht befindlichen monovarianten Systems mit ziemlicher 
Geschwindigkeit, so wird nach jeder Volumenänderung eine Tem- 
peraturänderung eintreten, da der Druck und die Temperatur sich 
auf der Gleichgewichtskurve ändern, der Druck wird sich also 
während der Volumenänderung und darauf im entgegengesetzten 
Sinne ändern. Im Zustandspunkte, in dem die Gleichgewichts- 
kurve der Eisarten I und III rückläufig wird, ändert sich während 
der môglichst schnell ausgeführten Volumenänderungen der Druck 
nicht merklich, während er sich bei Temperaturen oberhalb und 
unterhalb — 43° recht merklich ändert. Es ist damit also der 
Nachweis erbracht, daB die gesamte Umwandlungswärme in dem 


standspunkt, indem ïhr 


Punkte der Gleichgewichtskurve, in welchem _ = co ist, durch 


den Nullwert geht. 
Rückläufig werden ferner noch die Gleichgewichtskurven der 
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beiden instabilen Eisarten, ÆEis II and Eis IV, bei — 34° und 

2252 kg, der beiden Krystallarten des Phenols bei etwa 5b° und 

2032 kg und wahrscheinlich die der beiden Jodsilber-Formen I und 
III bei einer Temperatur unter 0° und bei etwa 3200 kg !). 


Wir haben uns also überzeugt, daf die Thermodynamik zwei 
Arten von Gleichgewichtskurven zuläft, daB die Atomistik die 
Existenz zweier Gruppen von Gleichgewichtskurven fordert und 
daf die Erfahrung die Forderungen der Atomistik stützt. 


1) Zeitschrift f. phys. Chem. Bd. 75, S. 733. 


Zum Turbulenzproblem. 
Von 
veorg Hamel in Brünn. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 24. März 1911 von F. Klein. 


Die hydrodynamische Erklärung der von Reynolds experi- 
mentell erforschten turbulenten Bewegung muB noch immer eine 
ungelôste Aufgabe genannt werden; selbst die Feststellung des 
kritischen Wertes der mittleren Geschwindigkeit, bei der die Pa-. 
rallelbewegung plôtzlich in die turbulente Bewegung übergeht, jene 
also labil wird, ist noch nicht gelungen. 

A. Sommerfeld hat zwar in seinem bekannten Vortrag auf 
dem internationalen Mathematiker-CongreB in Rom die Berechnung 
der kritischen Geschwindigkeit auf eine transcendente Gleichung 
 zurückgeführt, aber ich habe prinzipielle Bedenken gegen seine 
Methode. Sommerfeld arbeitet mit Partikularlôsungen der Form 
efto(x, y); aus solchen aber scheint man mir zwar bei R(8) => 0 
auf Labilität, doch bei R(B)<O nicht sicher auf Stabilität 
schliefen zu kônnen; auch dann nicht, wenn sich die allgemeine 
Lüsung aus solchen Partikularlôsungen zusammensetzen läft. Es 
kôünnte sehr wohl Lôsungen geben, deren Energie zu Anfang einen 
festgehaltenen kleinen Wert hat und doch einen beliebig vorge- 
gebenen Wert überschreitet. Ich werde an anderer Stelle ein 
Beispiel zu dieser Behauptung geben'). Nun scheinen Rechnungen, 
in denen mich einer meiner Hôrer, Herr Alfred Winkler, 
unterstützt hat, zu zeigen, daB bei den Sommerfeld'schen Parti- 
kularlôsungen $ immer einen negativ reellen Bestandteil hat, 80 
daB die Parellelbewegung stabil wäre, wenn ich eben nicht den 
vorhin angedeuteten Schluf anzweifeln müfte, 


1) Monatshefte für Math. u. Phys. 1911. 
Egl. Goes. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Kiasse. 1911. Heft 8. 19 
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Ich verfolge daher den Weg weiter, den schon Reynolds und 
dann weiter H. A. Lorentz eingeschlagen hat: Ich suche den 
Grenzwert der mittleren Geschwindigkeit v, oberhalb dessen immer 
die Energie einiger stôrender Bewegungen zunimmt, während sie 
unterhalb stets abnimmt. 

Wirwollendiesen Wertdermittleren Geschwin- 
digkeit den kritischen nennen, unterhalb dessen 
also Stabilität herrscht, während es oberhalb 
desselben stets Stôrungen gibt, deren Energie 
anfangs zunimmt, (womit allerdings noch keine Labilität ga- 
rantiert ist.) 

Während nun Lorentz nur ein Beispiel rechnet, für welches 
Energiezunahme stattfindet, das aber aufer seiner fehlenden All- 
gemeinheit noch den Mangel hat, in den Ableitungen der Geschwin- 
digkeit unstetig und daher wohl unrealisierbar zu sein, komme 
ich zu einer bestimmten Formulierung: Die kritische Ge- 
schwindigkeit (im obigen Sinne) ist wesentlich der 
erste Eigenwerteiner linearenIntegralgleichunpg, 
deren Kern aus der Green’schen Funktion der 
Differentialgleichung 

0? 0° 3 
PP 2 ant os 
zu bilden ist, d.h. der Lôüsung dieser Differentialgleichung 
für den unendlich langen Parallelstreifen, welche sich an der 
Stelle £, wie 


Plgr (= (2-8 + (7) 


verhält und am Rande nebst ihrer ersten Normalableitung ver- 
schwindet. 
* * 
* 
Wasser strôme in einem Kanal, dessen Breite von y = 0 bis 
y = 1 reiche, und dessen Länge von x = — bis « — o gehe. 
Das Problem sei zweidimensional. Zunächst erfolge die Bewe- 


gung parallel den Wänden: a(y) sei die Geschwindigkeit, 
1 pong: 

v = f a(y)dy die mittlere Geschwindigkeit. 
0 


Für den Poiseuille’schen Fall fester Wände ist 
a = 6vy(l—y); 


für den einfacheren, von Lorentz, Sommerfeld u. a. bevor- 
zugten Fall, daB sich die eine Wand mit der Geschwindigkeit 2v 
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in Richtung des Wassers bewegt, ist 
= 2vy. 


Nun werde die Parallelbewegung gestürt; bei Verna chlässi- 
gung von quadratischen Gliedern erhält man aus den 
Stokes’schen Sos unter Eliminierung des Druckes 


PUS 


(1) Ladv+a _ 


v 
= — 44. 
u Ÿ 


y ist die Stromfunktion der überlagerten Stôrung, so daf 
Ov Be o10$ 


V, = oy? EE Er 
die Geschwindigkeitskomponenten sind; » ist der Zähigkeitskoeffi- 
zient, w die spezifische Masse des Wassers. Am Rande müssen 


die Zusatzgeschwindigkeiten Null sein, also y constant und . = 0 


sein; da aber die mittlere Geschwindigkeit ungeändert bleiben 
soll, sind die constanten Werte von y an beiden Rändern gleich, 
man kann sie demnach gleich Null setzen. Also Randbe- 
dingungen: 


(2) y und S gleich Nall für y = 0 und y = 1. 


AuBerdem soll # mit seinen Ableitungen für æ = + hinrei- 
chend stark verschwinden. 

Aus der Differentialgleichung (1) folgt, nach Multiplikation 
mit Ÿ, Integration über das ganze Strômungsgebiet und Umfor- 
mung durch partielle Integration unter Benutzung von (2) 


G) = L[ foto aa+ [ [à $ SE SE dx ay 
= " ; ik (24) dx dy. 


Aus dieser, schon von Lorentz aufgestellten Gleichung folgt, daf 
die gesamte Energie der Stôrung dann und nur dann zunimmi, 
wenn , 


(4) F ICE NT 2f [ (dy) dx dy 


ist. Da das erste RES Null oder negativ sei, kommt also 


für unsere Aufgabe nicht in Frage; wir kônnen Le Beschrän- 
9 
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kung der Allgemeinheit 
“os , dy dy 
(4) d (41 more = Ÿ 


für die Stérung annehmen (a ist ja proportional v!), so daf die 
Bedingung der Labilität 


(4) J = [far ay < #0 


lautet. 
Sei nun J, das Minimum von J bei allen môglichen y, welche 
(4’) erfüllen und die Randbedingungen (2), so wird man vermuten, 


daB aus J, — + das kritische v zu berechnen ist. 


Folgender Einwand muf nur noch untersucht werden: wähle 
ich irgend ein y, den Randbedingungen (2) entsprechend, so kann 
ich aus (1) den Zuwachs 


» : 3 12 ” 04%, a" % 
@) day = (aa RE T EL 


berechnen, den {y in der Zeit dt erfährt. Der entsprechende Zu- 
wachs von # selbst muB nun nebst seiner Ableitung S am Rande 


verschwinden; das wird sich aber ohne Einschränkung von , 
nicht erreichen lassen; soll 


(6) day =. Fa, y) 
so integrierbar sein, daf y und . am Rande Null sind, so muB 


F gewisse Bedingungen erfüllen, die wir nachher aufstellen wollen. 


* * 
* 


Die hier auftretende Schwierigkeit wird plastischer hervor- 
treten, wenn ich den analogen, aber einfacheren Fall der 
Wärmeleitungsgleichung 


2 dy 
rt og" 


behandle. 


Man sagt gewübnlich, das Integral dieser Gleichung sei be- 
stimmt, wenn gegeben ist 


1) ÿ = 0 für y — 0 und y = 1 für alle t>0. 
2) y für £ — 0 und zwischen y — 0 und y = 1 als reguläre, 
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in eine Fourier’sche Reïhe entwickelbare Funktion : y, = © a, sin n Ty. 
Das Integral sei dann # — Ya, een n AY. 

Das ist richtig; doch ist zu beachten, daB im allgemeinen für 
t — 0 die Differentialgleichung nicht erfüllt ist, indem 


obwohl lim y» — ,, 
t=0 


Fe 


doch fan e nicht gleich 


ist. Soll die Differentialgleichung auch für # — 0 erfüllt sein, so 
genügt die 3te Bedingung: 


8) Es muf Se am Rande Null sein. (Abgesehen von ge- 


wissen Regularitätsbedingungen, z.B. daf der Differenzenquotient 
dY, 
Ôy 
Aehnlich liegt die Sache beim Et autos Problem, 
doch ist sie insofern schwieriger und diese Schwierigkeit wesent- 
licher, als sich das Erfülltsein der Differentialgleichung für & — 0 
nicht durch eine bloBe Randbedingung wie vorhin erzwingen läBt, 
die nur eine geringe Modifikation des Anfangswertes w, am Rande 
erfordert. 

Ich will hier das Analogon nur kurz skizzieren, da ich es 
nicht weiter brauche. 

Setzt man y in der Form an: 


(7) v=#f" AN ETS Gym EM Du m (Ÿ) 
0 mn” 


von 


unter einer festen Grenze bleibt.) 


so müssen, soll (1) erfüllt sein, die œ den linearen, homogenen 
Differentialgleichungen 4.0. genügen 


1 (p"— n°) + in (ag — an'p — a") = T (pi —2 — 2n°p"+n'p) 


mit den Randbedingungen, (2) entsprechend: œ und g = 0 für 
y = 0 und y — 1. Solche Lôüsungen werden nur für bestimmte : 
Eigenwerte 4,, existieren, die y, sind die zugehôrigen Eigen- 
funktionen. Man wird dann jedenfalls jedes #,, das (2) erfüllt, in 
der Form 


(8) = Rf° 40 5 con Pam (9) 
0 m 


darstellen künnen; auch wird das entsprechende # der Formel (7) 
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die Randbedingungen (2) erfüllen, für £ — 0 in y, übergehen und 
für 4—0 die Differentialgleichung (1) erfüllen; nur eben nicht 
für { =. 0. 

Soll aber die vorausgesetzte Anfangsstôrung 
ÿ, mechanisch môglich sein, so wird man das Er- 
fülltsein der Differentialgleichung (1) gerade für 
den Anfang t = 0 bei endlichen Kräften und end- 
lichen Beschleunigungen fordern müssen. 

Die Zusatzbedingung, die deshalb #, auBer (2) 
noch erfüllen mu, und die sich zunächst so formu- 
lieren läBt, da der aus (5) zu bestimmende Zuwachs 
dy den Randbedingungen (2) ebenfallsgenügenmuñ, 
läft sich nun nicht wie bei der Wärmeleitungs- 
gleichung auf eine bloBe Randbedingung zurück- 
führen. Gleichwohl ist die vermutete Berechnung 
des kritischen v richtig. 


* * 
* 


Wir müssen die Hülfsaufgabe lôsen: wann hat 
(6) | dy = Fr 
ein Integral, daf selbst nebst seiner Normalablei- 
tung amRande des gegebenen Bereiches verschwindet? 
Aus dem Green’schen Satze folgt sofort als notwendig, daf 


JÎF.Udzxdy = 0 


sein muB für alle harmonischen Funktionen U. Aber die Bedin- 
gung ist auch hinreichend. 
Seien G, und G, die beiden Green’schen Funktionen des Be- 


: Ô 
reiches: G, — 0 am Rande, - — 0 am Rande, während sich 


beide an der Stelle x = £, y = n wie Îgr verhalten, so ist sowohl 
1 
v— DJ GF(E, n)dé dr 


als auch Ÿ = = f G,F'dË dn + const, 
also J (G,— G,)Fdëdn = const. 


hinreichend. G}— G, ist aber eine reguläre harmonische Funktion, 
also ist die Konstante Null und bewiesen, da8 die Orthogonalität 
von F zu allen harmonischen Funktionen auch hinreicht, die obige 
Frage zu bejahen. 
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In unserem Falle ist nun nach (5) bis auf den Faktor dt 


LA = Cdt, , 0, 
F = n dd, a rremurt 2 x” 
Es ist also noch die ee zu erfüllen 
12 pl RAA 7 
(9) [JE Add, a + a ) Udxdy = 0 


für alle harmonischen U. 


Nach einigen partiellen Integrationen formt sich (9) mit Be- 
achtung von (2) um in 


(10) 2 (Se He SL je+2 [fre À 


Man kann demnach folgenden Satz aussprechen: 
, Es sei J, die untere Grenze der Werte des Inte- 
grals 


gs de dy = 0, 


J = ff(aw) dxay, 
welche dieses für alle Funktionen #, annehmen kann, 
welche die Randbedingungen (2), die Gleichung (4) und 
die obige Bedingung (10) erfüllen — wo U die Reihe 
aller harmonischen Funktionen durchläuft — dann ist 
die kritische Geschwindigkeit 


v 
= "J,s 
u 0 


* * 
* 


Es wird nun behauptet, daB die im obigen Satze 
genannte untere Grenze J, keine andere ist als das 
Minimum vonJ, welches blof die Randbedingungen (2) 
und die Nebenbedingung (4) erfüllt, mit andern Worten, 
daB es immer Funktionen w, gibt, für die (4”), (2), (10) erfüllt ist, 
und deren J sich von dem Minimum J, um beliebig wenig unter- 
scheidet. 

Den Beweis skizziere ich kurz: 

Es genügt, (10) für eine Reïhe von harmonischen Funktionen 
auszusprechen, aus denen sich alle anderen linear mit konstanten 
Koeffizienten zusammensetzen lassen. Solche Funktionen sind: 


ou, : COS +0: 
à (y — 
sin ? sinbyp #%y und sin"? sinbyp #n(y— 1) 


für alle ». 
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Nehmen wir nun als #, in dem zweifachen Integral in (10) die 
Funktion, welche das Minimumsproblem lôst, fassen aber (10) als 


U 


Gleichung für noch unbekannte Randwerte eu einer neuen Funk- 


tion y! auf, während Zy, am Rande die Werte habe, die der 
Extremallôsung y, entsprechen, so lassen sich aus (10) die Fourier- 
Ô AY, 
On 
dern berechnen. Da w, für æ — o hinreichend stark gegen Null 
gehen soll, so konvergiert die Quadratsumme der Fourierkoeffi- 
zienten und daher bestimmen sie nach dem Riesz-Fischer- 
Ôdy! 
on 

Nun bilden wir uns aus #, die neue Funktion #, dadurch, 
daf wir #, nur ein wenig am Rande ändern, so daB #,, 
(LA es 
ôn 


Man kann die Abänderung so treffen, daB alle [ CAT A ae dy 


erhalten bleiben, so da nunmehr (10) erfüllt ist. us Le den 
Randstreifen, in dem man w, abändert, hinreichend schmal, so wird 
sich J und das Integral (4) beliebig wenig ändern. Letzteres 
bringt man dadurch auf seinen alten Wert, daB man y, mit einem 
Faktor multipliziert, der nur wenig von 1 entfernt sein wird. 
Wegen der Homogenität in # bleibt (10) erfüllt; J ändert sich 
dabei abermals um einen Wert, der beliebig klein sein wird. 

Sei Y—Y, — 7. 

Um den angedeuteten Beweis durchzufübren, wird man 80 
vorgehen: 

Man nehme ein beliebig schmales Randgebiet, am inneren 


koeffizienten von 


‘einer neuen Funktion # an beiden Rän- 


schen Satze die Randwerte 


aber die neuen Werte annimmt. 


, 4, am Rande bleiben, 


Rande seien 7, 4 ji a alle Null, am äuBeren Rande eben- 
falls Nall, bis auf SZ, das gleich 22% sans 
Man bestimme nun y des St so, daf etwa 
JT (a°3)" dx ày 
über den Randstreifen ein Minimum werde, während alle 
(11) [ua Wäzdy = 0 


seien für alle harmonischen Funktionen W. 
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Als Differenzialgleichang für y erhält man 
(12) A'y+a W = 0, 


wo W die Reiïhe aller harmonischen Funktionen durchläuft, oder 
also 


(12 (ai) 0: 
Nun setze man 
4a' = dw 
und bestimme # weiter dadurch, daB am Rande des Gebietes 
w —= 0 sei. 
ow 


Dann sagt nach Früherem (11) aus, da8 auch nn — O'ist. 
Aus (12’) aber wird 
2") af (au) _ 
a a 


eine Differentialgleichung 12. Ordnung für eine Funktion w, die 
am Rande nebst ihren 5 ersten Normalableitungen gegeben ist. 

w ist aber dadurch vollständig bestimmt und es wird nebst 
den 4. Ableitungen endlich bleiben, wenn man das Randgebiet un- 
endlich klein werden läft. Diese letztere Behauptung läft sich 
mittels der zugehürigen Green’schen Funktion G führen, die sich 
an der Stelle £, n wie r'gr verhält, deren 6. Normalableitung wegen 
w, , 4w, Eee 44dw = O in der Darstellung von w allein 
vorkommt, und deren 10. Ableitungen nur logarithmisch unendlich 
werden. Läft man nun die innere Grenze des Randstreifens in 
die äuBere übergehen, so wird G in die entsprechende Green’sche 
Funktion des ganzen Gebietes übergehen, deren 6. bis 9. Ablei- 
tangen unter einer festen Grenze bleiben, während die 10. nur 
logarithmisch unendlich wird. Also bleiben auch in der Grenze 


4 = Law und Z4 endlich, so da die Integrale J und (4') wegen 


der beliebigen Kleinheit des Bereiches nur beliebig kleine Aende- 
rungen erfahren. 

Die Existenz der Green’schen Funktion wird man nach der 
Vorarbeit A. Gutzmer’s (Liouville’s Journal IV, t. 6. 1890) 
ebenso beweisen, wie dies A. Haar in diesen Nachrichten (7. Juli 
1907) für Z°U = 0 getan hat. 

* 


* 
* 


270 Georg Hamel, zum Turbulenzproblem. 
Es ist also tatsächlich das kritische v durch 


v 
0 = —J. 
His 


gegeben, wo J, das Minimum von 


JT av.) ax dy 


ist, während 


; OÙ On, — 
(4) Ex permit = © 


und die Randbedingungen (2) erfüllt sind. 
Dieses Variationsproblem führt aber auf die Differential- 
gleichung 


d'y n JL = 
(13) 20ÿ + (24 TE 5 LM; 
Das Minimum ist infolge dessen 
J,,=4240; 


Es muf also das kleinste À gesucht werden, für welches (13) 
nebst (2) erfüllbar ist. Sei G die entsprechende Green’sche Funk- 
tion von 

A4ÿ = 0, 


deren Existenz A. Haar bewiesen hat, so folgt aus (13) 


v = DJ fesses +0" 5) Gui & mdéan 


oder nach partieller Umformung die lineare Integralgleichung 


(14) y = Affv. Key; E ndédn, 
wo der Kern 
RTE = (2e 


dG nr 9G 
8x v ) 


oo * * 


nur eine logarithmische Unstetigkeit aufweist. 

Damitist die Berechnung der kritischen Geschwin- 
digkeit auf die Berechnung des ersten Eigenwertes 
einer linearen Integralgleichung (14) zurückgeführt. 

Ich hoffe, auf die numerische Berechnung zurückkommen zu 
kônnen. 


Brünn, den 21. März 1911. 


Zur Theorie des Interferenzversuches von Michelson. 
Von 
Eduard Riecke. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 27. Mai. 1911. 


Der berühmte Versuch von Michelson bildet zur Zeit noch 
das wesentliche Fundament der Relativitätstheorie. Die folgenden 
auf ihn bezüglichen Betrachtungen sind daher vielleicht nicht ohne 
Interesse; sie werden zeigen, daf der gewôhnlich aus dem Ver- 
suche gezogene SchluB etwas zu speziell ist; man kann eine allge- 
meinere Annahme machen, um das Ergebnis der Theorie mit der 
Beobachtung in Uebereinstimmung zu bringen. 


T 


272 Eduard Riecke, 


Die vorstehende Figur gibt eine schematische Darstellung der 
Versuchsanordnung. FT sei die Richtung, in der sich die Erde 
im Raume bewegt; P sei eine unendlich dünne Platte, welche das 
Licht ebenso durchläft, als reflektiert. Ihre Normale bilde mit 
der Richtung FT einen Winkel von 45 Graden. In irgend einem 
Augenblick befinde sich der Mittelpunkt der Platte in dem Punkte 
A der Linie FT, AL liege mit Bezug auf die Spiegelnormale 
symmetrisch zu F7. In dem Momente, in dem die Plattenmitte 
sich in À befindet, gehe von L ein Lichtblitz aus. Wir fragen, 
welche Neigung wir dem von L ausgehenden Strahle geben müssen' 
damit der Lichtblitz im selben Momente in B eintrifft, in dem die 
Plattenmitte nach B gelangt. Der Neigungswinkel « des Strahles 
gegen die Richtung AL ist offenbar gegeben durch: 


Ê . 
sin = —, 
c 


wo v die Translationsgeschwindigkeit der Erde, c die Lichtge- 
schwindigkeit bezeichnet. Relativ zur Platte bewegt sich der 
Strahl in einer Richtung, welche mit der Spiegelnormale einen 
Winkel von 45 Graden einschlieft; daraus folgt, da$ der an der 
Platte reflektierte Strahl in der Richtung BT sich bewegt. Er 
trifft einen Spiegel S,, der unter einem Winkel von 90 Graden 
gegen die Richtung FT geneigt und mit der Platte P fest ver- 
bunden ist. In dem Momente, in dem die Plattenmitte sich in B 
befindet, sei der Spiegel in der Stellung S,; die unveränderliche 
Distanz BS, sei gleich a. Wenn der in B reflektierte Strahl 
den Spiegel trifft, so befindet sich dieser nicht mehr in S,, sondern in 
der Richtung der Translation verschoben in S'; der Strahl wird von 
dem Spiegel reflektiert und bewegt sich rückwärts in der Richtung 
SF, bis er die Platte in dem Pankté C’ wieder trifft. Für den 
dabei von dem Lichtstrahle zurückgelegten Weg ergibt sich: 


2 
BS!C' — 2a,[1 — + 


Gleichzeitig ist der von der Plattenmitte zurückgelegte Weg: 


BC' = 2a, —- L 


1e 
C 
Der von L ausgehende Strahl wird aber an der Oberfläche 
der Platte in B nicht blos reflektiert; nach unserer Voraussetzung 
geht vielmehr die Hälfte des Strahles durch die Platte in der 
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Richtung LB hindurch. Dieser durchgehende Teil des Strahles 
fällt in S, auf die Oberfläche eines Spiegels, dessen Normale pa- 
rallel mit LA ist, dessen Ebene also in der Translationsrichtung der 
Erde liegt. Relativ zu dem Spiegel $, folgt der Strahl der Spiegel- 
normale, da der Einfallswinkel, unter dem er die Spiegeloberfläche 
trifft, gleich «ist. Relativ zum Spiegel liegt auch der reflektierte 
Strahl in der Normale, und der absolute Weg des reflektierten 
Strahles macht daher mit der Spiegelnormalen S,N ebenfalls den 
Winkel «. Relativ zu der Platte P folgt der Strahl einer Linie, 
welche gegen die Normale der Platte unter einem Winkel von 45 
Graden geneigt ist. Daraus folgt, daf der Strahl $,C, wenn er 
die Platte wieder trifft, von dieser in der Richtung CF reflektiert 
wird. Da ferner die Winkel BS,N und NS, C gleich « sind, so 
verhalten sich die Strecken BS, und S,C zu BN und NC wie die 
Lichtgeschwindigkeit zu der Translationsgeschwindigkeit der Erde; 
die Entfernung BC wird also von der Mitte der Platte P in der- 
selben Zeit durchlaufen, in der das Licht den Weg BS,C zurück- 
legt; der Strahl trifft also in demselben Momente in C ein, wie 
die Mitte der Platte. Bezeichnen wir die Entfernung S,N mit a, 
so ist der Weg BS,C, den das Licht zurücklegt, bis es wieder 
mit der Platte zusammentrifft, gegeben durch: 


BS, C —= Lu = ! 20, 


cos & apres 
,2 
C 


Der gleichzeitig von der Platte zurückgelegte Weg ist: 


1 
BC = 2a,tga = Da, + —— 


A 
C 


Von dem Punkte C an fallen die Wege des von der Plàtte P 
reflektierten und des von ihr durchgelassenen Strahles zusammen; 
aber sie haben von dem Trennungspunkte B bis zu dem Wieder- 
vereinigungspunkte C verschieden grofe Wege zurückgelegt und 
kônnen daher auf dem Wege CF' interferieren. Die Wegdifferenz 
der Strablen ist gegeben durch: 


d'= BS'C'+C'C—BS,C 


y = [en (+5): 
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Die Phasenverschiebung ergibt sich durch Division mit der Wellen- 
länge des Lichtes; sie wird: 


Pa. 1| 2a, = me |? 
p À Free ca 1 + 


oder näherungsweise : 


d'' _f,a—a,  2a,—a, v Ébiya 
FE ê je di mt | 

Durch die letztere Gleichung wird die Phasenverschiebung in 
zwei Teile zerlegt; der eine hängt ab von der Verschiedenbeit der 
Entfernungen a, und a,; der zweite hängt ab von der Translations- 
geschwindigkeit der Erde. Es fragt sich nun, wie wir diese zweïte 
Verschiebung zu einem Gegenstand der Beobachtung machen kônnen. 
Zu diesem Zwecke machen wir die Fiktion, daB es môglich sei, 
die Bewegung der Erde relativ zum Aether aufzuheben; dann er- 
teilen wir dem Spiegel S, eine kleine Neigung, so daB sein Spiegel- 
bild in der Platte P nicht mehr mit S, parallel ist, sondern damit 
einen, wenn auch sehr kleinen Winkel einschlieft. Die Kombination 
der beiden Spiegel wirkt dann wie ein scharfkantiger Keil, und 
im Gesichtsfeld erscheint ein System paralleler Interferenzstreifen, 
deren Abstand à der Zunahme der Wegdifferenz um eine Wellen- 
länge entspricht. Würde man nun die Ruhe der Erde wieder 
aufheben, so würden zu den durch die Aufstellung der Spiegel be- 
dingten Wegdifferenzen noch die von der Bewegung abhängenden 
hinzukommen; wir würden also eine weitere Verschiebung der in- 
terferierenden Strahlen um 


ro 4, V'edlG, 0: v 
Ÿ av DEN Te (: 5 
Wellenlängen erhalten. Dem entspricht eine Verschiebung der 


Interferenzstreifen um 


wenn ? den Abstand der ruhenden Interferenzstreifen bedeutet. 
In dieser Form ist die Beobachtung natürlich nicht zu reali- 
sieren. Aber wir kônnen den ganzen Apparat um 90 Grade drehen, 
so daf die Richtang NS, mit der Richtung der Erdbewegung zu- 
sammenfällt, während die Richtung FC dazu senkrecht steht. Man 
kann dann die Wegdifferenz der interferierenden Strahlen ebenso 
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berechnen wie zuvor, und findet: 


TU 24,  2a, (+2). 
AMIS OR LES 
a. + 


Dieser Wegdifferenz entspricht ebenso wie vorher eine Verschie- 
bung der bewegten Interferenzstreifen gegen die ruhenden; aus- 
gedrückt durch den Abstand der ruhenden Streifen hat sie den 


Wert: 
“Ph a,— a, LE v° v\]. 
ee) 


Diese Verschiebung ist natürlich der Beobachtung ebenso wenig 
zugänglich, wie die entsprechende bei der ersten Stellung des 
Apparates. Dagegen kônnen wir sehr wohl die relative Verschiebung 
der Streifen beobachten, welche gegeben ist durch: 


3 
dr li 


Michelson und Morley gelang es, durch wiederholte Re- 
flexionen die Summe der Abstände a, und a, auf einen Betrag von 
22 m zu bringen; setzen wir für À die Wellenlänge des Na-Lichtes, 
für v/c den Wert 1/10000, so wird: 


d'— 6” — 0,36.:. 


Eine solche Verschiebung konnte der Beobachtung nicht ent- 
gehen, da bei den Versuchen der zwanzigste Teil des Streifenab- 
standes à noch vollkommen sicher gemessen werden konnte. In 
Wirklichkeit war von einer solchen Verschiebung keine Spur zu 
sehen. Der hiermit gegebene Widerspruch zwischen Theorie und 
Erfahrung kann auf doppelte Weise beseitigt werden. Die erste 
besteht in der von Lorentz und Fitzgerald eingeführten An- 
nahme einer Kontraktion der Kôürper infolge der Bewegung. Zu 
einer anderen, allgemeineren Formulierung dieser Hypothese führt 
die folgende Betrachtung. 

Bei der ersten Stellung des Apparates ersetzen wir in dem 
Ausdrucke für d': 


2: FE ane 
a, durch a, = a (1), a, durch a, = a, Ve 


Ebenso ersetzen wir in der zweiten Stellung des Apparates in dem 
Ausdrucke d”: 
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a, durch a, =. 4, ee UR durch &, — a(t-"). 
Dann ergibt sich: 
dd 2(a, a)(1+2). 


Die Wegdifferenz ist in der ersten Lage des Apparates dieselbe 
wie in der zweiten, eine Verschiebung der Interferenzstreifen bei 
dem Umlegen des Apparates ist also nicht môglich. Die Bedeutung 
der eingeführten Substitutionen ist folgende. Durch die Bewegung 
werden die in der Richtung der Feveetne, liegenden Dimensionen 


des Kürpers verkürzt im Verhältnis 1:1— —. die zu der Rue 


der Bewegung senkrechten Dimensionen im Verhältnis 1: Lee 


Durch diese Verkürzungen werden die durch die Bewegung te 
dingten Verlängerungen der Lichtwege kompensiert. 

Der andere Weg, die Differenz zwischen Theorie und Er- 
fahrung zu beseitigen, wird gegeben durch die Annahme der Re- 
lativitätstheorie, daf die Erscheinungen des Lichtes im bewegten 
System durch dieselben Gleichungen beschrieben werden, wie in 
dem relativ ruhenden. Dann fällt natürlich von vornherein jede 
Veranlassung zu einer Veschiebung der Interferenzstreifen fort. 
Die Relativitätstheorie führt zu der Folgerung, daf die Kôrper 
sich in der Richtung ihrer Bewegung zusammenziehen im Verhältnis 


1:V1— _. Die Folgerung steht in Uebereinstimmung mit der An- 


nahme von Lorentz und Fitzgerald; sie widerspricht aber dem 
Ergebnisse der vorstehenden Betrachtungen. Es erhebt sich daher 
die Frage, ob die Relativitätstheorie einer Erweiterung fähig ist, 
bei der sich eine Kontraktion der Kürper nicht blos im Sinne der 
Bewegung, sondern auch in der Richtung senkrecht dazu ergibt. 

Geht man von der spezielleren Annahme von Lorentz und 
Fitzgerald aus, s0 Lee in der ersten Lage des Apparates a, zu 


ersetzen durch a, V1 5 während a, seinen Wert behält. In der 
zweiten Lage behält umgekehrt a, seinen Wert und a, ist zu er- 


2 
setzen durch a, 1-7. Für die Wegdifferenzen ergibt sich 
wieder der gemeinsame Wert : 


1+— 
d' = d' — 2(a,— 4) —. 
1 


c* 
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Mit dem Resultate der Beobachtung steht also jene speziellere 
Annahme ebenso in Uebereinstimmung, wie die im vorhergehenden 
entwickelte allgemeinere. 

Uebrigens wird man leicht übersehen, daf noch eine unend- 
liche Zahl von Annahmen môglich ist, welche alle zu übereinstim- 
menden Werten der Differenzen d' und d” führen, welche also alle 
mit dem Ergebnisse der Beobachtung in Uebereinstimmung stehen. 
In der Tat werden die Differenzen d' und d” gleich, wenn man 
die Substitutionen macht: 


= ar()ViE, à = a7() 
auf) sfr 


wo f (©) eine beliebige Funktion dieses Arguments bezeichnet. 


& 
] 
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Die Aerologischen Ergebnisse im Jahre 1910 
am Samoa-Observatorium der Kgl. Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Gôttingen. 


Von 
Dr. Kurt Wegener. 


Vorgelegt von Herrn H. Wagner in der Sitzung vom 17. Juni 1911. 


: Den 26 Aufstiegen des Jahres 1909 wurden im Jahre 1910 
weitere 15 Drachenaufstiege am Observatorium, sowie 8 zur Er- 
füllung einer besonderen Aufgabe in Aleipata, an der Ostküste 
(Luv-Seite) Samoa’s, und endlich 10 Pilotballon-Verfolgungen hin- 
zugefügt. 

Über die Aufstiege in Aleipata ist bereits berichtet worden 
(diese Zeitschrift 1911), sie dienten einer Untersuchung darüber, 
ob, und in welchem Mafe eine periodische Temperaturschwankung 
der Luft, bzw. der ihr beigemengten Verunreinigungen, infolge 
Strahlungs-Absorption und Emission, in den niedrigen und mittleren 
Hôhen der Atmosphäre eintritt. 

Wir kônnen diese Aufstiege wohl in den folgenden Zusammen- 
stellungen auBer acht lassen. In letzteren handelt es sich, sobald 
nichts besonderes bemerkt ist, um Drachenversuche. Bei Pilot- 
ballon-Verfolgungen ist dies jedesmal hinzugefügt. 

Im Verlaufe des Jahres hatten wir nur wenige kleine Patu- 
relsche Ballons zur Verfügung, mit denen gro8e Hôhen im All- 
gemeinen nicht erreichbar sind. Erst Anfang 1911, als der Ver- 
fasser dieses Berichts sich zur Abreise rüstete, kamen die ersehnten, 
wenn auch teuren, bei der Continental-Kautschuk-Com- 
pagnie zu Hannover bestellten groBen Ballons, deren Benutzung 
nun dem Nachfolger vorbehalten bleiben mus. 

Die Aufstiegsgeschwindigkeit der Pilotballons wurde am Turm 
des Observatoriums durch die Zeitdifferenz kontrolliert, die der 
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Ballon vom FuB des Turmes bis zur Hühe des Beobachters auf 
dem Turm brauchte. 

Der primitive Theodolith, der zur Verfolgung des Ballons 
diente, hat uns, d. h. dem im April 1910 in Samoa eingetroffenen 
Herrn Dr. Hammer und mir, viel Mühe gemacht. Der eine beim 
Aufstieg Beteiligte drehte fortgesetzt das Fadenkreuz des Theo- 
dolithen auf den Ballon, der andere las in bestimmten Zeitinter- 
vallen — je nach der Geschwindigkeit der Ânderung alle 1 oder 
2 Minuten, — Hôhenwinkel z und Azimut À des Ballons ab. Aus 
der bekannten Aufstiegsgeschwindigkeit, und der Zeit des Ablassens 
vom Boden findet man die Hôhe k, in der sich der Bailon zu einer 
bestimmten Zeit befindet; aus dieser ergibt 


= hctgz 


die horizontale Lt ah ni À e des Ballons in dem AN Augen- 
blick vom Ausgangspunkte in dem beobachteten Azimut. Durch 
Verbinden der Endpunkte von e erhält man die Versetzung der 
Luft in dem gegebenen Zeit- und Hôhenintervall. 

So lange sich z oder À linear mit der Zeit t ändern, ist dies 
der Ausdruck dafür, daB die Bewegung der Luft nach Richtung 
und GrüBe in den durchmessenen Hôhen konstant bleibt. 

Man kann also die Verarbeitung sebr vereinfachen, wenn man 
nicht für alle beobachteten Punkte die zugehürige Hôhe, Azimut 
und Entfernung des Ballons bestimmt, und hieraus die Geschwin- 
digkeit und Richtung der Luftbewegung für die verschiedenen 
Zeit- und Hôhen-Intervalle ableitet, sondern sich auf die Punkte 
beschränkt, an denen sich _ oder _ ändern !). 

Die im vorigen Jahresbericht erwähnten Versuche mit einem 
5 pferdigen Benzin-Motor verliefen erfolglos. Das Boot erwies sich 
auf die Dauer als zu schwach, um die Vitrationen des Motors zu 
ertragen, und zu klein, um Drachenwinde und Motor zugleich auf- 
zunehmen. 

Auch in diesem Jahre sind die Wolkenbeobachtungen hinzu- 
gefügt worden, die von dem Verfasser gesammelt wurden. 

Die früher (1909) von dem Mechaniker des Observatoriums 
täglich beobachteten Daten über Zugrichtung und Nomenklatur 


Tes —— und Le müssen hierzu ausgeglichen werden, einerseits wegen der 


rer andrerseits wegen der kleinen absoluten Schwankungen der 
Luft infolge Wogenbewegungen, die sich über die Aufstiegsgeschwindigkeit über- 


lagern. 
207 
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stellten sich wegen grundsätzlicher Beobachtungsfehler, deren Ab- 
gew6hnung auf Schwierigkeiten stieB, als unzuverlässig heraus. 

Die Wolkenbeobachtung durch einen nicht-wissenschaftlichen 
Beobachter wurde daher überhaupt aufgegeben, und das gesammelte 
Material nicht verwendet, da es für besser gehalten werden muf, 
sich zu beschränken, als ein unzuverlässiges Material zu gebrauchen. 

Das Publikationsschema ist das übliche; nur bei der Angabe 
des Bewôlkungsgrades wurde von ihm abgewichen, indem für jede 
einzelne Wolkenetage angegeben wurde,.wie viel Zehntel des um- 
gebenden Himmelsgewëlbes sie ausfüllte, wobei man sich die Wolken 
der übrigen Etagen fortdachte. 

Um einen Überblick über die mittleren Temperaturen zu geben, 
soweit das bisher gesammelte Material dies zuläft, habe ich die 
Aufstiege 1909 und 1910 zusammengefaft in der folgenden Tabelle. 
Die einzelnen Aufstiege wurden demjenigen Monat zugeteilt, dessen 
erster Tag ihnen am nächsten lag. In Klammern ist die Zahl der 
Beobachtungen hinzugefügt. Nur die Monate mit mindestens 3 Be- 
obachtungen sind verwendet worden. Bis b00m ist die tägliche 
Periode der Temperatur anscheinend noch nicht ausgeglichen. 


Mittlere Temperaturen. 


Hôhe 
di | 500 m | 1000 m | 1500 m | 2000 m | 2500 m 


Januar 28.8 (8) | 23.7 (8) | 19.4 (6) | 16.9 (5) | 14.5 (4) | 11.9 (3) 
Juli 29.3 (4) | 24.8 (4) | 19.8 (4) | 16.5 (4) | 14.9 (3) 
September | 27.5 (4) | 22.4 (4) | 18.9 (4) | 15.8 (4) 

Oktober 29.6 (4) | 24.6 (4) | 20.0 (4) | 17.0 (4) | 15.7 (2) 


November | 29.8 (5) | 254 (5) | 21.1 (5) | 18.6 (4) | 


Mittleres Tempersturgefälle { 4 }: 


100 m 

mm 

| 0—500 | 500—1000 | 1000—1500 | 1500—2000 
Januer 1.02 0.86 050 | o47 
Juli 1.00 0.90 0.66 0.32 
September 1.12 0.70 0.62 
Oktober 1.00 0.92 0.60 0.26 
November 0.89 0.86 0.56 
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Das Gefälle bis 1000 m ist recht hoch, zumal wenn man erwägt, 
daf die Wolkenbasis in der Regel unterhalb 1000 m liegt. Be- 
merkenswert ist auch in Samoa die Geringfügigkeit der Tempe- 
raturschwankungen der Luftsäule, die aus dieser Tabelle nicht 
hervorgeht, aber durch Vergleich zweier benachbarter Aufstiege 
1909 ‘oder 1910 erkannt wird. Sie bildet die Erklärang dafür, 
daB der Luftdruck an der Erdoberfläche, der ja von dem Gewicht, 
also der Dichte, und mithin in erster Näherung von der Temperatur 
der Luftsäule abhängt, in Samoa, wie überall in den Tropen, so 
geringe Schwankungen aufweist. Nur dieser Umstand konnte es 
erlaubt erscheinen lassen, aus so kleinen Zahlenreihen Mittelwerte 
zu bilden. 


Die Aufstiege. 
4. Januar. 
Drachenaufstieg auf 300 m, adiab. Temp.-Abnahme. Unten E 
6 m/s. (vorübergehend, meist 3—4 am Tage), oben SE 4—b6. Be- 
wôlkung: Cu, Cu-Ni zwischen 400 (wechselnd) und ca. 5000; 
falsche (?) Ci mit 1—2 m/s aus S. Der Passat dürfte nur in die 
Gewitterwolken über West Upolu hineingeweht haben. 


5. Januar. 
Unten still. A-Cu, Cu langsam aus S. 


6. Januar. 
Morgens still. Mittags Ni aus S (vom Gebirge), frische Wind- 
stôBe. 
7. Januar. 
Unten NE 5—6 m/s bis Still Cu (Passatwolken) bringen 
Sprühregen. Mittl. Wolken fehlen. Ci-Str aus WNW mäfig schnell. 


10. Januar. 9—12a. 


Hôhe Temp. rel. Feucht. AN A 
0 29 4 85 E 9 stüBig 
500 24,4 95 E 7 
1000 20,0 100 E ? 
16500 16,7 80 E 6 
1780 15,4 68 E À 


Bewôülkung: 4:—8? Cu-Ni, unentschieden hin- und herziehend, 
zwischen 800 und 5000m. Oben nach E zurückgeweht. A-Cu 
(Kôpfe der Cu-Ni) ziehen aus W; Ci-Str aus ESE langsam. 
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Der Aufstieg erfolgte unter dem Rande einer Bôe. Daher 
wohl die Trockenheit der zweiten (Antipassat) Schicht. Passatwetter. 


16. Februar. 


Hôhe Temp. rel. Feucht. Richt. Re Geschw. 
0 29,0 90 °/o NE 6—8 

500 23,7 95 NNE 7 

960 18,6 100 , N 6 


Zeitweise schwere Bôen aus N mit @? und NNE 15 m/s. Leb- 
bafter Luftaustausch; Cu (4°) flott aus NE-NNE, zwischen 800 
und 1500, A-Cu langsam aus N. 


18. Februar. 


Hôhe Temp. rel. Feucht. Richt. ui Geschw. 
0. 29.6 90 °/o E 6—8 büig 
500 249 95 ESE 8—9 
1000 18,7 100 E 8 
1125 17,2 100 E Cr, 


Bewülkung 2° Cu, über See vereinzelte Regenbôen 1°, die bis 
ca. 4000 m reichen. 3° Ci flott aus SE. 
Beide Tage zeigen ein auBergewôhnlich starkes Temp.-Gefälle 
und lebhaften vertikalen Luftaustausch. 
14. März. 
Morgens fast wolkenlos; im Laufe des Tages zunehmende 
Bewôülkung. 
Mittags b°* Cu bezw. Cu-Ni, langsam mit 1—4 m/s aus N, 
A-Ca 50 gut wie bewegungslos. 
16. März. 
Frischer Passat. Bew. 3—4%?, Cu-Ni (Gewitter) über Upolu. 


16. März. 
Cu aus ESE, Wind aus NE-SE, unstet; A-Cu (3000) sehr 
langsam aus E. Neigung zu flachen Bôen mit wenig Regen. 


11. April. 10—11a. 


Hôhe Temp. rel. Feucht. Richt. ne Geschw 
0 29.4 92 E 6—8 unstet 
580 22,0 95 . E 7 


Bewôlkung: 5°! Cu, zwischen ca. 1000 und (geschätzt) 1500. 
Kôpfe nach Stiden ausgeweht. 
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12. April 10—12a. 


Hôhe man Geschw. 
0 EzN 7—8 
b00 ENE b—6 
1000 E 9 
1500 E 8 


Registrierung versagt. Lebhafter vertikaler Luftaustausch. 
Cu 4°" zwischen ca. 1000 und 2000 m. Kôpfe ausgebreitet. Hohe 
Wolken nicht vorhanden. 


13. April. 10—12a. 


Bewôlkung: 4° Cu, über dem Gebirge etwas dichter, zwischen 
600 und ca. 900. Darüber Stille. Bei 900 m kleiner Temperatur- 
sprang und Feuchtigkeitsfall. 


Hôhe Temp. rel. Feucht. es ir Geschw. 
0 29,2 89 EzS 8 
500 24,0 90 EzS 8 
1000 21,0 80 still 
1125 20,0 70 still 


25. April. Pilotballon 4—5 p. 


Bewôülkung: 57? Ni, Cu-Ni,Cu aus NNE. Basis bei ca. 800, 
Kôpfe bis schätzangsweise 3000; zeitweise Regen. Ci-Str (7°) 
langsam aus W. 


Hôhe Richt. né Geschw. 
0 NNE 2 
500 NzE 4 
1000 N 3 
1500 NzW 8 
2000 NzW 8 


Ballon verschwindet nach 21 Minuten in herannahenden Regen- 
wolken. 
26. April. 
Bewôlkang: 4°" Cu, Cu-Ni, aus N; 6—7° Ci-Str aus SSW.- 


27. April. 
Bewëlkung: 4* Cu, Cu-Ni, Fr-Cu zwischen 900 und 8000 aus 
N mit 3 m/s, 7° A-Str aus N mit 8 m/s. 
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29. April. 

Hôhe Temp. rel. Feucht. Richt. ares 
0 27,0 95 E 8 
800 22,0 100 E 8 
1000 19,0 100 E 8 
1500 17,0 100 NE 7 
2000 15,0 | N 8 
00 117 Abnahme N 8 
2850 9,2 N 7 


Bewülkung: 4—6°* Cu, Fr-Cu (Basis 500, Kôpfe bis ca 700), 
Cu-Ni (Basis 500, Kôpfe 1500, vereinzelt bis ca. 3000), 3° Ci, 
Richtung nicht bestimmbar, Unmittelbar nach Beendigung des 
Aufstiegs zieht eine schwarze walzenférmige Büe vorüber, die 
reichlich Regen und steifen NE bringt. Die Temperatur am Erd- 
boden sinkt hierbei um 5° (auf 22,0) vermutlich infolge der kalten 
‘Regentropfen. — Zwischen 1600 und 1700 Isothermie, darüber N-Wind. 
Oberhalb 3000—4000 m wird Westwind vermutet. 

17. Mai. Pilotballon 8a. 

5 a. m. Über der Insel ist es wolkenlos. In etwa 3 km 
Entfernung von der Küste liegt rings um die Insel ein dicker 
Wolkenwulst, etwa dort, wo auf See der Landwind aufhôrt. Unten 
Süd 2—3 m/s (Landwind). Um 6a.m. ziehen die Wolkenmassen 
langsam aus ENE, aber unentschieden, und lôsen sich auf. Die 
Kôpfe werden nach ESE übergekippt und fortgetragen. A-Cu 


ziehen flott aus Norden. 
Wind- 


Hôhe Richt. Geschw. 
O0— 400 m E 2 m/s 
400—1000 m NE 3 m/s 
1000—1500 m ENE 7 m/s 
1500—1800 m NNE-N [14m/s?] Ballon undicht? 


Bewôlkung: 3—4°"Cu, langsam aus NE; Kôpfe nach Süden 
ausgeweht. 5° A-Cu mit ca. 8 m/s aus N. 


18. Mai. Pilotballon. 74—825a, 


soie nu AG. 

0— 100 m S 1 m/s 
100— 200 m C | Land uhd Seewind, um 8h ver- 
200— 300m NE 1 m/s schwunden. 
800— 6540 m LC | 


B40—1440m WSW 6 m/s 
1440—2340 m NW 8 m/s 
2840—8600 m SW 6 m/s 
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Fast Wolkenlos. Savaii ist in ca. 1000 m Hôhe von einem 
schmalen Wolkenkragen umgeben. Am Tage kommt unten einige 
Stunden lang schwacher West-Wind durch. Ci-Cu ziehen am Abend 
aus W. 


19. Mai. Pilotballon 7—88 a 


Hôhe .  Wind- 
Richt. Geschw. : : 
Landwind, auBergewôhnlich kräftig ; 
O— 60m  S  40ms he 
50— 100 m S 2,0 
100— 200 m C 
220—1870 m ENE 3,0 der den Landwind ergänzende Wind. 


1870—2750 m NW 0,5 praktisch Stille. 


2750—3850 m NNW [ang 0 man die Fehler der 


5 
Messung, so kann auf einen einheit- 
3860—5100m  NzW 7 lichen Strom geschlossen werden, zwi- 


B100—6300 m NzW 10 schen3000u.7000 m, der ausNzW flieBt, 


00 und dessen Stromungegeschwindigkeit 
68 7100m NzW 7 mit der Hôühe ein wenig zunimmt. 


20. Mai. Pilotballon 85—8#? a 


Der Land- oder Nachtwind aus S hôrt um 8! ganz auf. 

Um 9 setzt langsam der Passat ein. Die Diskussion des Ballon- 
aufstiegs macht es wabrscheinlich, da8 der Ballon undicht geworden 
ist während des Aufstiegs. Das vermutete Ergebnis ist in der 
kleinen folgenden Tabelle mitgeteilt; am N-Horizont zogen Cu 
(8°) aus E. Sonst wolkenlos. 


0— 200 C 
200—1000 E ca. 8—10 m/s. 


21. Mai. 


8a: unten E 3 m/s, 5” Cu zwischen 600 und 1500; Kôpfe 
nach Süden ausgeweht, fast stillstehend; 3° A-Cu oder Ci-Cu, 
geschätzt bei 5000, aus SW mit ca. 1 m/s. 


2. Juni. 


Nachts vereinzelte Regenbôen. Morgens bewülkt, 8”? Cu-Ni, 
Fr-Ni, mäfig schnell (4—6 m/s) aus SE; A-Str fast bewegungslos. 
Unten stôBiger Wind aus stark stidlichen Richtungen von 3—6 m/s, 
zu schwach für Drachen, zu stark für Ballons. Mittags 10'* Ni, 
@!,C; RKK; Abends aufklärend ; Nachts fast wolkenlos bei starkem 
Land- (Std) Wind. 
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3. Juni. 
Hôhe Temp. rel. Feucht.  Ricpt. rte 
) 28,5 85 E ne: 
500 23,5 90 E 8 
1050 18,5 — SE? 4 


Unten steifer Passat bis 500 Meter. Darüber SW auf geschätzt 
10 m/s mit der Hôühe zunehmend; 3° Ci-Faux schnell aus SW. 
Cu-Ni 3°*, und Cu stationär über dem Gebirge, Kôpfe nach NE 
ausgeweht. 


7. Juli 
Hôühe Temp. rel. Feucht. Richt. Wind- cRke 
0 28,8 E 10 
1000 18,8 $ E 9 
1500 14,4 E 8 
2000 12,8 b0 sent d 
2260 12,0 50 l südlich? schwach. 


Bewôlkung: 4”! Cu, Basis bei ca. 1200, Kôpfe meist bei 1500, 
flach gestreckt. Beim Aufstieg zwischen 1700 und 1800 Tempera- 
tursprung von 13.0 auf 14.0°, beim Abstieg Isothermie 18.0°. Der 
aufergewôhnlich starke Passat weht steif die ganze Nacht hindurch. 


8. Angust. Pilotballon 9% a. 


: Wind- 
Hôhe Richt. s* Geschw. 
0— 200 S 5 m/s 
200— 800 SSW 3 
800—1200 S 4 
11a—1 p. 
Hôhe Temp. rel. Feucht. He dt 
0 28,8 60—70 S 3—7 
550 28,0 70 S b—6 


Lebhañfter vertikaler Luftaustausch. Bis 200 m Hôhe merkliche 
Zunabme der Windgeschwindigkeit mit der Hôhe. (Der Wind 
kommt vom Lande her.) Die vorhergehende Nacht ist vermutlich 
infolge Féhnwirkung relativ trocken geblieben (80 %). 
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4, August. Pilotballon 8{a. 


Bewôlkung: 2° Cu zwischen 1200 und 1500; (falsche) Cirren 
aus SSW bei 4300. 


Hôhe LA ge 

. 0— 300 à à 

300— 600 SSE 4,4 m/s 

600—1500 WSW 2,0 (an d. Oberfläche schwimmen Cu) 
1500—2000 W 5,3 

2000—2500 SW 4,4 
2500—2900 C 
2900—4300 SSW 4,1 
4300-—5200 SE 2,2 Ballon hinter falschen Cirren 


verschwunden. 


db. August. Pilotballon 8° a. 
Ballon platzt in 1200 bis 1300 m Hôhe. Steifer Passat aus 
E, Max. 12m/s, bis 600m Hôhe stark zunehmend. Von ca. 
1000 m ab merkliche Abnahme. Mit wachsender Hôhe Rechts- 


drehung. 
2—4 p. 
Hôhe Temp. rel. Feucht.  p; 7 primer, 
0 30,0 80 
500 23.5 90 LE PR 
750 20,4 90 abnehmend. 


Sebr lebhafter vertikaler Luftaustausch. Passat-Cu bei 1200 
rasch aus E, Kôpfe nach E zurückgeweht; A-Str äuferst langsam 
aus ca. S. Ci mäfBig schnell aus W. 


2. September. 8—12a. 


Hühe Temp. rel. Feucht. JE Geschw. 

0 27,0 86 E ÉvrQ 
500 21,0 90 Us s 
1000 17,0 100 ‘0e 
1370 15,3 100 SL ; 


Bewôlkung: 7°; 4! Ni, Fr-Ni, dünn, bei ca. 600; 4° A-Str oder 
Str-Cu, aus NE, nicht erreicht. Über den Ni Windzunahme, 
Tags zuvor: Bew. 10! Ni, Basis 300, aus E. 
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18. Oktober. Pilotballon. 


Hôhe Windrichtung m/s 
Erde— 200 ENE 3—4 
200— 1200 E 2 
1200—1400 ENE 1 
1400—2800 NE 3 
2800—4100 NNE 4 Ballon verschwindet in A-Str. 


Bewôlkung: 7. 3°Cu, flach, bei 800—1000. 4! Cu-Ni in 
Türmen, 4! A-Str, verwaschen, 3° Ci-Str, oder falsche Cirren. 


2. November. 


Hôhe Temp: Richtung rs Geschw. 
0 28,0 E 67 
500 23,0 E 7 
1000 18,5 ENE 8 
1500 [15,0] NE 10 
2000 13,0 
2500 9,0 N 15 
3100 ? 


Bewôlkung wechselnd, 4—10 Cu-Ni, A-Str. In 3000 m Hôhe 
beim Einholen reift die Drachenkette ab, als der Aufstieg von 
einer schweren Regenbôe passiert wird. 2 Drachen mit 5000 m 
Draht fliegen fort. Der Apparatdrache wird am 20. Nov. gefunden, 
16 km vom Observatorium, 7 km von der Nordküste (le Auväa); 
Registrierung nur lückenhaft vorhanden. 


3. November. 


Hôhe Temp. rel. Feucht. Pa ro Geschw.. 

0 29,5 95 E 9—10 stübig 
500 25,5 95 ENE 9 
730 23,7 100 NE 8 


Bewôlkung wechselnd, stündlich heftige Regenbôen, aus NE 
kommend, mit sehr steifen E-Wind. 


1. Dezember. Pilotballon. 


Hôhe Richt. den Geschw. 

0— 400 NE 2—3 
400—1200 N 6 
12002000 NNW 5 
2000—3000 NW b 
3000—3480 E 2 
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Bewôlkung : 5° Cu, langsam aus N. 4° A-Str, verwaschen, 
bei 3000; Ci-Str darüber flott aus Westen. Abends Regengüsse 
ohne Wind. 

Am 2. Dezember setzen schwere Regenbôen mit * und N 
ca. 15 m/s ein. Am 8. und 4. Dezember regnet es ununterbrochen 
(Landregen, Bewülkung 10', Tageslicht sehr mangelhaft, schwache 
umlaufende Winde). 


22. Dezember. Pilotballon. 


.. Wi d- 
Hühe Richt. x Geschw. 
0— 300 ESE 6 m/s 
300—3400 S 2 m/s 


Bewôülkung 6? Cu-Ni (Gewitter) unstet umherziehend. Wolken 
wurden nicht passiert. In Maximalhôhe wird der Ballon undicht. 


Schlussbemerkungen. 


Blättert man die Wolkenbeobachtungen dieses und des ver- 
gängenen Jahres aufmerksam durch, so wird es offenkundig, da 
die Bewegung der hohen Wolken an den Grenzen der Troposphäre 
in Bezug auf RegelmäBigkeit nicht mit der Bewegung eines Passats 
oder Monsuns verglichen werden kann. 

Das deutet, worauf schon im vorjährigen Bericht aufmerksam 
gemacht wurde, darauf hin, dafi wir es bei der Schicht, an deren 
Oberfläche die Cirren schwimmen, wahrscheinlich nicht mit einem 
reinen Ausdruck der allgemeinen passatischen Zirkulation der 
Atmosphäre zu tun haben, sondern da lokale Einflüsse einen 
wichtigen Faktor bei der Bestimmung ibrer Zugrichtung bilden. 

Es ist bekannt, daB im Mittel der Beobachtungen auf der 
ganzen Erde der meteorologische Âquator auf der Nordhalbkugel 
liegt; die folgende kleine Tabelle zeigt die Verteilung des Luft- 
druckes nach Ferrel (aus Hann, Lehrbuch d. Meteorologie, S. 352) 


50222002 100 0° geograph. Breite 
mittl. Luftdruck Nordbreite 761,7 59,2 b7,9 58,0 
mittl. Luftdruck Südbreite 63,5 61,7 69,1 b8,0 


Der Grund für diese Asymmetrie des meteorologischen gegen- 
über dem geographischen Aquator liegt in der Verteilung von 
Wasser und Land in den Tropen und Subtropen. Es ist daher 
nur folgerichtig, wenn man annimmt, da8 der meteorologische 
Âquator zwischen den verschiedenen Längengraden je nach der 
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Verteilung von Wasser und Land auch seine Breite ändert, so daf 
wir eine komplizierte Kurve anstelle eines einfachen Kreises für 
den meteorologischen Âquator erhalten, und eine Kurve obendrein, 
die in jeder Jahreszeit ihre geographische Breite und Form ändert. 

Wie der Atlas des Segelhandbuches für den stillen Ozean 
zeigt, und wie dies bereits im vorjährigen Jahresbericht ausgeführt 
wurde, liegt der meteorologische Âquator in der Länge von Samoa 
im Südwinter ein wenig südlich des geographischen Âquators, im 
Siüdsommer aber gar auf 14° Südbreite. Die Abweichung gegen 
die mittlere Lage des meteorologischen Âquators auf der Erde 
überhaupt ist also recht grof. 

Die Ursache hierfür liegt in den Ländermassen, die westlich 
Samoas ohne Kompensation auf der Nordhalbkugel die Erhitzung 
der Erdoberfläche fôrdern helfen: Australien, Neu-Guinea, Salo- 
mons-Inseln, Neu-Kaledonien, Neue Hebriden, Fidji und Tonga; aber 
diese Ländermassen rufen auch ein ost-westliches Druckgefälle 
hervor, dessen Bedeutung für Samoa leicht unterschätzt werden 
kann. 

Es ist üblich, auf die Luftstrômungen, die durch die Erhitzung 
der Festlandsmassen in Neu-Guinea und Nord-Australien hervor- 
gerufen werden, die Bezeichnung Monsun anzuwenden. 

Dieser australische Monsun reicht nun erfahrungsgemäB im 
Südsommer bis in die Nähe von Samoa, mitunter wochenlang dieses 
in seinen Bereich ziehend mit regenbringenden N- und NW-Winden, 
und den schwachen E-NE-Passat der Regenzeit Samoas unter- 
brechend. 

Die Beobachtungen über Ci, die wir den Tabellen 1909 und 
1910 für die Regenzeit (Südsommer) entnehmen, ergeben ein über- 
wiegendes Ostwärtsstrômen, so daB die mittlere Bewegung etwa 
nach ENE weisen würde; auch in den oberen Schichten scheint 
also der Einfluf des Monsuns vorzuwalten, da man als Wirkung 
einer Passat-Zirkulation in Samoa, am meteorologischen Âquator, 
eine westwärts weisende Some der oberen Schichten sonst 
erwarten müfte. 


Zah]l der Beobachtungen über Ci im Südsommer 1909 und 1910 


aus N NW W SW $S SE E NE 
0 dass" 2 La 42 L 0 


Im Südwinter, in dem der meteorologische Âquator weit nôrd- 
lich Samoas liegt, wäre ein W-NW in grofen Hôhen über Samoa 
aus dem Grunde wahrscheinlich, weil dann ja die vom Âquator 
aufgestiegenen Luftmassen mit sat Komponente abflieBen und 
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eine Trägkeits-Kurve beschreibend, aus W-NW über Samoa an- 
kommen sollten. Es ist daher bemerkenswert, daf im Südwinter 
die hôchsten Schichten der Troposphäre ebenfalls aus WSW etwa 
ziehen, wie die nebenstehende Liste nachweist. 
Zahl der Beobachtungen über Ci im Südwinter 1909 und 1910 
aus N NW W SW S$S SE E NE 
0 2 b 1 BA oo 0 

Auch für den Südwinter ist es also wahrscheinlich, daB die 
Zugrichtung der Luftschichten bis zu den Grenzen der Troposphäre 
mebr durch ein ost-westliches Druckgefälle an der Meeresoberfläche, 
als durch den Luftaustausch zwischen Âquator und Rossbreiten 
bestimmt wird. Ein ost-westliches Druckgefälle an der Meeres- 
oberfläche muB ja ein west-ôstliches in groBen Hôhen zur Folge 
haben. 

Angenheister und Rohloff teilen in ,Meteorologische Be- 
obachtungen in der Südsee, gesammelt vom Samoa-Observatorium“ 
(diese Zeitschrift 1911), die meteorologischen Beobachtungen in 
Fanning auf 4° N-Breite, und 1591/:° w. L. von Greenwich 
mit. Diese geben eine doppelte jährliche Periode des Luft- 
drucks; ein Beweis, daB Fanning abwechselnd auf der 
Nord- und Südseite des meteorologischen Âquators 
gelegen ist. Aus den Windbeobachtungen ergibt sich nun, da 
die mittlere Windrichtung im Laufe der 4 Jahre fast genau ESE 
ist, und stets südliche Komponente hat (1 c. p. 2). Im ersten 
Augenblick kônnte das überraschen, insofern man nämlich für 
Fanning zu der Zeit, zu der der meteorologische Aquator, bezw. 
tiefste Luftdruck südlich von ibm liegt, NE Passat erwarten kônnte. 

Tragen wir aber die für Fanning mitgeteilten Luftdruck-Werte 
(Jahresmittel) in den erwähnten Atlas der Seewarte ein, — sie sind, 
wie Herr Rohloff mir auf meine Frage mitteilt, nicht auf Schwere 
korrigiert, also ohne weiteres mit den Angaben des Atlas ver- 
gleichbar — so sehen wir die einfache Erklärung für das Phä- 
nomen: Die Isobaren laufen nämlich bei Fanning nicht 
E-W, sondern NS, und bedingen daher eine dauernde 
SE-Komponente des Windes. 

In dem Bericht über das vergangene Jahr hatte ich bereits 
darauf hingewiesen, ,da8 wir in Samoa nicht in einem reinen Passat- 
gebiet liegen, das durch südnôrdliches Druckgefälle erzeugt wird, 
sondern daB, vielleicht superponiert über diese Erscheinung, sich 
ein ost-westliches Druckgefälle bemerkbar macht, erzeugt durch 
den Gegensatz des inselfreien Meeres im Osten zu dem Inselerfüllten 


im Westen.“ 
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Die Beobachtungen in Fanning liefern hierfür eine angenehme 
Bestätigung. Aber auch auf die Bewegung der oberen Schichten 
der Troposphäre sind unter diesen Umständen keine anderen Über- 
legangen anzuwenden, als sie in dem zitierten Bericht gebraucht 
wurden: es ist klar, da$ mit zunehmender Hôhe sich die Richtung 
des barometrischen Gradienten umkehren, und so das Ostwärts- 
strômen der oberen Schichten jedes Rätselhafte verlieren muf. 

Es wäre wichtig zu wissen, wie weit sich allgemein die 
Asymmetrie des meteorologischen Âquators an irgend einem Längen- 
grade auch in grôBeren Hôhen bemerkbar macht. 

Die Unregelmäfigkeit des Wolkenzugs in grôBeren Hôhen 
macht es nun wahrscheinlich, daB bis an die Grenzen der Tropo- 
sphäre nicht nur mittlere Zustände in Frage kommen, sondern 
daf die Abhängigkeit der oberen Luftschichten von den unteren 
in vielen Fällen eine unmittelbare sein kann. Nur so läft es 
sich erklären, wenn von einem Tage zum andern die Cirren ihre 
Bewegungsrichtung ändern, ja vôllig umkehren. 


Allgemeiner Beweis 
des Zerlegungssatzes für den Klassenkôrper. 


Von 
Ph. Furtwängler in Bonn. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 17. Juni 1911 durch Herrn Hilbert. 


Einleitung. In seinem grofen Satze über den Klassenkôrper 
hat Herr D. Hilbert') über die Zerlegung der Primideale des 
Grundkôrpers im Klassenkôrper die Behauptung aufgestellt, daB 
alle Primideale derselben Klasse im Klassenkürper in gleicher 
Weise zerlegt werden, und hat diese Behauptung in dem Falle, 
daS der Grundkôrper # mit seinen sämtlichen konjugierten imaginär 
ist und die Klassenzahl k — 2 besitzt, für alle zu 2 relativ primen 
Primideale bewiesen*)., Es ist der Zweck dieser Zeilen, den Zer- 
legangssatz für den Klassenkôrper in folgender Fassung allgemein 
zu beweisen: 

Satz I: Die Klassenzahl eines beliebigen alge- 
braischen Zahlkôrpers k sei gleich h Ist dann pein 
Primideal aus # und ÿ" die niedrigste Potenz von p, 
die in die Hauptklasse von # fällt, so zerfällt p im 


Klassenkôrper Xk von k genau in 2e verschiedene 


Primideale. 

Die Hauptklasse kann dabei im Sinne schärferer oder weiterer 
Aequivalenz verstanden werden; natürlich mu dann jedesmal auch 
der entsprechende Klassenkôürper betrachtet werden, der bei Zu- 
grundelegung des weiteren Aequivalenzbegriffes ein Unterkôrper 


1) D. Hilbert, Diese Nacbrichten 1898, Ueber die Theorie der relativ 
Abelschen Zahlkôrper, Satz 10, p. 378. 
2) Ebenda $ 13, p. 391—394. 
Kgi. Goes. d. Wiss. Nachrichten. Matb.-phye. Tlasse. 1911. Heft 8. 21 
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des vollständigen Klassenkôrpers ist. Der Satz gilt überhaupt 
nicht nur für den Klassenkôrper, sondern auch für jeden Unter- 
kôrper des Klassenkôrpers, der # enthält. Da der Satz in dieser 
allgemeineren Fassung hier bewiesen wird, formuliere ich ihn noch 
besonders : 

‘Satz II: Esseikein beliebiger algebraischer Zahl- 
kôrperund UKkein beliebiger unverzweigterrelativ 
Abel’scher Kôrper in Bezug auf #4 mit dem Relativ- 
grad#, (also ein Unterkôrper des Klassenkôrpers vonk&), 
der zur Untergruppe U der Klassengruppe von k ge- 
hôrt. Ist dann p ein beliebiges Primideal aus 4 und 
p" die niedrigste Potenz vonp, die in die Untergruppe 


Ufällt, so zerfälltp in UKkin È verschiedene Prim- 


ideale. 

Die Aequivalenz kann wieder in schärferem oder weiterem 
Sinne genommen werden; nur muB man natürlich denselben 
Aequivalenzbegriff bei der Charakterisierung der Untergruppe U, 
resp. des Kôrpers UK% und der Bestimmung des Exponenten » 
honsequent beibehalten. 

Aus der bisher entwickelten Theorie des Klassenkôrpers folgt 
bereits, daf es unendlich viele Primideale in 4 gibt, die gemäf 
unseren Sätzen zerlegt werden; sie lehrt sogar weiter noch, daf, 
um es kurz auszudrücken, die Menge der Primideale, die unseren 
Sätzen folgen, unendlich gro ist im Verhältnis zur Menge 
derjenigen Primideale, die dies eventuell nicht tun. Aber die 
bisherigen Entwicklungen lassen doch die Môglichkeit offen, daf 
unendlich viele Primideale in k den angeführten Sätzen nicht 
folgen. Es ist nachzuweïsen, daB solche Ausnahmen nicht existieren. 

Der Beweisgang sei zunächst kurz skizziert. Ebenso wie man 
den Klassenkôrper entsprechend den einzelnen Primzahlpotenzen, 
die in der Klassenzahl À aufgehen, sukzessive aufbauen kann, ge- 
nügt es auch hier, in der Klassengruppe des Grundkôrpers jeweils 
alle Klassen, deren Exponent zu einer bestimmten in » aufgehenden 
Primzahl relativ prim ist, als Einheitselement der Klassengruppe 
zu nehmen. Es wird daher zunächst der einfachste Fall <iner 
Untergruppe betrachtet, deren Index eine ungerade Primzahl L ist 
und für den dieser Untergruppe entsprechenden Unterkürper des 
Klassenkôrpers die Zerlegung aller zu / primen Primideale von # 
bestimmt ($ 1). Die Untersuchung wird im 8 2 auf den Fall aus- 
gedehnt, daB der Index der betrachteten Untergruppe eine Potenz 
von list. Herr Hilbert hat sich'in dem anfangs genannten 
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speziellen Fall À = 2 auf die Tatsache gestützt, daf die Klassen 
zahl des Klassenkôrpers zu 2 prim ist, was im allgemeinen Falle, 
wenn die Klassenzahl des Grundkôrpers durch eine Potenz von 2 
teilbar ist, nicht immer zutrifft. Da dasselbe für ungerade Prim- 
zahlen ! gilt, würde eine direkte Uebertragung des Hilbert’schen 
Beweïsganges auf den Fall einer ungeraden Primzahl / im allge- 
meinen nur dann môglich sein, wenn die Klassenzahl des Grund- 
kôrpers durch keine hôhere Potenz von / als die erste teilbar ist. 
Der hier eingeschlagene Beweïisgang stützt sich wesentlich auf die 
bereits erwähnte Tatsache, daf es unendlich viele Primideale gibt, 
deren Zerlegung unseren Sätzen gehorcht; es wird dann gezeigt, 
daB alle Primideale der jeweils betrachteten Untergruppe in 
gleicher Weise zerlegt werden. 

Eine besondere Stellung nehmen, ebenso wie bei den Rezi- 
prozitätsgesetzen, die in / aufgehenden Primideale ein, die umfang- 
reichere Betrachtungen nôtig machen ($3—5). Bei den bisherigen 
Entwicklungen war es zunächst erforderlich anzunehmen, daf der 
Kôrper # eine primitive lt Einheïtswurzel enthalte; diese Annahme 
lä8t sich unschwer beseitigen ($ 6). Eine besondere Betrachtung 
erfordert noch eine in der Klassenzahl von # aufgehende Potenz 
von 2, wenn unter den konjugierten Kôrpern des Kôrpers # reelle 
vorhanden sind, wie dies ebenfalls schon bei den früheren Unter- 
sachungen hervorgetreten ist ($ 7 und 8). 


SL 

Wir nehmen zunächst an, daf der Grundkôrper #, dessen 
Klassenzahl durch die ungerade Primzahl ! teilbar sei, eine primi- 
tive 1 Einheitswurzel £ enthalte und beweisen unter dieser An- 
nahme den folgenden Satz, der offenbar ein Spezialfall von 
Satz II ist: 

Satz IIL Es sei 4 ein algebraischer Zahlkôrper, 
dessen Klassenzahl durch die ungerade Primzahl L 
teilbar ist uwd der eine primitive {* Einheitswurzel & 
enthält. Stellt man dann das Klassensystem vonkin 
der Gestalt: 

| ŒU(x = 0,1,...1—1) 

dar, wo U eine Untergruppe der Klassengruppe vom 
Index / bedeutet und ist”X der zu U gehôrige Unter- 
kôrper des Klassenkôrpers von k, so zerfallen in K 
alle zu ! primen Primideale aus U in ! verschiedene 
Primideale, während alle üibrigen zu ? primen Prim- 
ideale aus # auch in X Primideale bleiben. 

21? 
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Zum Beweise dieses Satzes sind Entwicklungen zu benutzen, 
die ich in einer früheren Arbeit über die Reziprozitätsgesetze *) 
durchgeführt habe. Es sei aber ausdrücklich bemerkt, daf es sich 
dabei nur um solche Entwicklangen handelt, die zu den Reziprozi- 
tätsgesetzen in ,beschränkter Fassung“ führen, d.h. es braucht 
dabeï nicht zwischen den verschiedenen Kategorieen von Nicht- 
resten, die resp. den Einheitswurzeln £, £*,...6"* entsprechen, 
unterschieden zu werden, sondern nur zwischen Resten und Nicht- 
resten. Um bestimmt anzugeben, was hier zu benutzen ist, for- 
muliere ich die beiden Sätze besonders, die im Folgenden gebraucht 
werden: 


Satz IV?) Ist p ein primäres Primideal -in k, so 
läBt sich ein Ideal p’ in #4 so bestimmen, da die Zahl 


az = pp" 


eine primäre Zahl wird. Sie soll eine zu p gehôürige 
Primärzahl heiBen. 


Satz V°') Ist uw eine primäre Zahl aus 4 von der 
Gestalt 


PR à ER e, zu | prim) 


wo D,,...b, primäre Primideale aus # ‘bedeuten, s0 
existieren für die Geschlechter in X(Vu,k)t Haupt- 
charaktere %,,...%, und e Nebencharaktere #,,...4,, 
zwischen denen eine bestimmte Relation besteht: 


(1) AUEES ie AS Ni 
In dieser Relation sind sämtliche Exponentenn,zu 
l prim. 

Auf Grund dieser beiden Sätze gelingt es nun, den zu Anfang 
dieses Paragraphen ausgesprochenen Satz III zu beweisen. Es 
seit ein beliebiges Primideal aus der Untergruppe U, das ebenso 
wie alle übrigen in diesem $ erwähnten Primideale zu { prim ist. 
Unter den gemachten Voraussetzungen wird der Kôrper X, der 
zu U gehôürt, durch Adjunktion von Vo zu k erzeugt, wo « eine 


1) Pb. Furtwängler, Die Reziprozitétsgesetze für Potenzreste mit Prim- 
res in algebraischen Zahlkôrpern (Erster Teil). Math. Ann. 67 (1909), 
p. i—31. 

2) Ebenda, $ 6 Satz 7, 8 15. 

8) Ebenda, $ 7 und 8 8. 
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singuläre Primärzahl bedeutet. Aus der Theorie des Klassen- 
kôrpers !) folgt nun, daB jedes Primideal q, für das Ee = 1 ist, 


in U liegt. Es ist daher jetzt nur noch umgekehrt nachzuweisen, 
daf auch für jedes Primideal r aus U die Gleichung 


(=: 


besteht. Ist r ein beliebiges Primideal aus U, 80 läBt sich in jedem 
Falle ein Ideal t’ von der Gestalt 

V1" 
bestimmen, so daf 
(2) e—=ti 10 
in der Hauptklasse liegt. Dabei bedeutet r, ein geeignetes zu t 
primes Primideal, für das 

(r1] 
@) (ei 
ist, oder das Ideal 1, während q irgend ein geeignetes Ideal ist. 
Liegt r im Klassenhauptverbande, d. h. in einer Klasse, die [te Po- 
tenz einer Klasse ist, so ist evident, da man mit r, — 1 eine 
Beziehung von der Art (2) herstellen kann. Es soll in diesem 
Falle auch stets r, — 1 genommen werden. Liegt t nicht im 
Klassenhauptverbande, so stelle man die Untergruppe U in der 
Gestalt dar: 


(4) UC Het = ONl:..1-41) 

wo H den Klassenhauptverband bedeutet. Liegt dann r etwa in 
©,, was wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen 
kônnen, so wähle man aus dem Klassensystem: 


(5) HO (& =1,...1-—1) 
ein beliebiges Primideal r,, das die Bedingung (3) befriedigt. Der- 
artige Primideale existieren, wie ohne weiïteres aus dem Existenz- 
beweis für den Klassenkôürper folgt, in unendlicher Anzahl. Mit 
Hülfe eines solchen Primideals ist es offenbar môglich, eine Be- 
ziebung von der Art (2) herzustellen. 

Es sei nun p ein beliebiges primäres Primideal aus # und x 
eine zugehôrige Primärzahl. Für diese gelten dann die beiden 
folgenden Behauptungen : 


1) Pb. Furtwängler, Math. Ann. 68 (1906), p. 1, Algemeiner Existens- 
beweis für den Klassenkôrper eines beliebigen algebraischen Zahlkürpers; $ 6 Sats 6. 
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a) Ist (&) TE (Æ) en Et (2) _ 


bis | es PT EU 
b) Ist (Æ) +21, (Æ)=2, so ist (2) + 1. 
Um die erste Behauptung zu beweisen, betrachte man den Kôrper 


(V7, k). In diesem ‘wird o die Relativnorm eines Ideals R. Be- 
stimmt man das Geschlecht von 9%, so folgt, weil alle Neben- 
charaktere den Wert 1 haben, aus der Charakterenrelation (1), 


daB auch 
(2) —] 
p 


ist. Zum Beweise der zweiten Behauptung wähle man ein pri- 
märes Primideal p’ so, daf Hé + List. Das ist stets müglich, 


weil @ nicht /* Potenz eines Ideals ist. Eine zu }p’ gehôrige 
Primärzahl x’ bestimme man so, daf 


CEE 


Das ist ebenfalls stets müglich, weil man x’ mit einer beliebigen 
singulären Primärzahl multiplizieren kann, ohne da es aufhôrt, 
eine zu p’ gehôrige Primärzahl zu sein. Es folgt dann: 


x’ 
(= + 1, 
weil man andernfalls mit a) in Widerspruch geraten würde. Denn 


aus (E) = 1, (5) — 1 würde nach a) folgen: (#) = |, was 


der Wahl von p’ widerspricht. Man kann daher stets einen zu ! 
primen Exponenten f bestimmen, sodaf 


o  (é)-r (jun 


Im Kôrper (Ÿz a/, k) wird dann ç die Relativnorm eines Ideals R. 
Bestimmt man wieder das Geschlecht dieses Ideals, so folgt, weil 
alle Nebencharaktere den Wert 1 haben, aus der Charakteren- 
relation (1): 


(7) (+) Qi 1  (r, und n, zu ! prim). 
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Es ist demnach, wie behauptet, à + 1. 


Man kann jetzt ohne Schwierigkeit nachweisen, daB stets 


(2) = 1 sein muf, wo t ein beliebiges zu / primes Primideal 


aus U bedeutet. Man wähle zu dem Zweck ein primäres Prim- 
ideal p so, daf (2) — 1 und bestimme eine zugehôrige Primär- 


zahl x so, daf (Æ — 1, was stets müglich ist. Wäre nun 
(Fe + 1, so kôünnte man offenbar stets einen Exponenten g an- 


geben, sodaf 
(8) (Æ) + 1, (°) oi. 


t (à 


Es würde dann nach b) folgen 4 + 1, was der Wahl von p 
widerspricht. Der Widerspruch fällt nur fort, wenn wir annehmen, 
daf (®) = list. Damit ist aber der am Anfang des Paragraphen 
aufgestellte Satz vollständig bewiesen. 


$ 2. 
Wir wollen nun den im vorigen Paragraphen bewiesenen Satz 
auf beliebige Untergruppen U, deren Index eine Potenz von L ist, 
ausdehnen; wir wollen also folgendes Theorem beweisen: 


Satz VI. Es sei 4 ein algebraischer Zahlkôrper, 
dessen Klassenzahl durch die ungerade Primzahl]} 
teilbar ist und dereineprimitivel* Einheitswurzel 
£ enthält; es sei ferner U, eine Untergruppe der 
Klassengruppe von # vom Index l und X, der zu U, 
gehôrige Unterkôrper des Klassenkôrpers von k. 
Ist danntrein zu! primes Primidealaus # und t}die 
niedrigste Potenz vont, die in eine Klasse von U, 
fällt, so zerfällt r in X,in l” verschiedene Prim- 
ideale. 


Alle in diesem $ betrachteten Ideale werden zu { prim ange- 
nommen. Unser Satz ist bewiesen für à — 1; wir nehmen an, 
daB er auch für !',..."! gültig sei und wollen zeigen, da er 
dann auch gilt, wenn der Index der betrachteten Untergruppe U, 
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gleich list. Es sei zunächst v ein Primideal aus UV, selbst; dann 
ist nachzuweisen, da t in X, in l' verschiedene Primfaktoren zer- 
fällt. Zum Beweise füge ich zu U, eine Klasse ç hinzu, deren 
lt Potenz erst in U, liegt, und erhalte so die Untergruppe 


(9) (APR NS 6 à Mini CU Ph 


zu der der Unterkôrper K,, des Klassenkôrpers von À gehüren 
môge. X,, ist dann auch Unterkôrper von X;. Es fallen nun 
die Relativnormen aller Klassen aus X, in # in die Untergruppe 
U, und in K,, in eine Untergruppe der Klassengruppe vom Index 
1, die mit U-" bezeichnet sei. Die Klassengruppe von XK,;, läft 
sich dann in der Gestalt: 


(10) CU. (Gem 0, 1, ...1—1) 


darstellen, und die Klasse C;, so wählen, daB ihre Relativnorm 
in k in c fällt. Das Primideal r liegt nun, da es in U, liegt, auch 
in U,, und zerfällt demnach in X., in l”' verschiedene Primideale, 
von denen ein beliebiges À,, sei. Dieses liegt in X;., in der Unter- 
gruppe U”, und da zu dieser Untergruppe der unverzweigte 
relativ Abel’sthe Kôrper K; gehôürt, so zerfällt R,, in X, nach 
Satz III in ! verschiedene Primideale. Damit ist gezeigt, daB das 
Primideal r, wenn es in U, liegt, in X, in !‘ verschiedene Prim- 
ideale zerfällt. 


Es sei nun r ein Primideal, das nicht in U, liegt und r” sei 
die niedrigste Potenz von tr, die in U, liegt. Es sei ferner c die 
Klasse, in der tv liegt. Wir bilden dann die Untergruppe 


(11) Ds =D, as 0 1 1) 


zu der der unverzweigte relativ Abel’sche Kôrper X;, gehôren 
môge. Es ist dann X;, ein Unterkôrper von Æ;, und zwar ist 
die Relativgruppe zyklisch vom Grade !”". Bildet man daher die 
Relativnormen der Klassen von X, in K,,, so bilden diese dort 
eine Untergruppe der Klassengruppe U*”, deren Komplementär- 
gruppe zyklisch vom Grade !" ist. Man kann daher die Klassen- 
gruppe von K,., in der Gestailt:. 


(12) CEÙ Du Ur 0 DU NP ED 


schreiben und dabei C;, so annehmen, daB die Relativnorm von 
Ci in k in die Klasse c fällt. Das Primideal r zerfällt nun in 
Æ,., in |” verschiedene Primfaktoren. Ist %,, ein beliebiger von 
diesen, so liegt er in X,, in einer Klasse, deren zugehôüriges x 
bei Darstellang des Klassensystems von X,, in der Gestalt (12) 
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zu | prim ist. Da der unverzweigte relativ Abel’sche Kërper K; 
in Bezug auf K;, zur Untergruppe U" gehôrt, bleibt R,, in X, 
Primideal. Da “dies für jeden Primfaktor von t in X,, gilt, ist 
unser Satz vollständig bewiesen. 


$ 3. 

In den vorhergehenden Paragraphen waren die in / aufgehenden 
Primideale auszuschliefen; es ist jetzt nachzuweisen, da auch die 
Zerlegang dieser rmidenle dem Satz VI folgt. 

Wir bemerken zunächst, daf alle zu ! primen Primideale eines 
Klassensystems | 
(13) , (x zu  prim) 


wo c eine beliebige Klasse aus 4 bedeutet, dieselbe Zerlegung er- 
fahren, solange wir nur die in der Klassenzahl von # aufgehende 
Potenz von ! beachten, d. h. nur solche unverzweigte relativ Abel- 
sche Kôrper in Bezug auf # betrachten, deren Relativgrad eine 
Potenz von ? ist. Daf in einem Klassensystem (13) unendlich 
viele zu ! prime Primideale liegen, erkennt man, wenn man die 
beiden Untergruppen der Klassengruppe von # betrachtet: 


(14) (y —0,1,.../"—1) 
(15)  (y=0,1...1"1—1) 


wobei angenommen wird, daf m1 und nicht © 1 (m > 0). 
Wie aus der Existenz des Klassenkôrpers folgt, gibt es unendlich viele 
zu | prime Primideale, die in (14) und nicht in (15) liegen. Daraus 
folgt aber, daB auch in (13) unendlich viele zu { prime Primideale 
liegen. Ist »m — 0, also c © 1, so fallen (14) und (15) zusammen. 
Es reduziert sich dann (13) auf die Hauptklasse von X; daf in 
dieser unendlich viele zu ! prime Primideale liegen, folgt wieder 
unmittelbar aus der Existenz des Klassenkôrpers. Um die in! 
aufgehenden Primideale zu erledigen, genügt es daher nachzuweisen, 
daB ein solches Primideal [,, das etwa in c; liegt, ebenso zerlegt 
wird wie die in dem Klassensystem 


(16) c (x zu | prim) 
enthaltenen zu ? primen Primideale. 
Es sei nun { — 1—$ und 
(17) ML pet fL 
die Zerlegang von { in Primideale im Kôrper %. Das Klassen- 
system von 4 werde mit 
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(18) ...ctH (x, — 0,1,...1—1) 


bezeichnet, wo H der Klassenhauptverband ist. Man wähle nun 
unter den Primidealen Î, eine Anzahl z2—2', etwa [,,,,...1{, so aus, 
daB die Aequivalenzen: 


(19) PT TO RC 

gelten; dagegen soll keine Aequivalenz von der Gestalt: 

(20) pie AE 

bestehen, auBer wenn sämtliche Exponenten * durch ? teilbar sind. 
Die 7” Primideale L,,,,...1, (2 = 2—2") bestimmen dann z” un- 


abhängige Klassenverbände. Die Bezeichnung der Klassen in dem 
Klassensystem von X 

(21) IL 

sei so gewählt, daB 


Line (es 0280880) 


liegt. Zu den :’ Untergruppen der Klassengruppe von #, die durch 
die Kongruenzen 


(22) æ, = 0 (1) .(x=il,2 6e 


definiert sind, môgen die singulären Primärzahlen &,,...c,, ge- 
hôren. 

Um mich im Folgenden bequemer ausdrücken zu kônnen, will 
ich sagen, daB eine zu ? prime Zahl u aus * hyperprimär nach |, 
ist, wenn die Kongruenz 
(23) pæ=d (7) 
in * durch eine ganze Zahl « befriedigt werden kann. Ist die 
Zahl uw hyperprimär nach sämtlichen 1, (à — 1,2,...2), so heïft 
sie, wie in meinen früheren Untersuchungen, schlechtweg hyper- 
primär. 

Um nun nachzuweïisen, daB die Primideale {, zunächst in den 
unverzweigten relativ Abel'schen Kôrpern vom Relativgrad / ent- 
sprechend dem allgemeinen Satz zerlegt werden, hat man offenbar 
zu zeigen: 

1) daB w, hyperprimär ist nach L,,, {:,,, ...1, und ferner nach 
L,,...1,, wobei die Indizes i,,...5, dadurch bestimmt sind, da8 
in den Aequivalenzen (19) die Exponenten 


(24) AO 
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durch 7 teilbar, alle anderen a®) aber zu ? prim sind (Analoges 


ist bezüglich &,, ...o,, nachzuweisen). 
2) daB die singulären Primärzahlen 
(25) Dontio see Ou, 


die zu den durch die Kongruenzen 
(26) Tru = 0,.:.2, = 0 (1) 
definierten Untergruppen von (21) gehüren, hyperprimär schlecht- 
weg sind. 
$ 4. 

Um die am Ende des vorigen $ aufgestellten Behauptungen 
zu beweisen, müssen wir zunächst einige Kongruenzen betrachten, 
die für die Zahlen.von # gelten. Es môügen &,,...8,, %,,...%, 


dieselbe Bedeutung wie in meinen früheren Untersuchungen ‘) haben. 
Wir setzen ferner: 


ù D) 
(27) DRE ERRe LUe CUS DS ne) 


wo die 1, ganze Zahlen aus 4 bedeuten und bestimmen dann 2’ 
primäre Primideale p,,...9p, so, daf 


(28) (5) + !; (5) ul Ê nt x pr 


Bezeichnet man dann mit x, Primärzahlen, die zu den Primidealen 
p, gehôren, so erfüllt jede zu Z prime Zahl u aus # eine Kongruenz: 


, ; '  Lli+l +1 
PRE IS CL CA AL ARE gt HITS )(u,v,w,y=0,1,...1—1) 


m' LU 1 
Diese Kongruenz ist die Verallgemeinerung einer in meinen früheren 
Untersuchungen für den Fall, daf die Klassenzahl von # zu l prim 
ist, aufgestellten Kongruenz ?). 
Wir zeigen zunächst, daB ein Ausdruck 
Un . Ÿ Dm .W LPT 
(30) Rs NL Q 0 2 x 


1 m 1 


niemals hyperprimär sein kann, aufer wenn sämtliche Exponenten 
Naoll sind. Da », wenn es hyperprimär sein soll, sicher primär 
sein muf, folgt zunächst i 


=. = Uy = UV 


1) Vergl. z. B. Math. Ann. 67, p. 14. $ 5 und p. 10, $ 8. 

2) Ph. Furtwängler, Ueber das Reziprozitätsgesetz der ten Potenzreste . 
etc, Abhandl. der Ges. d. Wiss. zu Güttingen, math.-phys. Klasse, Neue Folge 
Bd. II No. 3, Berlin 1902, $ 18 Satz 47, p.68 oder Ph. Furtwängler, Ueber 
die Reziprozitätsgesetze etc., Math. Ann. 58, $ 13 Satz 56. 
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Angenommen es wäre nun » hyperprimär und einer der Exponenten 
w oder y von Null verschieden. Wir betrachten dann den Kôrper 
K — (Vr, k); in ihm zerfallen sämtliche Primideale [, in | ver- 
schiedene Primideale. Es sind demnach auch die Zahlen À, Relativ- 
normen von Idealen £, aus X. Bestimmt man das Geschlecht dieser 
Ideale, so ergibt sich aus der Charakterenrelation (1): 
(2 j) STE 

es folgt daher nach (28) y, — y, —...y, — 0. Es kann deshalb 
hôchstens ein Exponent w von Null verschieden sein. Der Kôrper 
K wäre dann unverzweigt in Bezug auf 4 und müfte zu einer 
Untergruppe der Klassengruppe von # gehôren, die durch eine 


Kongruenz: 

(81) MA +... Myly = 0 (1) 

definiert ist. Bestimmt man dann die ganzen rationalen Zahlen 
My. Ny 80, AAB 

(82) mn +... .m,ny O0, (1) 


so liegt das Ideal 11, ...[/*’ in einer Klasse, die nicht der durch 
(81) charakterisierten Untergruppe angehôrt, müfte aber anderer- 
seits in X zerlegt werden, wenn » hyperprimär wäre. Da man 
somit zu einem Widerspruch kommt, kann ein Ausdruck (30) nur 
in dem trivialen Falle » = 1 hyperprimär sein. 

LäBt man nun in (29) « ein System von Zahlen durchlaufen, 
wie es bei den früheren analogen Entwicklungen angegeben ist!) 
und auBerdem die Exponenten w, v, w, y alle Werte 0,1,...7—1 
annebmen, so erhält man genau œ(l) nach certe zu | 
prime Zahlen, wo zur Abkürzung: 


Le +1 U, +1 
(33) ES an Te LE 


gesetzt ist. Damit ist aber unsere Behauptung bezüglich der 
Kongruenz (29) bewiesen. 

Aufer den in (29) auftretenden singulären Primärzahlen 
®,,...0, existieren noch e—2+” davon unabhängige &@,,,,,...&,; 
wir wollen zeigen, daB man diese stets als hyperprimäre Zahlen 
wäbhlen kann. Nach (29) existiert für &,,,, eine Kongruenz: 


34) Dps = “Rae Fast Rires . aÿ a @. 


—l—1 w VUyr , . | 
Setzt man @,,, = ®,4, @, ... 0 # 2", 80 ist Os, eine 


hyperprimäre Zahl. Durch FL des Kôrpers (Vox, k) 
schlieft man in analoger Weise wie oben, daB y, = ... y, = 0 
1) Vergl. die in der vorigen FuBnote zitierten Stellen. 


l 
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Es ist daher w,,, eine singuläre Primärzahl, die von w,,...&, 
unabhängig ist und daher an Stelle von &,,, gesetzt werden kann, 
man hat dann eine hyperprimäre Zahl. Ebenso kann man mit 
@p4:3 --. ©, Verfahren. Die Untergruppen der Klassengruppe von 
k, welche zu den singulären Primärzahlen w,,,,...&, gehôüren, 
müssen sämtliche in { aufgehenden Primideale enthalten. Man 
kann daher die Klassenbezeichnung in (21) so gewählt denken, 
daB die singulären Primärzahlen ©,,,,...@, resp. zu den durch 
die Kongruenzen 


ue 0, ..2 26e 011) 


definierten Untergruppen in (21) gehôren. Damit ist die unter 2) 
am Ende von $ 3 aufgestellte Behauptung bewiesen. 


$ 5. 
Um auch die unter 1) am Schlusse von $ 3 aufgestellte Be- 
hauptung zu beweisen, müssen wir noch eine zweite Kongruenz 
für die Zahlen von # betrachten. Wir setzen 


(8) D HA net 


und behaupten, daB für jede zu ? prime Zahl u in * eine Kon- 
gruenz: 


Ui Um, Vi Vu _Wi Vyr Us 2 A — 
ma Ro OUT A..." @ (L)  (u,v,w,y = 0, d 


gilt, wo jetzt auf der rechten Seite der Faktor x”! fehlt. Ein 
Ausdruck: | 


u (77 v Ÿ, v Ve Yz 
(37) DUB RER M 755: 0,7 a... n° 


kann nämlich niemals der {** Potenz einer Zahl aus # nach 1, 
kongruent sein aufer in dem trivialen Falle » — 1. Denn soll 
y diese Eigenschaft haben, so muB zunächst: 


U =. mu =... = Ty = 0 


sein. Im Kôrper À (Ÿ>, k) werden dann [,,...1{, zerlegt und daher 
1,,...2, Relativnormen von Idealen aus X. Bestimmt man dann 
die Geschlechter dieser Ideale, so folgt aus den betreffenden 
Charakterenrelationen y, — ... — y, — 0. Daf auch die Ex- 
ponenten w gleich Null sein müssen, folgt analog wie oben, wenn 
man das Ideal 


(88) À dr 
betrachtet, bei dem die Exponenten n der Relation (32) genügen. 


Te 
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Läft man nun « in (36) in Bezug auf den Modul l* ein System 

yon 1 zu ? primer nach 1h inkongruenter Zahlen durchlaufen 

und in Bezug auf die Moduln 12*!,...1*T 1 

CALE Pa 
se 


resp. Systeme von 


(rs, 
“His Zahlen, wie sie an der zuletzt zitierten 


Stelle angegeben sind, so liefert die rechte Seite von (36), wenn 
man noch die Exponenten u, v, w, y alle zulässigen Werte an- 
nehmen läft, genau 


2m'+sz—1 be op (L 
Con, CREER Eee, ANT 


nach {, inkongruente zu / prime Zahlen. Damit ist gezeigt, daf 
jede zu ! prime ganze Zahl aus 4 eine Kongruenz von der Art 
(36) befriedigt. 

Dies gilt auch für die Zakl x,; man hat demnach 


= — W —Wyr _— — jrs 
(40) 2 = 20 01,06, AR, = 


Betrachtet man jetzt wieder den Kôürper X (Vz,, k), so folgt aus 
der Zerlegbarkeit von [,, ...1{, analog wie oben, daB y, = ...y, = 0 
ist. Ersetzt man also x, durch 7,, was gestattet ist, so ist das 
neue x, hyperprimär nach [,,...{. In entsprechender Weise kann 
man es erreichen, daB x, hyperprimär nach 


be Ccdueten Liber, Mao et) 


wird Wir nehmen im Folgenden an, daf die Primärzahlen x,,...x, 
in der angegebenen Weise gewählt seien. 

Wir haben jetzt noch eine dritte Art von Kongruenzen für 
die Zahlen von % zu betrachten. Setzt man 


ji 2e 


— 4 , 


(&1) 


Lo 


so gilt für jede zu ! prime ganze Zahl w in # eine Kongruenz: 
LT Um v w War r 17 
NS pie MéendN À 20 PO Los b ie dla (1). 


wo auf der rechten Seite jetzt der Faktor w°* fehlt. Zunächst 
ist nämlich wieder klar, daf ein Ausdruck 

(43) RL MODES M IR Ve 

aufer in dem trivialen Falle » — 1 nicht der l#" Potenz einer 
ganzen Zahl aus # nach f,,, kongruent sein kann. Denn v ist in 
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diesem Falle primär, also «, mt Dore ou nt on 0. 


Betrachtet man jetzt den Kôrper X (ÿr, k), so werden in ihm alle 
Primideale 1; aufer [,,, zerlegt. Gemäf unserer Annahme über 
CL MRPNARE À müble dan: 


(44) o' = FLE \ o," 


bhyperprimär nach [,,,,...{, sein; diese Primideale müften also 


im Kôürper (Ve, k) Sämtlich zerlegt werden. Gehôrt nun zu «°’ 
eine Untergruppe, die durch die Kongruenz 


(45) Me Late My Lun = O (D 

bestimmt wird, und wählt man Exponenten n,,...n,, so, daf 
(46) Ma Nate + My No E O (1), 

so kann 1, ... [in (Vo/,Æ) nicht zerlegt werden. Man kommt 
daher zu un TR der nur fortfällt, wenn w,,...w, 
in (44) und (43) Null gesetzt wird. Es müfte also 

(47) v = n/1,..n2" 


der lt Potenz einer ganzen Zahl aus # nach [.,, kongruent werden, 
also » hyperprimär nach sämtlichen {, mit Ausnahme von{,,, sein. 
Da also »,x,,...x, hyperprimär nach {, sein müften, würde dies 


auch von x°' gelten. Das ist nur môglich, wenn y, = 0 ist; in 
derselben Weise folgt y, = ... y, — 0. Damit ist gezeigt, daf 
(43) nur in dem trivialen Falle » — 1 der lt Potenz einer Zahl 
aus Æ nach [,,, kongruent sein kann. Läft man jetzt « in (42) ein 
dem im vorigen Paragraphen angegebenen Zahlsystem (vgl. (39), 
an Stelle von {, tritt [,,,) analoges durchlaufen, so ergibt sich die 
Richtigkeit unserer Behauptung bezüglich der Kongruenz (42). 

Hiernach hat man, wenn man (42) auf w, anwendet, eine 
Kongruenz 


(48) D Or On Lit sil 

Es mu also 

(49) TER, 0. 0 

hyperprimär nach L,,,...{, sein, es müssen daher [,,,,...1{, im 


Kôrper (Væ!, k) zerlegt werden. Dann kann aber w, nur zu der 
Untergruppe, die durch die Kongruenz x, = 0 (1) dfuiort ist, ge- 
hôren, d.h. es muB w, = ... = w,, — 0 in (49) sein. Hiérnach 
ist ©, hyperprimär Haoh het ab wie wir behauptet hatten. 
Auferdem muf gelten: 
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(60) Dix Pa eplle) 


Es ist deshalb &’ = ©, x°.,.x°” hyperprimär nach sämtlichen 
l, aufer [,,,. Im Kôrper (Va, k) werden dann 4;,...4; Relativ- . 
normen von Idealen und die Bestimmung der Geschlechter dieser 
Ideale liefert: 


(51) Vi D De Ye, = 0. 


Beachtet man die über die x, gemachten Annahmen, so folgt aus 
(60) und (61), daf w, auch hyperprimär nach [;,..,1; ist. 

Damit ist unsere am Ende von $ 3 über «, aufgestellte Be- 
hauptung bewiesen. Denkt man sich die ganz analogen Entwick- 
langen für w,,...o, durchgeführt, so folgt, daB die Primideale I, 
in den relativ zyklischen unverzweigten Kôrpern vom Relativgrad 
1 in Bezug auf k ebenso zerlegt werden wie die zu ! primen Prim- 
ideale, die denselben Klassenexponenten besitzen. 

Daraus läft sich allgemein schliefen, daB auch die in / auf- 
gehenden Primideale so zerlegt werden, wie es Satz II angibt. 
Ist nämlich {, ein beliebiges in ? aufgehendes Primideal aus der 
Klasse c in # und p irgend ein zu ! primes Primideal aus dem 
Klassensystem € (x zu ! prim), so werden [, und p im Kôrper K,, 
der unverzweigt und relativ zyklisch vom Relativgrad ! in Bezug 
auf k ist, entweder beide zerlegt oder sie bleiben beide Primideale. 
Ist dann KX,, wieder unverzweigt und relativ zyklisch vom Relativ- 
grad ! in Bezug auf X,, also vom Relativgrad l* in Bezug auf k, 
so werden Î, und p, wenn sie in X, Primideale geblieben sind, in 
K,, entweder beide Primideale bleiben oder beide zerlegt werden. 
Wird I, in X, zerlegt und ist ©, ein Primfaktor von [, in K,, der 
in die Klasse C fällt, so fällt die Relativnorm von Cin kinc. 
Wäblt man jetzt aus dem Klassensystem C* (x zu / prim) ein zu 
l primes Primideal $', so wird dies bei dem Uebergang von X, 
zu X,, sich ebenso verhalten wie @. Die Relativnorm p' von #' 
fällt in # in das System c* (x zu / prim), d.h. es gibt in € (x zu 
l prim) ein zu ! primes Primideal, das auch in X,, in der gleichen 
Weise zerlegt wird wie {. In dieser Weise kann man offenbar 
fortfahren zu schlieBen und damit zeigen, daf die in / aufgehenden 
Primideale bei ibrer Zerlegung im Klassenkôrper uud seinen Unter- 
kôrpern dasselbe Verhalten zeigen wie die zu { primen Primideale 
mit dem gleichen Klassenexponenten. 
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8 6. 


Wir haben bisher die Annahme gemacht, da der Kôrper # 
eine primitive l* Einheitswurzel enthält. Diese Annahme ist jetzt 
zu beseitigen, was unschwer zu erreichen ist. Es sei also nunmehr 
‘k ein Kôrper, der keine /* Einheitswurzel enthält und der Kôrper 
(&, &) gleich #. Der Relativgrad g von k' in Bezug auf # ist dann 
als Teiler von /— 1 zu ! prim. Betrachtet man wieder alle Klassen, 
deren Exponent zu ? prim ist, als Einheitselement der Klassen- 
gruppe und bezeichnet das Klassensystem von # mit (c),, so läbt 
sich das Klassensystem von #’ in der Gestalt darstellen: 


(ch. U, 


wo U alle Klassen aus 4’ umfaft, deren Relativnorm in # in die 
Hauptklasse fällt. Der Klassenkôrper Kk läBt sich dann bekannt- 
lich in der Weise aufstellen’), daB man den zur Untergruppe U 
gehôrigen unverzwéigten relativ Abel'schen Kürper Æ' in Bezug 
auf #’ aufsucht. Dieser ist dann auch relativ Abel’sch in Bezug 
auf 4 und man erhält den gesuchten Klassenkôrper X#%, wenn man 
denjenigen Unterkôrper von ZX’ bestimmt, der gegenüber der 
Relativgruppe von #’ bezüglich # invariant bleibt. In entsprechender 
Weise erhält man einen # enthaltenden Unterkôrper K, von KKk, 
der zur Gruppe (c), in # gehôrt, indem man den zur Untergruppe 
(c), U von #’ gehôrigen unverzweïigten Kôrper K}! bestimmt, der 
natürlich ein Unterkôrper von X’ ist, und dann den Unterkôürper 
K,, von X, aufsucht, der gegenüber der Relativgruppe von #’ bez. 
k invariant bleibt. Es sei nun p ein beliebiges Primideal aus 4 
und p}” die niedrigste Potenz von p, die in (c), hineinfällt. Es ist 
nachzuweïisen, daf bp in X, in !"*—* verschiedene Primideale zer- 
fällt, wenn !” der Relativgrad von X, bez. k ist. 
p môge in #’ in s Primideale zerfallen: 


p — Pa Pa - +: Po 


die gleich oder verschieden sein kôünnen. Ihre Anzahl s ist jeden- 
falls als Teiler von {—1 zu / prim. Für ein beliebiges von ihnen 
8, ist dann p}” die niedrigste Potenz, die in eine Klasse von 
(c), U fällt. Denn zunächst liegt BF sicher in (c), U, weil diese 
Untergruppe alle Ideale enthält, deren Relativnormen in % in (c), 


1) Ph. Furtwängler, Math. Ann. 63, p. 1, Allgemeiner Existensheweis 
für den Klassenkôrper eines beliebigen algebraischen Zahlkürpers, $ 9. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Matb.-phys. Elasse. 1911. Hoft 8. 22 
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liegen. Es liegt aber $7 7 noch nicht in (c), U, weil sonst auch 
pl in (c), in k läge. ®, zerfällt demnach in X} in ["7"* ver- 
schiedene Primfaktoren. Die Anzahl der Primfaktoren von p in 
K! ist folglich s.1”—*. Daraus ergibt sich aber, daB p in XK, in 
1M— verschiedene Primfaktoren zerfällt. Denn ihre Anzahl muf 
nach dem eben Angeführten, da s und der Relativgrad von X; bez. 


K, zu ! prim sind, genau !”—”* sein. DaB sie alle verschieden 
sind, folgt aus der Unverzweigtheit von X, in Bezug auf 4. Damit 
ist auch der Fall, daf der Kôrper 4 keine /*t* Einheitswurzel ent- 
hält, erledigt. 


8 7. 


Für den Fall ! — 2 sind noch einige besondere Betrachtungen 
nôtig, wenn sich unter den mit # konjugierten Kôrpern reelle be- 
finden. Ich behalte hier dieselben Bezeichnungen bei, die ich bei 
meinen früberen Untersuchungen über diesen Fall benutzt habe!). 
Es kommt vor allem darauf an, die Sätze III und IV in dieser 
Richtung zu verallgemeinern ?). 


Der Grad des Kôrpers X sei "m und unter den konjugierten 
mügen s reelle sein: #4”, 4°, ...K®. Die Anzahl der unabhängigen 
Einheitenverbände in % ist m' — + * und die Vorzeichengruppe 
der Einheiten von # sei von der Ordnung 2%. Die Klassenzahl 
von À sei 2", resp. 2* bei weiterer, resp. schärferer Aequivalenz, 
wobei alle Klassen mit ungeraden Klassenexponenten als Einheïits- 
element der Klassengruppe genommen werden, Es gilt dann, wenn 
s—p —= p' gesetzt wird, 


h = h+(s—-p) = h'+p". 


Die Klassenverbände von À bei gewôhnlicher Aequivalenz seien: 


(52) dc H (x = 0,1) 


und bei schärferer Aequivalenz 
(53) LS de. d'y 0) 


1) Ebenda $ 10 und Ph. Furtwängler, diese Nachrichten 1907, Eine charak- 
teristische Eigenschaft des Klassenkôrpers, zweite Mitteilnng ; & 1 und 2. 

2) Ich gebe die folgenden Entwicklungen hier kürzer, weil ich in der Fort- 
setzung meiner auf S. 296 zitierten Arbeit, die demnächst in den Math. Ann. er- 


scheinen wird, diese Untersuchungen vom Standpunkt der Reziprozitätsgesetze aus 
ausfübrlicher darstellen werde. 
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Ich betrachte jetzt den Kôürper Æ(Vu, #), wobei w eine primäre 
Zahl aus # sei, die in # der konjugierten Kôrper #° negativ werde. 
Haben dann a*, a, v*, v, t, e, e, die frühere Bedeutung, so gelten die 
beiden Unpisichungèn: 


(64) : a £it-m+uw+nt+e —1 
aZ=a*+u—w+e—e,, 

die in äbnlicher Weise wie die analogen Ungleichungen in meinen 

früheren Untersuchungen bewiesen werden kônnen !). 

Ich betrachte jetzt die Geschlechter in Æ (Vu, #), wobei u als 
primär, aber nicht als singuläre Primärzahl angenommen wird, 
und will zeigen, daB mindestens stets ein Hauptcharakter existiert. 
Zur Charakterisierung der Geschlechter kommen zunächst é+n 
Normenrestsymbole in Betracht, nämlich diejenigen, die den in w 
in ungerader Potenz aufgehenden Primidealen b,,...b, entsprechen 
und auferdem 

Fr) 
1° ? 


wobei die Indizes à so zu wählen sind, daf die zu w konjugierte 
Zahl im Kôrper #° negativ ist. Von diesen t+n Normenrest- 
symbolen scheiden in bekannter Weïise r* aus, dadurch da r* un- 
abhängige Einheiten oder Quadrate von Idealen in # existieren, 
die gewisse der Normenrestsymbole zu —1 machen; unter ihnen 
môgen r’ Einheiten sein. Es gibt dann: 

r = t+n—7r*+e Charaktere, darunter 

t+n—7r* Hauptcharaktere und 

e Nebencharaktere, 


welche die verschiedenen Klassenverbände in 4 charakterisieren. 
Es gilt nun: 
v+r = m 
(55) a <t—m+o+n+e —1 
a <a*+(v—v*)+(e—e,)—(r*—7r") 
(56) t—r#tnZza—(e—-1) 
Da nun a—œe—1 ist, weil der Kôrper Æ nach Annabme nicht 
unverzweigt inbezüug auf & ist, so folgt: 
(67) .t—rm+<nzi, 
d. h. es existiert stets mindestens ein Hauptcharakter. 


1) Diese Nachrichten 1904, p. 184ff. 
22* 
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Wir wollen jetzt eine Kongruenz nach dem Modul 4, der alle 
zu 2 primen Zahlen aus # genügen müssen, ableiten. Wir batten 
die Zahl der unabhängigen Klassenverbände in 4 bei gewôhnlicher 
Aequivalenz mit e bezeichnet; bei Einführung der schärferen Aequi- 
valenz sollen e’ unabhängige Klassenverbände neu hinzutreten und 
e” Grundklassen eine Verdoppelung ihres Exponenten erfahren; 
es ist dann 
(58) e +e" = p. 

Unter den Verbänden 

(59) ER IPER GANTS GAL 

wo 6,,...8 Einheiten und 64, ... 64, Quadrate von Idealen aus 
den e unabhängigen Klassenverbänden sind, die k gegenüber ge- 
wôühnlicher Aequivalenz besitzt, sind e+e' unabhängige primäre 
und #'—e’ nicht primäre. Ich schreibe (mit geringer Aenderung 
der Bezeichnung) das System (69) in der Gestalt: 


Umi-g V1 Ve  Ve+1 Ver à 
(60) Eos En -o LOU Pise D eu V0. 
indem ich &,,...6,-, als nicht primär und &,,...&,,, als primär 


annehme. Ich bestimme dann »'—e’ Primideale q;, mit folgenden 
Eigenschaften : 


und wähle Ideale q{ so, daf 

(62) % = qi 

in der Hauptklasse im engern Sinne liegt, also x; total positiv 
wird, was stets môglich ist. 

Unter den Verbänden (59) oder (60) sind m'—p+e—e” total 
positive unabhängige Verbände; unter diesen gibt es hôchstens 2° 
primäre and auch wirklich 2° primäre Verbände. Denn die sin- 
gulären Primärzahlen w,,...o,, die zu den durch die Kongruenzen 


4 = 0(2) (= 1,2,...e) 


definierten Untergruppen von (53) gehüren, sind total positiv, wie 
sich nachher ergeben wird und wie man’ auch direkt aus meinen 
früheren Entwicklangen bätte schliefen kônnen. Es gibt daher 
in (60) mindestens ”m'—p—e" total positive nichtprimäre unab- 
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hängige Verbände. Ihre genaue Zahl sei #” und sie seien durch 
8, ... &y Charakterisiert. Es gilt dann der 

Satz VII: Jede zu 2 prime Zahl aus # befriedigt 
eine Kongruenz: 
(63). p=s"...s" a... x" «(4), (u,0 = 0,1) 
m — 
2 


Zunächst ist klar, daB eine Zahl 


] . 
WOm’—m —p—e" — +e! ist. 


(64) = Et at me (uv — 0, 1) 


aufer in dem trivialen Falle » — 1 niemals primär sein kann. 
Denn andernfalls würde, da » total positiv ist, ein Kôrper X (Vv, k) 
existieren, dessen Geschlechter keinen Hauptcharakter besäBen, 
was oben als unmôglich erkannt ist. LäBt man auf der rechten 
Seite von (63) « ein volles System von y(2) zu 2 primer nach 2 
inkongruenter Zahlen durchlaufen, so erhält man 


(65) 27”. 2" (2) 
mod. 4 inkongruente Zahlen. Da hôchstens 2" (2) solcher 
Zahlen existieren, folgt 


(66) m'+m —e = m: 
Andererseits ist, wie wir oben sahen: 
(67) m'Z=m-p—e = m—m +e!. 


Daraus folgt: 
(68) m'=m-pré = m-mte = te 
und Satz VII ist bewiesen. 

Da8 die singulären Primärzahlen w,,...o, total positiv sind, 
hätte man auch direkt durch eine kleine Abänderung meiner 
früheren Entwicklungen über den Klassenkôrper schlieBen kônnen. 
Man definiere an der zitierten Stelle!) m'+e Primideale q, derart, 


daf 
(&) = -1, (2) rs boire 159, 4.m ) 


und erhält dann wie dort das Zahlensystem: 


%w Unr+e V1 Vm' +8 
€; ..…. Eye 1 


RER RS 


1) Diese Nachrichten 1904, p. 184 oder Math. Ann. 65 (1906), p. 26. 
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in dem e+s unabhängige primäre Zahlen vorhanden sein müssen, 
weil im ganzen nur 2°”-* Arten von Zahlen in k existieren. Man 
kann daher an der genannten Stelle w, und ebenso o,, ... o, total 
positiv wählen. 

Auf Grund des Satzes VII beweist man nun in bekannter 
Weise 

Satz VIII: Ist p ein primäres Primideal aus 4, 
d.h. jede Zahl aus k, die Quadrat eines Ideals ist, Rest 
vonp, so kann man stets ein Ideal p’ so wählen, daf 


(x) = pp" 
wird und x eine total positive primäre Zahl ist. 
Ebenso läft sich auf Grund der vorstehenden Entwicklungen 
ohne Schwierigkeit der Satz V auf den Fall ? — 2 in folgender 
Fassung übertragen : 


_Satz IX: Ist w eine total positive primäre Zahl 
aus 4 von der Gestalt 


uw = D,...b,q, 
wo b,,...b, primäre Primideale aus # bedeuten, 80 
existieren für die Geschlechter in K(Vu,k) t Haupt- 


charaktere %,,...%, und e Nebencharaktere #,,...4,, 
zwischen denen eine Relation: 


(69) Anh de = 1 

besteht. Ist uw primär, aber nicht total positiv, so 
treten ebenfalls in der zugehôrigen Charakteren- 
relation des Kôrpers K(Vu, k) stets die Hauptcharak- 
tere, die den Primfaktoren d,,...b, entsprechen, mit 
dem Exponenten 1 auf. 


$ 8. 

Mit Hülfe der beiden letzten Sätze kann man nun die Ent- 
wicklangen der $$ 2—5 für den Fall ! — 2 durchführen. Dabei 
kônnen die zu 2 primen Primideale ganz analog wie in $ 2 be- 
handelt werden. Bezüglich der in 2 aufgehenden Primideale wenden 
wir die analoge Bezeichnung wie in $$ 3—5 an; wir setzen also: 

rame Mb 
und stellen dann die (19) entsprechenden Aequivalenzen auf, wobei 
der weitere Aequivalenzbegriff zu benutzen ist. Die Klassen- 
bezeichnung in (68) nehmen wir ferner so gewählt an, da Pyun 
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©; G@ = 1,2,... 7) liegt. Wir bestimmen dann die 1, gemäS (27) 
und wählen primäre Primideale p,,...p, entsprechend (28) Die 
zugehôrigen Primärzahlen x,,...x, sollen total positiv angenommen 
werden. Jede zu 2 prime ‘Zahl u aus k befriedigt dann Kon- 
gnenaen folgender Art: 


(0) =)..." a... af) (w,y — 0,1) 
(1) u=()(x).o"...m" 2"... x" (l) (w,y = 0,1) 
(2) w=()(@).o om ...aa(l,,) (w,y = 0,1, 
wobei zur Abkürzung | 

(E&) = 8"... 8" (u = 0,1) 

G)= x"... (v = 0,1) 

ie ol : Fan 


L, JL = Î, (ÉFAT E = 1 


gesetzt ist. In diesen Kongruenzen sind auf FE rechten Seite 
sämtliche Faktoren total positiv. Wir kônnen überdies wie an 
der früheren Stelle ($ 5) zeigen, daB man x, stets hyperprimär 


nach [,,...1, und entsprechend x, RYprPUDEE nachf,...1 
L,,,-..{, wählen kann. 

Bezüglich der unverzweigten Kôrper, die durch Adjanktion 
von \/,,...,Vœ, zu X entstehen, sind nun die Entwicklungen 


ganz analog wie früher, sodaf der einfache Hinweis genügt. Eine 
besondere Betrachtung erfordern nur noch die singulären Primär- 
zablen @,,,,...,&,,,, die resp. zu den durch die Kongruenzen: 


y, = 0,...y, = 0 (2) 
definierten Untergrappen in (53) gehôren, also erst bei Einführung 
des schärferen Aequivalenzbegriffes auftreten. Wir wollen uns 
die Bezeichnung der Klassen d in (53) und die Wahl der Indizes 
der Primf&ktoren von 2 so vorgenommen denken, da !, in d,,..., 
{, in d, liegt; das System der übrigen Klassen dÿs d}° soll 
keine Klasse auBer etwa der Hauptklasse enthalten, in der Prim- 
faktoren von 2 als Ideale liegen. Wir kônnen unter diesen Um- 
ständen offenbar annehmen, daB 4,,,...4, total positiv seien, 
während 4,,...14, dies sicher nicht sind. 
Es ist zunächst zu zeigen, daB on, ... 0, byperprimär 
sind. Es gelten nach (70) die Kongruenzen : 
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(73) ©, — oo... of PUR A = #() (6 — 1,2...6.!) 


In den Kôrpern (Vo..;, #) werden alle Primfaktoren { zerlegt, also 
auch die total positiven Zahlen 4,,,,...4, Relativnormen von 
Idealen. Bestimmt man die Geschlechter dieser Ideale, s0 folgt 
aus den entsprechenden Charakterenrelationen: , 


(74) YF, =: = y® = 0. 
Betrachtet man jetzt die Zahlen 


vw w ; 
(75) Om ONT0, 0 us. (ms l/4,:.:6) 


so folgt aus (73) und (74), daB sie hyperprimär nach [,,,,...,1, 
sind. Sie gehôüren zu den Untergruppen der Klassengruppe (53), 
die durch die Kongruenzen 


(76) wa, +...uwÿx,+y = O0(2) (i = 1,2, ...e!) 


definiert werden. Da die Klassen, in denen 1,,,,...1, liegen, zu 
diesen Untergruppen gehôren müssen, folgt : 


(77) 9 =... = uŸ =0 (i = 1,2,...e). 


Es werden demnach aus den Kongruenzen (73) die folgenden: 


(78) Den — 0,46 . Pi ep) (i = 1,2...) 


Ist ihre Anzahl e’ grôBer als s, so kann man durch Elimination 
von z%,,...%, € —S Kongruenzen folgender Art ableiten: 


m® x mo? — . x 
C9 ou = mont at = 70 (G= 12.60 


In den Kôrpern (Vw,,,:, ) werden dann sämtliche Primfaktoren 
1 zerlegt; ihnen entsprechen andererseits die Kongruenzen: 


mo y,+.. mo y,+yu = O(2) (i = 1,2,...e'— 5). 
Daraus folgt aber nach unserer Verabredung über die Klassen d: 
MED I UUSS net 0! 


Es sind also die Zahlen œ,,,,, ... ©, hyperprimär. 
Aus den Kongruenzen (78) kann man ferner, wenn s>0, 
durch Elimination von 7,,...3x, eine Kongruenz 


De+ PE of a}: = « (D 


herleiten. Es ist demnach o!,, = ©, 0,,...0,, hyperprimär 
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nach [,,...1,. Andererseits gehôrt der Kôrper (Vo/,,,k) zu der 
Untergruppe von (53), die durch die Kongruenz: 


irait. = 0 (2) 
charakterisiert wird. Daraus folgt n, — ... — n, — 0. Es ist 
also o,,, selbst hyperprimär nach [,,...1,. Führt man ensprechende 
Schlüsse bezüglich ©,,,...0@, aus, so ist auch der Fall ! — 2 


vollständig erledigt. Damit haben wir aber das Ziel unserer Ent- 
wicklungen erreicht. 


Ueber die Struktur des Magnetit und seine 
Umbildung in Eisenglanz. 


Von 


0. Mügge. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 17. Juni 1911. 


Gelegentlich der Untersuchung von Âtzfiguren bemerkte F. 
Becke') auf den Octaederflächen von Magnetitkrystallen nach 
dem Schmelzen mit saurem schwefelsaurem Kali einen moirée- 
artigen Schimmer welcher von kleinen Flächenelementen rhomben- 
dodekaedrischer Lage auszugehen schien und von Becke als Reflex 
von Âtzflächen gedeutet wurde. Eine nähere Untersuchung ergab 
indessen, daB dieser Schimmer auf den durch das saure schwefel- 
saure Kali allerdings stark korradierten Octaederflächen ver- 
anlaft wird durch den Reflex einer auch unter dem Mikros- 
kop ihrer Form nach nicht mehr erkennbaren, anscheinend sehr 
feinblättrigen Substanz welche sich von der Oberfläche ab- 
schaben läBt und die chemischen und optischen Eigenschaften von 
Eisenglanz hat, Nimmt man an, daf seine Blättchen, wie gewühn- 
lich, taflig nach der Basis sind, so kônnen sie nach dem moirée- 
artigen Schimmer auf jeder Octaederfläche, z. B (111), so verteilt 
sein, daB an der einen Stelle zahlreiche Blättchen unter einander 
and mit ihrer Basisfläche parallel (101) liegen, an einer andern 
Stelle parallel (011), an einer dritten parallel (110), und zugleich 
derart, daB diese drei Orientierungen felderweise auf derselben 
Octaederfläche abwechseln. Der Umrif dieser kleinen Felder ist 
äuBerst unregelmäBig, meist umschlieBen sie sich vielfach wechsel- 
seitig, ihre GrôBe schwankt sebr, oft sind sje makroskopisch nur 
noch eben zu erkennen. 


1) Tschermak’s mineralog. u. petr. Mitt. 7, 215, 1886. 
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Bemerkenswert ist, daB Felder deren Blättchen parallel den 
drei zur geätzten Octaederfläche senkrechten Flächen des Rhom- 
bendodekaeders liegen würden und die sich also bei tafliger Aus- 
bildung der Blättchen nach der Basis durch Reflex nicht würden 
bemerklich machen kônnen, sondern in allen Azimuthen dunkel 
bleiben müften zu fehlen scheinen, daf vielmehr die von Blättchen 
der drei oben genannten Orientierungen erfüllten Felder lückenlos 
oder nahezu lückenlos aneinander schliefen. 

Würfelflächen von Magnetit ebenso behandelt nehmen ebenfalls 
einen Schimmer an der wieder felderweise und moiréeartig auf 
derselben Fläche wechselt, und zwar meist derart, als ob die re- 
flektierenden untereinander parallelen Elemente desselben Feldes 
die Lage von flach zur Würfelfläche geneigten Ikositetraederflächen 
hätten, sodaf also eine derartig behandelte Würfelfläche in 4 
Azimuthen bei schräger Beleuchtung aufschimmert ; indessen kommen 
bei Krystallen gewisser Fundorte auch Reflexe von der Lage flach 
zur geätzten Würfelfläche geneigter Tetrakishexaeder vor. 

Ein von dem oben beschriebenen, die meisten Magnetitvor- 
kommen charakterisierendes abweichendes Verhalten zeigen Kry- 
stalle aus dem Goldsand von Miask. Die reflektierenden Felder 
auf den Octaederflächen sind hier zum grofen Teil dadurch aus- 
gezeichnet, daf jedes nicht nur in einem, sondern in zwei um 
120° verschiedenen Azimuthen aufschimmert. Indessen sind diese 
Felder weniger hell als jene bei welchen der Schimmer auf nur 
ein Azimuth beschränkt ist; man darf daher annehmen, daf hier 
zweien Octaederkanten parallel liegende reflektierende Elemente 
in demselben Felde innig gemischt sind. Auf eine solche Mischung 
weist auch der von den Würfelflächen bei Krystallen desselben 
Vorkommens ausgehende Schimmer hin. 

Diesen eigentümlichen Schimmer zeigen nicht nur einige 
sondern die meisten untersuchten Vorkommen, auch künstlich dar- 
gestellte Krystalle von Magnetit. Von anderen Gliedern der 
Spinellgrappe verhielt sich ähnlich nur der Franklinit. In- 
dessen tritt hier auf Platten nach dem Octaeder zu den drei Feldern 
welche im schräg reflektierten Licht den moiréeartigen Schimmer 
geben noch ein viertes Feld, dessen reflektierende Elemente pa- 
rallel der geätzten Fläche selbst liegen; ferner erhält man auber 
dem Schimmer der auf Elemente von rhombendodekaedrischer Lage 
hindeutet bei sehr flachem Einfallen des Lichtes zur Octaederfläche 
von derselben auch noch Schimmerreflexe von der Lage der drei 
andern Octaederflächen und zwar von anscheinend grôBerer Inten- 
sität als die erstgenannten. Auch der Schimmer auf geätzten 
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Platten von würfliger Lage weist auf schimmernde Elemente pa- 
rallel den Octaederflächen hin. Schabt man die schimmernden 
Elemente von den Flächen herunter, so erscheinen sie unter dem 
Mikroskop ebenfalls ähnlich wie Eisenglanz, dem aber nach der 
stärker braunen Färbung zu urteilen mehr Manganoxyd beigemischt 
zu sein scheint. 

Da die einheiïtlich schimmernden Felder groB sind gegenüber 
den Dimensionen der reflektierenden Elemente, in dem abweichenden 
Verhalten der Krystalle von Miask gleichzeitig auf den Oc- 
taeder- und Würfelflächen auch eine Abhängigkeit der Orientierung 
der schimmernden Blättchen vom inneren Bau der Krystalle zum 
Ausdruck kommt, ebenso auch in ihrer Verteilung in den Anwachs- 
zonen mancher Magnetit-Krystalle von Morawicza,. kôünnen alle 
Krystalle, welche die Felderteilang zeigen nicht mehr physi- 
kalisch homogen sein; es wird das auch bestätigt durch die 
Aehnlichkeit der Felderteilung in manchen unmittelbar benach- 
barten Teilen desselben Krystalls Da die Beobachtung ergab, 
daB eine Ausscheidung von Eisenoxyd oder andern Oxydations- 
stufen des Eisens aus der Schmelze bei der Abküblung nicht statt- 
findet, kann die Ueberwachsung der Krystalloberfläche mit Eisen- 
glanzblättchen nur dadurch zustande kommen, daf ein Teil des im 
Krystall vorhandenen Eisenoxyduls (oder anderer niederer Oxy- 
dationsstufen) hôher oxydiert wird, und dann erscheint als ein- 
fachste Annahme zur Erklärung der felderweise wechselnden 
Orientierung der schimmernden Blättchen die, daB das neu gebildete 
Eisenoxyd in Parallelstellung zu schon im ursprünglichen Krystall 
vor der Aetzung vorhandenen Eisenglanzblättchen sich orientiert, 
letztere also einfach weiter wachsen. In den scheinbar homogenen 
Magnetitkrystallen müfte also ein sehr inniges Gemenge von Eisen- 
oxyd und Eisenoxydul (oder anderen niederen Oxydationsstufen 
des Eisens) und zwar in regelmäfiger Stellung vorliegen. 

Derartige Verwachsungen sind bereits bekannt in den als 
Martit bezeichneten Pseudomorphosen von Eisenglanz nach Mag- 
netit und den ähnlichen Verwachsungen von Magnesioferrit und 
Eisenglanz vom Vesuv u. a. O. 

In den octaedrischen Krystallen dieser letzteren wie in den 
‘octaedrischen Martiten sind indessen die ebenfalls nach der Basis 
tafligen Eisenglanzblättchen nicht parallel den Rhombendodekaeder-, 
sondern parallel den Octaederflächen gestellt, analog auch die Ein- 
lagerungen braunvioletten (?) Ilmenits in manchen eisenarmen Spi- 
nellen; auch manche Magnetitkrystalle von Pftsch welche Anfänge 
dieser Pseudomorphosierung zeigen, enthalten nach der mikrosko- 
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pischen Untersuchung wie nach den Absonderungsflächen zu ur- 
teilen den Eisenglanz nach Octaederflächen eingelagert. Bei rhom- 
bendodekaedrischen Krystallen von Rittersgrün und Villa de Frades, 
Alemtejo, Portugal, welche die Eisenglanzblättchen besonders reich- 
lich und fein, und zwar ebenfalls parallel Octaederflächen felder- 
weise wechselnd enthalten, zeigt sich nun aber, daB der Reflex 
zweier Lamellensysteme, z.B. nach (111) und (111) ôfter infolge 
Beugung zu Scheinreflexen von der Lage der Rhombendodekaeder- 
fläche, z. B. (101) Veranlassung gibt und daf diese letzteren an manchen 
Stellen kräftiger sind als die Reflexe von octaedrisuher Lage. Es ist 
daher nicht unwahrscheinlich, da8 der von geätzten octaedrischen 
Magnetitplatten ausgehende Schimmer von rhombendodekaedrischer 
Lage, z.B. (101), durch Addition der Beugungsreflexe von zwei 
Systemen octaedrischer Lage, z. B. (111) und (111), zustande kommt; 
Schimmerreflexe von der Lage der geätzten Octaederfläche selbst 
werden vielleicht deshalb fehlen, weil die schimmernden Elemente 
so klein sind, da sie von den aus der geätzten Fläche herausge- 
wachsenen z.'T. überschattet werden, wobei zugleich die Blättchen 
nicht von ebenen Basisflächen sondern von Flächen benachbarter 
flacher Rhomboeder begrenzt sein môgen, wodurch das Refex- 
maximum nach der Richtung der Rhombendodekaederflächennor- 
malen hin verschoben wird'). Damit stimmt, daB beim Franklinit, 
wo mittelst Vertikalilluminator unter dem Mikroskop reflektierende 
Elemente von octaedrischer Lage erkannt werden konnten, aufer 
dem auch hier vorhandenen Schimmer von rhombendodekaedrischer 
Lage ein stärkerer von octaedrischer Lage erhalten werden konnte. 
Das Fehlen von Reflexen auf (111) von der Lage der anvisierten 
Fläche selbst bei Magnetit spricht nicht zugunsten von Einlage- 
rungsebenen nach dem Rhombendodekaeder; denn einmal wird beim 
Anvisieren von Rhombendodekaederflächen ebenfalls ein Reflex 
dieser Lage nicht erhalten, zweitens aber sollten dann auf den 
Octaederflächen Felder nicht nur von dreierlei sondern von 
sechserlei Orientierung vorhanden sein, die beobachteten 3 reflek- 
tierenden Felder kônnten also nicht lückenlos aneinander schliefen 
sondern nur die Hälfte der Fläche erfüllen. Ebenso müften dann 
auf den Würfelflächen aufer den vier beobachteten Feldern noch 
gwei weitere in keiner Stellang reflektierende vorhanden sein und 

1) Auf eine solche Form der reflektierenden Elemente weist auch der Um- 
stand hin, daB bei manchen Martiten die beiden nach der mikroskopischen Un- 
tersuchung senkrecht zu einer Rhombendodekaederfläche eingelagerten Systeme 
von Eisenglansblättchen deutliche, wenn auch schwache Reflexe geben ; dies künnte 
nicht der Fall sein, wenn an ihnen wesentlich nur die Basis als Begrenrung auf- 
trâte. . 
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die Reflexe der auf (001) beobachteten Felder sollten dann nicht 
flach zu (001) geneigten Ikositetraedern sondern flachen Pyramiden- 
würfeln angehôren. Endlich ist mit der Annahme schimmernder 
Elemente parallel den Octaederflächen im Einklang die Beobach- 
tung, daB auf geätzten Rhombendodekaederflächen Reflexe aus der 
Zone der ihnen anliegenden und zu ihnen senkrechten Octaeder- 
flächen gefunden wurden. 

Durch längeres Erhitzen scheint sich übrigens die Struktur 
der gewôhnlichen Magnetite hinsichtlich der KorngrôüBe des in ihnen 
enthaltenen Eisenoxyds (und bei Zutritt der Luft auch hinsichtlich 
seiner Menge) der der Martite zunähern; es entstehen in ihnen 
streifenfôrmige Schimmerfelder parallel den Octaederkanten und 
im Vertikalilluminator werden auf der Octaederfläche Reflexe von 
Elementen parallel dieser Fläche ähnlich wie beim Franklinit 
sichtbar. 

Handelt es sich beim Magnetit allem Anschein nach um ein 
(vielleicht durch Zerfall von Fe Fe: O4 entstandenes) sehr fein- 
kôrniges Conglomerat von Fe: O3 und FeO (oder einer andern 
niederen Oxydationsstufe) in regelmäfiger Stellung, und zwar beim 
gewübnlichen Magnetit unter teilweiser, beim Martit unter mehr 
oder weniger vollständiger Oxydation des entstandenen FeO, s0 
scheint es von Interesse, auch den umgekehrten Vorgang, die Ent- 
stehung von Magnetit aus Eisenglanz und dann auch die Rück- 
bildung des letzteren zu verfolgen. Unter Sauerstoffabschluf oder 
auch an der Luft hoch erhitzte') Eisenglanzblättchen gaben vor 
dem Schmelzen Sauerstoff ab; die Schmelze selbst ist stark magne- 
tisch, enthält aber noch mehr Sauerstoff als der Formel Fe Fes Ou 
entspricht. Nicht geschmolzene, nach der Basis tafñlige, seitlich 
von Rhomboedern begrenzte durchsichtige Blättchen zeigen nach 
der Abkühlung senkrecht zum UmriB, seltener parallel demselben 
verlaufende Streifen welche in Allem mit dem ursprünglichen 
Eisenglanz übereinstimmen, aber anders orientiert sind, nämlich 
ihr (0001) parallel einer Fläche (h.h.2h.i) des ursprünglichen 
Blättchens. Man erhält dieselben Streifen auch beim raschen Er- 
hitzen dünney Blättchen in der Bunsenflamme, wobei wahrscheinlich 
reduzierende Wirkungen der Flammengase mit im -Spiel sind. 
Neben diesen Streifen in den roten Eisenglanzblättchen entstehen 
fast stets, zuweilen auch ausschliefilich, schwärzliche Blättchen, . 
noch mit den Umrissen des Eisenglanzes, welche stark magnetisch 
sind, von Säuren rascher als Eisenglanz gelôst werden und allen 


1) Bis etwa 1500°; Quarzglas erweicht; Platin schmilzt in feinen Blättchen, 
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Anzeichen nach Magnetit sind, dabei aber bei hinreichender Dünne 
tiefbraun bis hellbräunlichgrau durchsichtig und isotrop sind und 
durch vielfache Corrosion der Ränder und siebfôrmige Durch- 
Iôcherung (ebenso wie manche der Eisenglanzblättehen mit Streifen) 
eine Substanzverminderung bei ihrer Entstehung bezeugen. Diese 
grau bis braun durchsichtigen Blättchen gehen ebenso wie die un- 
durchsichtigen schwarzen beim Glühen an der Luft sehr schnell 
wieder in Eisenglanz, meist von der ursprünglichen Orientierung 
über, ebenso schon ganz langsam und anscheinend durchaus stetig 
bei längerem Erhitzen auf Temperaturen bis etwa 200° herunter. 
Zuweilen entstehn dabei in ihnen die oben erwähnten doppel- 
brechenden zum ursprünglichen Eisenglanzblättehen gesetzmäBig 
orientierten Streifen von Eisenglanz. Dies erklärt sich durch die 
Ueberlegung, daf der Magnetit bei seiner Entstehung aus dem 
Eisenglanz sich gesetzmäfig zu ihm orientiert, nämlich so, wie es 
auch bei den natürlichen Vorkommen beobachtet ist: Octaederfläche 
parallel der Basis, Octaederkante entweder senkrecht oder (seltener) 
parallel zur Kante von Rhomboeder zur Basis; daf dann bei der 
Rückbildung der Eisenglanz sich nach demselben Gesetze zum 
Magnetit orientiert, aber seine Basis parallel nicht nur der einen 
Octaederfläche des Magnetit, welche der ursprünglichen Basisfläche 
des Eisenglanzes parallel liegt, sondern auch parallel den andern 
drei, sodaf also der Eisenglanz noch in den oben angegebenen drei 
weiteren optisch verschiedenen (seltener auch noch in drei anderen) 
Orientierungen vorliegt. 

Der Umstand, daf die aus dem Eisenglanz hergestellten Mag- 
netitblättchen schon bei fünfstündiger Erhitzung auf ca. 290° oder 
mebrtägiger Erhitzung auf nur ca. 200° sich wieder oxydieren, 
läBt vermuten, daB der Magnetit in der Natuy in stetiger aller- 
dings sehr langsamer Oxydation, Martitisierung, begriffen ist (so- 
weit er nicht mit reduzierenden: Substanzen in Berührung ist zu- 
mal bei erhôhter Temperatur wie z.B. in Kontaktzonen kobhle- 
haltiger Schiefer); aus dem Vorstehenden ergibt sich aber weïter, 
daf dieser Oxydation meist ein Zerfall in Fe: Os und Fe O (oder 
ein anderes niederes Oxyd) vorausgegangen ist, wobei ersteres sich 
felderweise zu einheitlichen Individuen umbildet, deren komplizierte 
Grenzen beim Schmelzen in saurem schwefelsaurem Kali sichtbar 
werden; es liegt ein Prozel der KornvergrüBerung vor wie er für 
viele Gemengteile langsam sich umbildender Gesteine charakte- 
ristisch ist. Ein analoger Zerfall zeigt sich auch im Franklinit 
(Fe, Zn, Mn) (Fe, Mn) O4, und Spuren davon vielleicht auch in den 
Häutchen und kompakteren Einlagerungen von l'itaneisen in 
, manchen Spinellen. 
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: Da anzunehmen ist, daB FeO, wie Mg O, NiO und MnO in 
Octaedern krystallisieren würde, sind die Magnetitkrystalle wahr- 
scheinlich aufzufassen als im Zerfall begriffene feste Lôsungen 
oder ,anomale“ Mischkrystalle von Fe O mit Fes Os und die vüllige 
Undurchsichtigkeit des natürlichen Magnetit mag im Wesentlichen 
auf der durch die Entmischung herbeigeführten Trübung, die re- 
lativ leichte Durchsichtigkeit des Reduktionsproduktes der Eisen- 
glanzblättchen aber darauf beruhen, daf in ihnen eine Uebersätti- 
gang mit dem Reduktionsprodukt und also Trübung durch Aus- 
scheidung desselben noch nicht stattgefunden hat. Bei den künst- 
lichen neuerdings hergestellten magnetischen Legierungen wird die 
Ursache der magnetischen Susceptibilität von Ross und Gray!) in 
der Bildung fester Lôsungen gesucht. Dieser Gruppe von Kôrpern 
würde sich demnach auch der Magnetit einigermaBen anschliefen 
und da erscheint es bemerkenswert, daf beim Zerfall des Magnetit 
die magnetischen Ebenen der entstehenden Eisenglanze, nämlich 
ibre Basisflächen, parallel den magnetischen Ebenen des Magnetit, 
das sind nach der Deutung von Beckenkamp die Octaederflächen, 
liegen. 


1) Proc. Roy. Soc. Edinburgh 81, 99, 1910. 


Zur Thermodynamik der Gleichgewichte in Ein- 
stoffsystemen. 


Von 
G. Tammann. 
Mit 14 Figuren im Text. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 15. Juli 1911. 


IL. 
Der Polymorphismus. 


Die Erfahrungen der letzten Jahre, die Ausarbeitung von Zu- 
standsdiagrammen der Einstoffsysteme und die eingehende Unter- 
suchung der spontanen Krystallisation, haben gelehrt, da der 
Polymorphismus eine sehr häufig auftretende Erscheinung ist. 

Man geht daher kaum fehl, wenn man annimmt, daB jeder 
Stoff in verschiedenen Formen auftreten kann. Denn die Er- 
fabrung hat gelehrt, daf, wenn eine Flüssigkeit sich unterkühlen 
läBt, sich in der Regel aus derselben aufer einer stabilen Form 
noch eine oder mehrere instabile Formen bilden. Während die 
Zahl dieser Formen, welche uns nur als instabil bekannt sind, 
sebr grof zu sein scheint, krystallisieren aus einigen, durchaus 
nicht aus allen Flüssigkeiten 2 und mehr Formen, von denen 
jede ein gewisses Zustandsfeld, in dem sie absolut stabil ist, be- 
sitzt. Wir haben also zwischen total und partiell instabilen Formen 
zu unterscheiden, und es wird von grôfiter Wichtigkeit sein, müg- 
lichst viele und sichere Kriterien zu besitzen, um die beiden 
Gruppen von Formen von einander unterscheiden zu kônnen. 

Der Begriff der ,Form“ (Phase) deckt sich bekanntlich mit 
dem Begriff der krystallographischen Krystallform nicht. Als 
»Formen“ werden thermisch verschiedene Krystallformen, die sich 

Egl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.phys. Klosse. 1911. Heft 8. 923 
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betreffs ihres Volumens, ihres Wärmeinhaltes und ihrer Gleich- 
gewichtskurven von einander unterscheïden, bezeichnet werden. 
Im allgemeinen wird die krystallographische Krystallform 
verschiedener Phasen verschieden sein, doch scheint die Erfahrung 
zu lehren, daf zwei thermisch verschiedene Formen krystallo- 
graphisch demselben System angehôren kônnen, und dann ihbrer 
krystallographischen Form nach von einander nicht zu unter- 
scheiden sind !). 

Dagegen brauchen Krystalle desselben Stoffes, die von ver- 
schiedenem krystallographischen Habitus sind, thermisch nicht ver- 
schieden zu sein. Der Habitus eines Krystals wird durch die 
lineare Krystallisationsgeschwindigkeit bestimmt. Dieser Vector 
wird aber von dem Wärmeflu8 bei der Krystallisation, von Bei- 
mengungen in der Schmelze etc. in verschiedenen Richtungen ver- 
schieden beeinflut, so daf die Ausbildung eines Teiles der Krystall- 
flichen gehemmt werden kann. Die Verschiedenheit des Habitus 
ist also eine Folge von Einflüssen während der Krystallbildung 
und daher auf das spezifische Volumen und den Wärmeinbalt und 
in Folge dessen auch auf die Gleichgewichtskurven des Krystalles 
ohne Einfluf, jedenfalls so lange, als es sich nicht um submikro- 
skopische Krystalle handelt. 

DaB zwei thermisch verschiedene Formen ïihrer krystallo- 
graphischen Form nach identisch sein kônnen, ist atomistisch ver- 
ständlich. Denn dasselbe Raumgitter kann von verschiedenen 
Molekülen desselben Stoffes besetzt sein. 

Wenn sich also der Begriff ,Phase“ und der der krystallo- 
graphischen Form nicht decken, so liegt das daran, daB der 
Thermodynamik der Begriff der krystallographischen Form fremd 
ist, und sie daher die Frage, ob zwei thermisch differente Krystalle 
desselben Stoffes gleiche krystallographische Formen haben, offen 
läft. Die Atomistik, als die speziellere Hypothese, gibt uns ein 
Bild, wie wir uns die Môglichkeit der Existenz thermisch ver- 
schiedener Formen von gleicher Krystallgestalt zu denken haben, 
und die genauere Untersuchung krystallographisch identischer, 
thermisch differenter Formen müfte zu einer weiteren Befestigung 
der Atomistik führen. 


1) Solche Fälle scheinen bei den Umwandlungen ferro-magnetischer Metalle, 
und môglicher Weise auch beim NH,C1 und NH,Br (R. Wallace, Centralbl. f. 
Min. Geol. u. Paläont. 1910 S. 33) vorzuliegen. 
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a) Die Lage der Gleichgewichtskurven stabiler und instabiler Formen 
zu einander. 


Nuar über die Lage der Sublimationskurven verschiedener 
Formen zu einander und zur Dampfdruckkurve besitzen wir einige 
wertvolle Regeln, welche sich aus dem Prinzip ergeben, da8 die 
instabilere Phase den grôBeren Gleichgewichtsdrack hat als die 
stabilere und in Folge dessen in die stabilere Phase destillieren 
muf. Es lassen sich aber mit Hilfe des thermodynamischen Poten- 
tials, der €-Funktion, auch für die anderen Gleichgewichtskurven 
- ähnliche Regeln ableiten, und die bekannten Regeln kônnen durch 
Vergleich mit den neuen Regeln erweitert werden. . 

Für die folgenden Untersuchungen wird die Unterscheidung 
zwischen totaler und partieller Stabilität von Bedeutung sein. Auf 
diese Unterscheidung kann folgende thermodynamische Systematik 
des Polymorphismus gegründet werden. 

Der Stabilität nach sind folgende vier Klassen von Krystallen 
zu unterscheiden: 

1) Die total and absolut stabilen Formen. 

Sie sind dadurch gekennzeichnet, daf sie im ganzen Zustands- 
felde, welches von ihrer Schmelz- und Sublimationskurve begrenzt 
ist, das heift in dem sie überhaupt existenzfähig sind, absolut 
stabil sind. Damit das der Fall ist, mu die f-Fläche einer solchen 
Form über diesem Zustandsfelde vollständig unter den £-Flächen 
aller anderen Formen liegen, oder die £-Fläche der total stabilen 
Krystallform darf von der £-Fläche einer anderen Form nicht ge- 
schnitten werden. 

2) Die partiell und absolut stabilen Formen. 

Jede dieser Formen hat ihr eigenes Zustandsfeld absoluter 
Stabilität, das aber nicht das ganze Gebiet ihrer Existenzfähigkeit 
umfaBt. Die 6-Fläche der partiell und absolut stabilen Form liegt 
über ihrem Zustandsfelde tiefer als die jeder anderen Form und 
insbesonderé auch tiefer als die €-Flächen, von denen sie über dan 
Grenzen ihres Zustandsfeldes geschnitten wird. 

8) Die total instabilen Formen. 

Die €-Flächen dieser Formen überlagern die £-Flächen der 
total und absolut stabilen Form; nach der Reiïhenfolge, in der sie 
über den £-Flächen der absolut stabilen Formen sich lagern, hat 
man Formen verschiedenen Grades der Instabilität zu unter- 
scheiden. | 

4) Die partiell instabilen Formen. 

Ihre £-Flächen überlagern im Zustandsfelde der partiell und 

23* 
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absolut stabilen Formen die £-Fläche dieser Formen. Auch hier 
hat man Formen verschiedenen Grades der Instabilität: zu unter- 
scheiden. 

Wir werden also die partiell und absolut stabilen Formen, 
welche auBerhalb ihres Zustandsfeldes auch partiell instabil sind, 
nie entsprechend dieser Eigenschaft bezeichnen, sondern diese Be- 
zeichnung für die Formen reservieren, deren f-Flächen über dèn 
£-Flächen partiell und absolut stabiler Formen liegen. 

Die Thermodynamik gibt eine Beziehung der Lage der £- 
Flächen zur Stabilität und damit auch zur Verwandlungsfähigkeit 
der verschiedenen Formen; sie läft aber die Anzahl der Formen, 
die sich aus einer Flüssigkeit bilden kônnen, unbestimmt, ebenso 
das Verhältnis zwischen der Anzahl der absolut stabilen zu der 
der instabilen Formen; auch sagt sie nichts über speziellere Be- : 
siehungen der £-Flächen verschiedener Formen zu einander aus. 
Zur Erledigung dieser Fragen müfte eine speziellere Theorie, 
offenbar atomistischer Natur, auf Grund von Erfahrungssätzen 
heranzuziehen sein, um den weiten Kreis thermodynamischer Môg- 
lichkeiten zu verengern. Solche Erfahrungssätze werden wir zum 
Schlaf kennen lernen und die Konsequenzen aus diesen Sätzen zu 
ziehen haben. 

Vor allem aber wird es darauf ankommen, die Lage der 
Gleichgewichtskurven für die 4 Klassen von Formen zu einander 
zu bestimmen und dann die Kennzeichen totaler und partieller 
Instabilität thermodynamisch festzustellen. 


1. Die Lage der Schmelzkurve einer total instabilen 
zu der einer total und absolut stabilen Form. 

Es kann gezeigt werden, daB die Schmelzkurve einer total 
instabilen Form von der einer stabileren umschlossen wird, daB 
also die Schmelzkurven der Formen verschiedenen Grades der 
Stabilität sich nicht schneiden, wenn nur im ganzen Zustandsfelde 
der stabilsten Form eine Anderung in der Reïhenfolge der Stabi- 
litätsgrade nicht eintritt. 

Um das einzusehen, sind in Fig. 1 durch die £-Flächen der 
stabileren Form 8, der total instabilen Form 3’ und der isotropen 
Phase 2 zwei Schnitte, der Schnitt 7, und der Schnitt p, gelegt 
worden. Um Komplikationen, die hier nicht erôrtert zu werden 
brauchen, zu vermeiden, ist angenommen worden, daB die ge- 
nannten f-Flächen von den f-Flächen anderer Phasen nicht ge- 
schnitten werden. Der Pfeil an der T-Achse weist nach fallender 
Temperaturen hin; in dieser Richtung wachsen die {-Werte de 
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é-Isobaren, dagegen wach- 
sen die £&-Werte der £-Iso- 
thermen mit steigendem 
Drack. Die £-Fläche der 
Flüssigkeit schneidet die 
£-Fläche der Form 3! in 
der Raumkurve 2 3’ und 
die £-Fläche der Form 3 
in der Raumkurve 2 8. 
Die Projektionen dieser bei- 
den Raumkurven auf die 
p T-Ebene sind die Gleich- 
gewichtskurven 2 3’ und 
2 3. 

Da die €-Fläche der 
Form 3! über der £-Fläche 
der Form 38 liegt, weil die 
Form 3', entsprechend der 
Annahme, in Bezug auf 
die Form 3 total instabil Fig. 1. 
sein soll, so wird die Projektion der Raumkurve 2 3 die Projektion 
der Raumkurve 2 8’ umschlieBen müssen und die beiden Gleich- 
gewichtskurven dürfen sich nicht schneiden. Es fällt also das 
Zustandsfeld der total instabilen Form vollständig in das Zustands- 
feld der stabileren, erst recht in das der total und absolut stabilen 
Form. 

An den Schnitten p; und 7, kann man sich direkt von der 
Richtigkeit dieser Folgerung tüberzeugen. Man ersieht, daB die 
beiden Gleichgewichtstemperaturen der Form 3’ mit der isotropen 
Phase 2 T! und 7, zwischen die Gleichgewichtstemperaturen 7, 
und 7, der Form 3 mit der isotropen Phase 2 fallen. Ebenso 
fallen die Gleichgewichtsdrucke der total instabilen Form 3', die 
Drucke p! und p!, zwischen die Gleichgewichtsdrucke der stabilen 
Phase », und p,. 

Denkt man sich die Schmelzkurve der total instabilen Form 
durch die beiden neutralen Kurven in ihre 4 Quadranten geteilt, 80 
kann man (Fig. 2), gleichgültig wie die neutralen Kurven der beiden 
Formen zu einander liegen, die Regel spezieller formulieren: Im 
ersten und vierten Quadranten ist der Schmelzdruck der stabilen 
Form kleiner als der der instabileren Form, im zweiten und dritten 
Quadranten kehrt sich diese Beziehung um. Die Schmelz- 
temperatur der instabileren Form liegt im ersten und zweiten 
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T Quadranten der Schmelzkurve der 
: instabileren Form immer unterhalb 
der Schmelztemperatur der stabi- 


leren Form und im dritten und 
RATES vierten Quadranten immer über der 
7. 2/ Schmelztemperatur der stabileren 

x / Form. 


Es ist also môüglich, daB, wenn 
‘der vierte Quadrant der Schmelz- 
kurve der stabileren Form in das 
Fig. 2. Gebiet nicht realisierbarer, nega- 
tiver absoluter Temperaturen und negativer Drucke rückt, die 
Schmelzkurve der instabileren Form im Gebiete realisierbarer Zu- 
standspunkte bleibt. 
Von diesem Gesichtspunkte aus verdienen die instabilen Formen 
mit môglichst grofen Differenzen des Schmelzpunktes gegen den 
ihrer stabilsten Form eine eingehendere Untersuchung. 


2. Die Lage der Schmelzkurven partiell stabiler 
Formen. 


Wenn zwei Formen partiell stabil sind, so schneiden sich ihre 
&-Flächen in einer Raumkurve, die Projektion dieser Raumkurve 
auf die p T-Ebene ist die Gleichgewichtskurve der beiden Formen, 
ihre Umwandlungskurve. Auf dieser Raumkurve muB es einen 
oder zwei Punkte geben, in denen die Raumkurve von der 6-Fläche 
der isotropen Phase geschnitten wird. (In jedem dieser Punkte 
treffen drei £-Flächen zusammen. Es schneiden sich in diesen 
Punkten die 6-Flächen der beiden Formen und die ihrer isotropen 
Phase, also auch ihre drei räumlichen Schnittkurven. Die Projektion 
dieser drei Schnittkurven auf die p T-Ebene gibt die drei Gleich- 
gewichtskurven, welche sich in einem Punkte, einem Tripelpunkte, 
in dem drei Phasen mit einander im Gleichgewicht sind, treffen. 

Damit ein Tripelpunkt mit einer Umwandlungskurve auftritt, 
müssen sich im Raume drei £-Flächen schneiden. 

Schneiden sich in der p T-Ebene zwei Gleichgewichtskurven, 
80 trifft fast in allen bisher bekannten Fällen in diesen Schnitt- 
punkt eine dritte Gleichgewichtskurve; unser Schnittpunkt ist dann 
ein Tripelpunkt. Es kann aber sehr wohl der Fall eintreten, daB 
sich zwei Gleichgewichtskurven schneiden, ohne daB vom Schnitt- 
punkt eine dritte Gleichgewichtskurve ausgeht, nämlich in dem 
Falle, daB über dem Schnittpunkt nicht drei £-Flächen zusammen- 
stofen. Es wird dies der Fall sein, wenn eine Gleichgewichtskurve 
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zwischen zwei Phasen zum Schnitt kommt mit einer anderen 
Gleichgewichtskurve zwischen zwei ganz anderen Phasen; die 
beiden Schnittkurven der £-Flächen werden sich in diesem Falle 
im Raume nicht schneiden, auch wenn ihre Projektionen auf die 
p T-Ebene sich schneiden. 


. Wenn aber den beiden Systemen zweier sich schneidenden Gleich- 
gewichtskurven eine Phase gemeinsam ist, so muB über dem Schnitt- 
punkt der beiden Gleichgewichtskurven auf der p T-Ebene der 
Schnittpunkt dreier £-Flächen liegen, und dem entsprechend muf 
der Schnittpunkt der beiden Gleichgewichtskurven ein Tripelpunkt 
sein. Die Erfüllung der Bedingang, daB den Systemen zweier 
- sich schneidenden Gleichgewichtskurven eine Phase gemeinsam sei, 
ist notwendig aber auch hinreichend dafür, da der Schnittpunkt 
die Eigenschaft eines Tripelpanktes besitzt. Ist diese Bedingung 
nicht erfüllt, dann kônnen zwei Gleichgewichtskurven sich eben- 
falls schneïiden, ïihr Schaittpankt wird aber dann nicht ein Tripel- 
punkt sein. 

Da zwei sich schneidende Sublimationskurven oder die Dampf- 
druckkurve und eine Sublimationskurve, sowie zwei Schmelzkurven 
in ihren Systemen eine Phase, den Dampf oder die Flüssigkeit ge- 
mein haben, so mu, wenn sich zwei dieser Gleichgewichtskurven 
schneiden, ihrem Schnittpunkt ein Tripelpunkt entsprechen. Dabei 
ist es gleichgültig, ob in den zu den Gleichgewichtskurven ge- 
hôrigen Systemen nur absolut stabile Phasen oder auch Phasen 
verschiedenen Grades der Instabilität auftreten. Bei den Um- 
wandlungskurven kann aber, wenn aufer partiell und absolat 
stabilen Formen auch partiell instabile Formen in den Systemen 
auftreten, der Fall vorkommen, da zwei Umwandlungskurven sich 
schneiden, deren Systemen keine Phase gemeinsam ist, dann hat 
aber auch, wie wir sehen werden, der Schnittpunkt der beiden 
Umwandlungskurven nicht die Eigenschaft eines Tripelpunktes. 


8. Die Lage der Umwandlungskurven der Formen 
zweier Krystallgruppen. 


Die Formen, deren £-Flächen einander nicht schneiden, wollen 
wir zu einer Gruppe zusammenfassen und eine solche Gruppe von 
Formen eine Krystallgruppe nennen. Zu einer Krystallgrappe 
gehôren einerseits eine total und absolut stabile Form nebst einer 
Reihe von total instabilen Formen verschiedenen Grades der In- 
stabilität, andererseits aber auch eine partiell und absolut stabile 
Form mit ihren instabilen Formen, deren £-Flächen sich weder 
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untereinander noch mit der £-Fläche der absolut stabilen Form 
schneiden. 

Untersuchen wir nun die Lage der vier Umwandlungskurven, 
welche auftreten kônnen, wenn im System zweier absolut und 
partiell stabiler Formen je eine oder auch beide Formen durch 
eine instabilere der zugehôrigen Krystallgruppe ersetzt werden. 
Es sind also zwei partiell stabile Formen 3 und 4 und zwei in- 
stabile Formen 3’ und 4’ gegeben. Die £-Flächen der Formen 3 
und 3' sowie die der Formen 4 und 4’ sollen einander nicht schnei- 
den, dagegen sollen sich die f-Flächen der Formen 3 und 4, 3 
und 4, 3 und 4’ sowie die der Formen 3’ und 4’ schneiden. 

Das Zustandsfeld der Form 4 môge von dem der Form3 voll- . 
ständig umschlossen werden. Wenn auch in Wirklichkeiït dieser 
Fall vielleicht nicht vorkommt, so lassen sich doch aus diesem Fall 
leicht die realen Füälle durch Verschiebung der p T-Achsen gegen 
die festliegend gedachten Gleichgewichtskurven ableiten. 

Fig. 3 stellt einen Schnitt durch die £-Flächen der vier Formen 
8, 3’, 4 und 4’ für eine konstante Temperatur dar. Auferdem 


Fig. 8. 


sind auf der p T-Ebene die vier müglichen Gleichgewichtskurven 
gezeichnet. Jede dieser Gleichgewichtskurven durchschneidet die 
der p-Achse parallele Gerade p, in 2 Punkten. Diese Pankte sind 
die Projektionen der Schnittpunkte zweier £-Isothermen, und durch 
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diese Punkte müssen notwendiger Weise die Gleichgewichtskurven 
der Zwei-Phasensysteme gehen. 

Mau ersiebt, da die Gleichgewichtskurve der beiden stabilsten 
Formen, 8 und 4, zweier Krystallgruppen, die Kurve 3 4, von 
der Gleichgewichtskurve der stabilen Form 4 und der instabilen 
Form .3', von der Kurve 4 3’, umschlossen wird, weil die £-Fläche 
der Form 3’ über der der Form 3 liegt und beide Flächen von 
der tiefer liegenden £-Fläche ein und derselben Form 4 geschnitten 
werden. Daher kônnen auch die Projektionen der beiden räum- 
lichen Schnittkurven der £6-Flächen 3 und 4 sowie 3’ and 4 sich 
nicht schneiden. 

Wenn aber die jbeiden £-Flächen der Formen einer Krystall- 
gruppe, die über einander liegen, von der £-Fläche der stabilsten 
Form einer anderen Krystallgruppe geschnitten werden, und das 
Zustandsfeld dieser Form die der beiden anderen Formen umschlieft, 
dann kebrt sich die Lage der beiden Gleichgewichtskurven um. 
Die Gleichgewichtskurve der beiden stabileren Formen 3 und 4 
umschlieft die Gleichgewichtskurve der beiden Formen 3 und 4, 
weil jetzt die beiden £-Flächen der Formen 4 und 4’ von einer 
Fläche geschnitten werden, die über ïihnen liegt, während im 
ersten Fall die beiden £-Flächen 3 und 3’ von der Fläche 4,, die 
unter ibhnen liegt, geschnitten werden. 
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Aus Fig. 4, einem Schnitt senkrecht zur p-Achse bei kon- 
stantem Druck durch die {f-Flächen derselben vier Formen, ist 
naturgemäB dasselbe wie aus dem Schnitt senkrecht zur T-Achse 
durch die vier £-Flächen Fig. 83 zu ersehen. 

. Wenn also in einem Zwei-Phasensystem die eine der beiden 
Formen, deren Zustandsfeld von dem der anderen umschlossen 
wird, durch eine instabilere Form derselben Krystallgruppe érsetzt 
wird, so fällt das Zustandsfeld der instabileren Form vollständig 
in das der stabileren Form, und wenn von den beiden Formen die 
andere durch eine instabilere ersetzt wird, so wird das Zustands- 
feld der instabileren Form nie an die Grenzen des der stabileren 
Form heranreichen. Es kann also eine instabile Form mit einer 
stabileren Form einer anderen Krystallgruppe nur in solchen Zu- 
standspunkten ins Gleichgewicht kommen, die auBerhalb des Zu- 
standsfeldes der stabileren Form liegen. Oder eine absolat stabile 
Form kann mit einer nicht absolut stabilen Form einer anderen 
Krystallgruppe nur’'in Zustandspunkten ins Gleichgewicht kommen, 
in denen die absolut stabile Form ihre absolute Stabilität ver- 
loren hat. 

Wir haben soeben eingesehen, daB bei Ersetzung einer der 
stabileren Formen durch je eine instabilere die Gleichgewichts- 
kurven der drei môüglichen Systeme sich nicht schneiden kônnen. 
Werden aber die beiden stabileren Formen .verschiedener Krystall- 
gruppen zugleich durch zwei instabilere Formen je einer der beiden 
Krystallgruppen ersetzt, so kônnen die Gleichgewichtskurven des 
stabileren und des instabileren Formenpaares sich schneiden. Diese 
Schnittpunkte kônnen aber nie die Eigenschaften eines Tripelpunktes 
haben, weil über diesen Schnittpankten nicht die Schnittpunkte 
von je drei £-Flächen liegen. Die räumliche Schnittkurve der 
beiden £-Flächen 3’ und 4’ liegt über der Schnittkurve der beiden 
6-Flächen 3 und 4, es schneiden sich nur die Projektionen dieser 
. beiden Raumkurven auf der p T-Ebene, nicht aber die beiden 
Raumkurven selbst. In Fig. 8 ist zu ersehen, daB in dem hier 
dargestellten Falle von den Drucken, bei denen sich die £-Iso- 
thermen der beiden instabilen Formen 8’ und 4’ schneiden, der 
eine auferhalb, der andere innerhalb des Druckintervalles Hegt, 
das die Géchremichtskurre 8 4 aus der Geraden p, ausschneidet. 
Die Folge hiervon ist, daf sich die beiden Gleichgewichtskurven 
8 4 und 8’ 4’ zweimal, in den beiden Punkten a und b, schneiden 
müssen. (anz analoge Verhältnisse findet man bei der Unter- 
suchurg der £-Isobaren, Fig. 4. 

SchlieBlich kann man auch den Satz, der die Bedingungen der 
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Bildung eines Schnittpunktes zweier Gleichgewichtskurven, dem 
die Eigenschaften eines Tripelpunktes abgehen, feststellt, umkehren 
und behaupten: wenn sich zwei Gleichgewichtskurven schneiden 
und ihrem Schnittpunkt die Kennzeichen eines Tripelpunktes fehlen, 
so sind die beiden Formen der einen Gleichgewichtskurve in- 
stabiler als die beiden Formen der anderen Gleichgewichtskurve. 

Die Anwendung dieses Satzes auf das Zustandsdiagramm des 
Wassers führt zum Schluf, da8 das Eis II auf seiner früher !) 
festgestellten Gleichgewichtskurve nicht mit dem Eise I, sondern 
mit einer instabileren Form der Gruppe des Eises I im Gleich- 
gewicht war. 

Eine etwas eingehendere Diskussion des Zustandsdiagrammes 
des Wassers dürfte hier am Platze sein, weil gerade beim Wasser 
Tatsachen ermittelt sind, welche nur im Lichte der eben ent- 
wickelten Theorie verstanden werden künnen und weil diese 
Theorie auBerdem einige andere, bisher nicht ermittelte Gleich- 
gewichtskurven im Diagramm des Wassers und die Lage dieser 
Kurven voraussehen läft. 


Das Zustandsdiagramm des Wassers !). 

Das Wasser, welches man mit Recht als die ,abnormste“ 
Flüssigkeit bezeichnen kann, zeigt auch betreffs seines Poly- 
morphismus besondere Erscheinungen, die auch bei anderen asso- 
zierten Flüssigkeiten zu erwarten sind, die aber beim Wasser am 
eingehendsten studiert sind. 

Beim Wasser sind vor allem zwei Krystallgruppen leicht und 
deutlich von einander zu unterscheiden. 

1. Die Krystallgruppe des gewühnlichen Eises, zu der aufer 
dem gewühnlichen, absolut stabilen Eise I noch mindestens eine 
als Eis IV bezeichnete instabile Form zu rechnen ist. Die Vo- 
lumen dieser Formen sind in demselben Zustandspunkte erheblich 
grôBer als die des Wassers, und das Volumen des instabilen 
Eises IV ist etwas kleiner als das Volumen des stabilen Eises I. 
Auf diese Tatsache von besonderem Interesse werden wir noch 
später zurückzukommen haben. 

2. Die Krystallgruppe des Eises IIT. Zu dieser gehôürt aufer 
dem wahrscheinlich absolut stabilen Eise III noch eine weniger 


1) Die betreffenden Experimentaluntersuchungen sind zu finden: 

2) Annalen der Physik Bd. 2, S. 1 1900, auch Krystallisieren und Schmelzen 
S. 315. 

8) Zeitschrift f. anorganische Chemie Bd. 63, S. 285, 1909. 

4) Zeitschrift f. physikalische Chemie Bd. 72, S. 609, 1910. 
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stabile Form, welche als Eis IL bezeichnet wurde. Die Volumen 
dieser beiden Formen sind in demselben Zustandspunkt erheblich 
kleiner als das des Wassers. Die Beziehung des Volumens des 
Eises III zu dem des Eises II ist experimentell nicht ermittelt, 
doch ist es sehr wahrscheinlich, da8 das Volumen des instabilen 
Eises II etwas grôBer ist als das des stabilen Eises III. 

Im Zustandsdiagramm des Wassers, Fig. b, sind die Gleich- 
gewichtskurven der absolut stabilen Formen, des Eises I und des 
Eises III, voll ausgezogen. Es sind das drei Gleichgewichtskurven, 
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Fig. 6. 
die Schmeizxurven des Eises I und des Eises III und die Gleich- 
gewichtskurve der Eisarten I und III. Die Koordinaten dieser 
Kurven sind nach verschiedenen Methoden in guter Übereinstim- 
mung unter einander festgelegt worden. Dasselbe gilt von der 
gestrichelt gezeichneten Gleichgewichtskurve des Eises II, welche 
die Umwandlungskurve der Eisarten' I und III im Punkte b schneidet, 
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Auf diese Kurve gelangte das System auf folgendem Wege. Das 
Wasser wurde in einem geschlossenen Gefäfe auf — 80° abgekühit, 
wobei es krystallisierte. Dann wurde durch Volumenverkleinerung 
der Druck bei —80° gesteigert bis bei weiterer erheblicher Vo- 
lumenverminderung der Druck fast konstant blieb. LieB man nun 
die Temperatur des Systems langsam steigen, so bewegte sich der 
Druck auf der gestrichelten Kurve IV, II. Auferdem wurde 
festgestellt, da nach VolumenvergrôüBerungen bei konstanter 
Temperatur der Druck bis auf den der Kurve zurückstieg und 
daB nach Volumenverkleinerung der Druck auf den der Kurve 
zurücksank. Da sich die Koordinaten dieser Kurve von denen der 
Gleichgewichtskurve I, III deutlich unterscheiden, und die ge- 
strichelte Kurve die .Gleichgewichtskurve I, III im Punkte b 
schneidet, so müssen auf der gestrichelten Kurve zwei instabile 
Formen der beiden Krystallgruppen im Gleichgewicht miteinander 
gewesen sein. 

, Zur Zeit als diese Versuche ausgeführt wurden, war es nicht 
bekannt, da das Wasser in Abwesenheït seines Dampfes auch in 
einer weniger stabilen Form der Gruppe des Eises I krystallisiert. 
Deshalb war damals irrtümlich angenommen worden, daf auf der 
gestrichelten Gleichgewichtskurve IV, II das Eis I selbst mit 
der als Eis II bezeichneten Form ins Gleichgewicht gekommen sei. 
Diese Annahme ist aber deshalb unzulässig, weil die Gleich- 
gewichtskurve der Formen I und II nicht die der Formen I und 
III schneiden kônnte. Diese Kurve kônnte, wie jetzt einleuchtet, 
die Lage der punktierten Kurve I, II haben, dürfte aber die 
Kurve I, III nicht schneiden. Der Tatsache, daB die gestrichelte 
Kurve die Kurve I, IIT schneidet, wird nur die Annahme gerecht, 
daB sich die gestrichelte Kurve auf das Gleichgewicht zweier in- 
stabilen Formen beider Krystallgruppen bezieht. Die instabile 
Form der Gruppe der dichten Eisarten ist als Eis IT bezeichnet 
worden, und die instabile Form der Gruppe des gewühnlichen 
Eises kônnte mit der Form IV identisch sein, jedenfalls mu sie 
dieser Form sehr nahe stehen, sie kônnte hôchstens etwas stabiler 
oder etwas instabiler als die Form IV sein. Daher mag sie vor- 
läufig als Form IV angesprochen werden, und die gestrichelte 
Gleichgewichtskurve würde sich dann auf die Formen II und IV 
beziehen. Die Theorie fordert ferner, daB dem Schnittpunkt b 
der Gleichgewichtskurven I, III und IV, IT, die Eigenschaften eines 
Tripelpunktes abgehen, und die Beobachtungen lehrten, daf das in 
der Tat der Fall ist. Denn wäre der Punkt b ein Tripelpunkt, 
so müfite von ihm eine dritte Gleichgewichtskurve, die Umwand- 
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langskurve von Eis II in das Eis III, ausgehen; gesetzt, daB die 
Volamenänderung bei der Umwandlung von II in III sehr klein 
ist, so wäre die Existenz der Umwandlungskurve IT, IIT sehr 
schwer festzustellen. Wenn aber diese Umwandlungskurve exi- 
stierte, so müBte der Druck des Systems I, III bei der Uber- 
schreitung des Punktes b in Folge von Temperaturänderungen 
sich nicht weiter auf der Kurve I, III bewegen, sondern auf die 
Kurve IV, Il gelangen und der Druck des Systems IV, IT müfte 
bei Überschreitung des Punktes b von der Kurve IV, II auf der 
Kurve I, III sich weiter bewégen. Da aber die Beobachtungen 
gelehrt haben, da das nicht der Fall ist, so fehlen auch dem 
Punkte b die Eigenschaften eines Tripelpunktes, und der Schluf, 
daB die Gleichgewichtskurve IV, IT sich auf das Gleichgewicht 
zweier instabilen Formen der beiden Krystallgruppen bezieht, ist 
damit gerechtfertigt. 

Bei vier Eisformen, von denen I und IV zu einer Krystall- 
gruppe, III und II zu einer anderen Krystallgruppe gehôren, sind 
im Zustandsdiagramm elf Gleichgewichtskurven zu erwarten. Von 
diesen Gleichgewichtskurven gehôren drei zu den Dampfdruck- 
kurven, nämlich die bekannte Dampfdruckkurve des Wassers, die 
bekannte Sublimationskurve des Eises I, und die Sublimationskurve 
des Eises IV, deren Dampfdruck bei derselben Temperatur ein 
wenig grôBer sein muB als der des Eises I. Ferner müssen vier 
Schmelzkurven existieren, von diesen sind die Schmelzkurven der 
Formen I und III festgelegt. Die Schmelzkurve der Form IV 
muB etwas unter der der Form I und die der Form IV etwas 
unter der der Form III verlaufen. Da aber die Umwandlung des 
Eises IV in das Eis I regelmäfig vor Beginn der Schmelzung des 
Eises IV eintritt, so konnten die Schmelztemperaturen des Eises IV 
nicht bestimmt werden. Da aber der Schmelzpunkt des Eises IV 
nur wenig unterbalb der Schmelztemperatur des Eises I liegt, ist 
aus der Beobachtung, da bei einem Versuch die Umwandlung des 
Eises IV in das Eiïs TI bei —0.25° eintrat, Zeitschr. f. phys. Chem. 
72 S. 630, zu schlieBen. Für die Schmelzkurve der Form II, 
welche durch den Schnittpunkt der Gleichgewichtskurve I, II und 
der Schmelzkurve der Form I gehen mu, ergab sich, daB dieser 
Schnittpunkt etwa 0,2° unter der Schmelzkurve III liegt, daB also 
auch die Schmelztemperaturen der Form II nur wenig tiefer liegen 
als die Schmelztemperaturen der stabileren Form III. 

Von den vier Umwandlungskurven ist der Verlauf der Kurve 
stabilsten Gleichgewichtes, der Kurve I, III, festgelegt und das- 
selbe gilt von der Gleichgewichtskurve der beiden instabilen Formen 
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IT und IV. Für die beiden Systeme (I und II) und (IIÏ und IV) 
sind die Gleichgewichtskurven nicht festgelegt, es fordert aber 
die Theorie, daf die Kurve I, II im Zustandsfelde der Form III 
sehr nahe an der Kurve I, III verläuft, ohne diese zu schneiden ; 
dasselbe wird für die Kurve III, IV gefordert, nur muB diese 
Kurve im Zustandsfelde der Form I verlaufen. Im Diagramm 
sind diese Kurven und die Schmelzkurven der Formen IV und II 
punktiert gezeichnet, und sie sind, um sie bei dem gewählten 
kleinen Mafstabe nicht auf die Gleichgewichtskurven stabiler 
Phasen fallen zu lassen, von den Kurven stabiler Gleichgewichte, 
die voll ausgezogen sind, etwas abgerückt. 


Fig. 6. 

Ferner treten hier sechs Tripelpunkte auf. Zwei derselben 
beziehen sich auf stabile Gleichgewichte, nämlich die Tripelpunkte: 
(Dampf, Wasser, Eis I) und (Wasser, Eis I und Eis III), und vier 
Tripelpunkte beziehen sich auf instabile Gleichgewichte, nämlich 
die Tripelpankte: (Dampf, Wasser und Eiïs IV), (Wasser, Eis IV 
und Eis III), (Wasser, Eis I und Eis II) und (Wasser, Eis IV und 
Eis II) Die vier Schnittpunkte je zweier Gleichgewichtskurven, 
die Punkte b, c, d und e, Fig. 6, sind keine Tripelpunkte, weil die 
£-Fläche des Wassers in diesen Punkten über den Schnittkurven 
der £-Flächen, die im Raume über den Umwandlungskurven I IT, 
I II und IV IIT verlaufen, liegt. 

Man ersieht, daB man auch hier wieder ‘nicht jeden Schnitt- 
punkt zweier Gleichgewichtskurven als Tripelpunkt anzusprechen 
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hat, wie das so häufig geschehen ist. Man hat in jedem Fall erst 
zu untersuchen, ob für den betreffenden Schnittpunkt auch die 
Bedingungen des Tripelpunktes erfüllt sind. 


b) Quantitative Bezichungen zwischen der Lage der Gleichgewichis- 
kurven einer Reihe von Formen verschiedener Stabilität und der 
Stabilität dieser Formen. 


1. Die MaBe der Stabilität. 

Für zwei Formen verschiedener Stabilität, die mit ein und 
derselben dritten Phase ins Gleichgewicht kommen, ergeben sich 
folgende Gleichungen zwischen den £-Werten der beiden Formen, 
ihren Gleichgewichtsdrucken mit der dritten Phase und den Vo- 
lumen der stabileren Form und der dritten Phase, wie aus der 
Lage der £-Isothermen Fig. 10b ersichtlich: 


! dy 3 ! pi dy 8 
1) Ésp! # sp, =" SE dp = (6 — 6s)p! +/ ae dp, 
P1 Pi 


aus der sich die Gleichung 


D E-by = (- LE) ap = [te —v)dp 
1 Pi 


ergibt. 

Diese Gleichungen gelten sowobl für partiell als auch für total 
stabile Formen, denn für ihr Bestehen ist es offenbar gleichgültig, 
ob die £-Isothermen der Formen 3’ und 3 mit wachsendem Druck 
konvergieren oder divergieren. 

Wenn £, und £, im Intervall von p, bis p! als lineare Funk- 
tionen des Drucks betrachtet werden künnen, was der Fall ist, 
wenn für das Druckintervall p! —p, die Werte 


dv, dv, 
dp EE dp 
verschwinden, so kann die Gleichung 2) auch in folgender Form 
8) (6, = 6) p! = (v,—v,). (9 —p)) 


geschrieben werden. 

Sowobl diese Formel als auch die folgenden, bei deren Ab- 
leitung die Annahme gemacht ist, daB die £-Isothermen oder 
£-Isobaren gradlinig verlaufen, dürfen nur auf Stücke der Gleich- 
gewichtskurven, die als gerade Linien betrachtet werden dürfen 
angewandt werden. Denn jener Annahme nach sind für den : 
Frage kommenden Teil des Zustandsfeldes die £-Flächen Ebenen 
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und daher ihre Schnittlinien und deren Projektionen auf die p1T- 
Ebene gerade Linien. 

Für eine Reïhe instabiler Formen 3’, 3” etc., deren £ Werte 
in demselben Zustandspunkte die GrôBenfolge €! <£!' etc. haben, 
werden die Gleichungen: 


Ge 65) p} = (v,—v,) (p: — p,) 


(FC És)p" Fe (v, G LA) (p° = P) 
gelten. 
Hieraus folgt dann die Gleichung: 


4) (Es — Es) pe © (6 — 6) pr = (Pi —p:) : (pp). 


Bei den Gleichgewichtsdrucken, bei denen eine Reïhe instabiler 
Formen mit ein und derselben Phase ins Gleichgewicht kommen, 
sind die Differenzen ihrer €-Werte gegen den zugehôrigen &-Wert 
der stabilsten Form proportional den entsprechenden Differenzen 
der Gleichgewichtsdrucke bei derselben Temperatur, und da in 
demselben Zustandspunkte der grôBeren Stabilität der kleinere 
&-Wert entspricht, so sind bei derselben Temperatur die Abstände 
der Gleichgewichtskurven einer Reïhe von Formen ein Mañ ihrer 
Instabilität. 

Zu ganz analogen Beziehungen gelangt man bei Untersuchung 
der £-Isobaren der Formen 3 und 3’, welche mit ein und derselben 
Phase 2 bei den Temperaturen T, und T' ins Gleichgewicht kommen. 


Aus Fig. 7 ist die Bezie:ang 
5) En-br, = De Share @-On+ ie ‘bar 


za folgern, aus der sich die Gleichungen 
Egl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.phys. Llasse. 1911. Heft 8. 24 
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D G-ün=f anne | ar=- [amer 


ergeben. 
Wenn 7, und 7, im Temperaturintervall 7, — T! von der Tem- 


peratur. unabhängig sind, so hat man die Gleichung 
MD me 


und man erhält als Annäherungsgleichung : 


Ë, 
T. (Ti — Ti). 


7) (6 — br = (mm) (TT) = 


Für eine Reïhe instabiler Formen : 3',3” etc., folgt dann die der 
Gleichung 4) analoge Gleichung: 


8) Es Em : EE) = (TT): (TT. 


Bei den Gleichgewichtstemperaturen, bei denen eine Reiïhe in- 
stabiler Phasen mit ein und derselben Phase ins Gleichgewicht 
kommt, wächst die Instabilität der Formen gegen die der stabilsten 
Form proportional den Differenzen der Gleichgewichtstemperaturen 
der Formen gegen die Gleichgewichtstemperaturen der stabilsten 
Form. 

Die Gleichungen 4) und 8) gelten, welches auch die Natur der 
Phase ist, mit der die Formen verschiedener Stabilität ins Gleich- 
gewicht kommen, sie kann gasfôrmig, flüssig oder krystallisiert 
sein. Die Abstände der Gleichgewichtskurven in den Richtungen 
der p und T Achsen von einander werden aber nur dann ein Ma 
der relativen Instabilität der verschiedenen Formen sein, wenn 
diese Formen mit ein und derselben Phase ins Gleichgewicht 
kommen. 

Formulierungen dieses Satzes für spezielle Fälle sind schon 
früher ausgesprochen worden: 

Aus der Lage der Dampfdruckkurven zweier Formen ver- 
schiedener Stabilität hat van’t Hoff!) schon früher gefolgert, daf 
der Tripelpunkt, in dem die instabile Form mit ihrem Dampf und 
ihrer Schmelze im Gleichgewicht ist, bei einer tieferen Temperatur 
liegen muB als der analoge Tripelpunkt der stabileren Form, und 
zu demselben Resultat in der Formulierung: da die Reïhenfolge 
der Schmelzpunkte die Reïhenfolge der relativen Stabilitäten für 


1) J. H. van’t Hoff, Vorlesungen über theoretische und physikalische Chemie 
Heft 2, erste Auflage 1899 Seite 127. 
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eine Reiïhe instabiler Krystallarten angibt, bin ich!) gleichzeitig 
gelangt. 
In den beiden Gleichungen 3) und 7): 


(6 Er 6) p! Ta (, dE Vs) (pr: 0) 
LR 6)T: = (m2) (TT) 


kann man die Indizes p, und 7! auf denselben Zustandspunkt der 
Gleichgewichtskurve der instabileren Form 3’ beziehen, dann wird die 
Gleichung: (£! — Ent = (6 — &)r, erfüllt sein, und es ergibt sich: 


9 TT, D, — 0, aT 
or 
Pi — Pi NM dp /2,3 
Es ist also das Verhältnis der Abstände eines Punktes der Gleich- 
gewichtskurve der instabileren Form 8' in den Richtungen der 
T- und p-Achsen von der Gleichgewichtskurve der stabileren Form 
gleich der Richtung der Gleichgewichtskurve der stabileren Form. 
Diese Beziehung ergibt sich auch direkt aus 
Fig. 8 Man ersieht, daB diese Beziehung nur 
dann Gültigkeit hat, wenn die Gleichgewichts- é 
kurve (2, 3) im Druckintervall p{ —p, geradlinigr, | : 
verläuft; diese Bedingung ist aber schon in un- 
serer ursprünglichen Annahme, daf die £-Iso- 
thermen und £-Isobaren linear verlaufen, daB also 
die £-Flächen Ebenen sind, enthalten, da die 
Schnittlinien von diesen Ebenen und auch ihre Projektionen auf 
die pT-Ebene, die Gleichgewichtskurven, Gerade sind. 
Untersuchen wir ferner die Beziehung dés Gleichgewichts- 
drucks zweier instabilen Formen zu dem Gleichgewichtsdruck 
zweier stabileren Formen, von denen 
je eine instabile und je eine stabilere 
. Form zu derselben Krystallgruppe 
gehôren. Entsprechend dieser An- 
nahme schneiden sich in Fig. 9 die 
t-Isothermen der Formen 3 und 4 
und die der Formen 3! und 4’, wäh- 
rend sich die £€-Isothermen der 
Formen derselben Krystallgruppe, 
die der Formen 3 und 8’ oder 4 und 
4 nicht schneiden. Nehmen wir 
ferner wie bei der Behandlung des 


Fig. 9. 


1) Zeitschrift f. physikalische Chemie Bd. 29 S. 67 1899. 
24* 
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ersten Falles an, daB in dem zu berücksichtigenden Druckintervall 
die t-Isothermen geradlinig verlaufen, so ergibt sich für die Diffe- 
renz der beiden Gleichgewichtsdrucke p,,—»,, die Gleichung 10). 

Wie aus Fig. 9 ersichtlich, gilt die Gleichung bc — ac—ab, 
und da 


ac = (G— G)py ST FANS &)py “! Gpy dan Ep r 


und 


Hipani a .) 
dp dp 


DC = (Psa — Pye) ( 
sind, s0 folgt: 
10) (Ge — 6)py Fes: (Ps a — Po x) (Vs — V4). 


Da, wie wir im Abschnitt c) sehen werden, das Vorzeichen der 
Differenz v,—v, beim Gleichgewichtsdruck p,, immer positiv sein 
muB, so ist die GrôBenbeziehung von »,, zu p,, nur durch das 
Vorzeichen der Differenz (£, — Gps , bestimmt. Der Gleichgewichts- 
druck der beiden instabilen Formen 38' und 4’ »,,, fällt also in das 
Zustandsfeld derjenigen der stabilen Formen, welche beim Druck 
Py, den kleineren £-Wert hat. 
Da auch die Gleichung 


Ait s— 6) Œ (6 PAS 6,)] py 4 


(be) mi D, —0, 


gilt, so wird das Vorzeichen der linken Seite durch das des 
Zählers der rechten Séite bestimmt, und die Differenz der relativen 
Instabilitäten (6 —6,)—($—6,) der Formen 3’ und 4' bei ibrem 
Gleichgewichtsdruck bestimmt die Differenz der beiden Gleich- 
gewichtsdrucke in der Art, daB der Gleichgewichtsdruck der beiden 
instabilen Formen in das Zustandsfeld der stabilen Form fällt, 
deren zugehôrige instabile Form die grôBere Instabilität hat. 

Zu einem ganz analogen Resultat gelangt man bei Unter- 
suchung der é-Isobaren zweier Formen zweier Krystallgruppen. 
Man kommt auf dem eben beschriebenen Wege zu den Gleichungen: 


u Gr, = (Tee T9 Gu—1) 
oder 
1% PAT oran T,, = LG 65) — (66) Ta 4 
(75 —14) 


aus denen man ganz analoge Schlüsse wie aus der Gleichung 10) 
zu ziehen hat. Auch hier fällt die Gleichgewichtstemperatur der 
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instabilen Formen in das Zustandsfeld der stabilen Form, deren 
zugehôrige instabile Form die grôBere Instabilität hat. 


Die durch die Gleichungen 3) und 7) gegebenen Differenzen 
der £-Werte zweier Formen derselben Krystallgruppe kônnen noch 
auf anderem Wege ermittelt werden. Es gelten nämlich die 
Gleichungen: | 


G—Hy = — [= m)y; 47 
und 


Es br, = té (vs — v,)r, dp. 
6 


Verbindet man diese Gleichangen mit den Gleichungen 8) und 
7), so erhält man die Gleichungen: 


12) C0) (bp) = —f" (nm) Tr 
0 
und 
13) (an) (TT) = [Pi (05 — 0) . dp. 
0 


Man kann also die experimentell schwer zu ermittelnden Werte 
der beiden Integrale durch die leichter zu bestimmenden Werte 
der beiden linken Seiten von 12) und 13) ersetzen. 


2. Die Bedingungen totaler Instabilität und 
partieller Stabilität. 


Eine Form 3' wird in Bezug auf eine andere stabilere Form 
3 total instabil sein, wenn die £-Fläche der Form 3' in dem ganzen 
Zustandsfelde der Form 3 über der £&-Fläche dieser Form liegt. 
Schneiden sich aber die €-Flächen der beiden Formen in dem von 
der Schmelzkurve umschlossenen Zustandsfelde, so sind die beiden 
Formen partiell stabil. 

Für die Unterscheidung zwischen totaler und partieller Stabilität 
ist also nicht nur die Lage der beiden £-Flächen von Bedeutung, 
sondern auch die Grenzen des Zustandsfeldes anisotroper Zu- 
stände sind zu berücksichtigen. Denn es wäre môglich, daB auch 
die €-Fläche einer total instabilen Form die £-Fläche der stabileren 
Form auBerhalb des Zustandsfeldes diese Form schneidet. Tritt 
aber dieser Fall ein, 80 sind die beiden Formen gegenüber einer 
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dritten Form in den Zustandspunkten, die der Schnittkurve ihrer 
beiden £-Flächen entsprechen, instabil, und in der Regel werden 
dann die beiden Formen in diesen Zustandspunkten nicht mehr 
realisierbar sein. 

Zuerst werden wir hauptsächlich die Lage der £-Isothermen 
und é-Isobaren berücksichtigend uns über die verschiedenen Môg- 
lichkeiten der Lage dieser Kurven der beiden Formen orientieren, 
um dann die Fälle, in denen auBer der Lage dieser Kurven noch 
die einer dritten Phase besonders zu beachten ist, eingehender 
zu diskutieren. 

Betreffs der Lage der £-Isothermen haben wir vier Fälle zu 
unterscheiden, da für die Volumen der instabileren, 3’, und der 
stabilern Form, 8, zwei GrôBenbeziehungen gelten kônnen und 
dasselbe für die Kompressibilitäten der beiden Formen zutrifft. 
Die im Folgenden angegebene GrôBenbeziehung der Volumen beider 
Formen soll für den Druck von 1 Kg pro qem gelten, und für 
die GrôBenbeziehung der Kompressibilitäten wollen wir annehmen, 
daB dieselbe bei wachsendem Druck sich nicht ändert. Nach Ein- 
fübrung dieser die môglichen Füälle beschränkenden Annahme, die 
eine Stütze in der Erfahrung findet, haben wir noch vier thermo- 
dynamisch môgliche Fälle zu unterscheiden: 


a) v,>+t, und . < te 
b) vw, =>, und …. — _. 
c) v,<v, und Ts D 
d) v,<v, und En < Frs 


Den vier Môglichkeiten entsprechen vier Füälle für die Lage der 
beiden £-Isothermen zu einander, die in den Figg. 10 a,b,c und d 
zu übersehen sind. 

Der Fall a) ist dadurch ausgezeichnet, daB sich die beiden 
&-Isothermen überhaupt nicht schneiden kônnen und der Fall d) 
dadurch, daf sich die beiden £-Isothermen nicht zu schneiden 
brauchen. In diesen beiden Fällen ist es daher auch gleichgültig, 
welche Lage die £-Isotherme einer dritten Phase zu denen der 
beiden Formen 8’ und 8 hat. Wenn nur ihre Lage die in den 
Figg. 10 a und d gezeichnete ist, so ist die Form 8 in Bezug 
auf die Form 8 für alle Dracke bei der Temperatur dieser Schnitte 
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durch die £-Fiächen total instabil. In den Füällen b und c ist aber 
die Lage der £-Isotherme der Phase 2 für die Frage, ob die 
Form 8’ total instabil oder partiell stabil ist, von ausschlag- 


d 


Fig. 10. 


gebender Bedeutung: wenn nämlich der Schnittpunkt der Isothermen 
& und £, über der £-Isotherme der Phase 2 liegt, so ist die Form 
8’ total instabil, im anderen Falle partiell stabil. 

Ebenso wie für v,—+v, mit steigendem Druck ein Zeichen- 
wechsel stattfindet, wenn v, bei kleinen Drucken grôBer ist als v,, 
so kann bei steigendem Druck ein Zeichenwechsel für v, — v,, wenn 
v, bei kleineren Drucken grôBer ist als v,, eintreten. 

Wenn das Volumen der instabileren Form bei Stoffen, die 
unter VolumenvergrôBerung schmelzen, beim Druck von 1 Kg. 
grôBer ist als das Volumen der stabileren Form, so kôünnte bei 
Stoffen, die unter Volumenverkleinerung schmelzen, das Volumen 
der instabileren Form kleiner sein als das der stabileren Form. 
Aber die reine Thermodynamik vermag die Frage nicht zu ent- 
scheiden, geschweige denn anzugeben, bei welchem Drack die Um- 
kebr der betreffenden GrôüBenbeziehung eintritt. | 

Für die £-Isobaren der Formen 3’ und 8 gelten ganz analoge 
Beziehungen; auch hier kônnen bei der Einschränkung, daB sich 
das GrôBenverhältnis von c’, und ©, mit der Temperatur nicht 
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umkebrt, vier Fälle unterschieden werden, die den diskutierten 
Füällen analog sind. Diese vier Füälle sind 


Co 
2) —n>-" uw — 


T 
ch 
b) —m>-m und > 


D -n<-n wd -#>-# 
Cps gs 
d) —-m<-" und TS T 


Wir werden nun hauptsächlich den Fall b) berücksichtigend 
die analytischen und geometrischen Bedingungen totaler und par- 
tieller Stabilität ableiten. Der Fall b) ist deshalb von besonderem 
Interesse, weil, wenn für ibn die Bedingungen festgestellt sind, 
diese erst recht für die anderen einfacheren Füälle zutreffen. 

Die Form 3° wird in Bezug auf die Form 3 bei einer kon- 
stanten Temperatur instabil sein, wenn ihre £-Werte, Fig. 10b, 
im ganzen Druckintervall zwischen den beiden Gleichgewichts- 
drucken der beiden Phasen 3’ und 2 grôBer sind als die £-Werte 
der Form 3. Es muf also für die totale Instabilität der Form 3’ 
die Beziehung: 


‘d, id, 
ent [7 cé > Ent TE dp 
gelten. 


Schreibt man hierfür 


li 


Ps 
Ésp! ‘7 És p! 4 (v, — vs) dp 
pi 
und berücksichtigt, daB nach Gleichung 2): 
6 Dh 
(63 — 6) pl = (2, — v,) dp 


Pi 
ist, so erhält man: 


14) fev) 8 > [7e 09 à. 
pi 


Pi 


Diese GrôBenbeziehang der beiden Integrale ist also die Bedingung 
totaler Instabilität der Form 3’ in Bezug auf die Form 8. 
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Kehrt sich das GrôBenzeichen um, so stehen die beiden Formen 
im Verhältnis partieller Stabilität zu einander. Um eine Form, 
die in Bezug auf eine Form 3 partiell stabil ist, von einer Form 
3", die in Bezug auf die Form 8 total instabil ist, zu unterscheiden, 
werden wir sie als eine Form 4 bezeichnen. Die Bedingung par- 
tieller Stabilität ist dann durch die Beziehung : 


15) JC — 0) dp < [#(, — 0) dp 
Pi pi 


gegeben. 

In ganz analoger Weise werden aus den £-Isobaren die Be- 
dingungen totaler und partieller Instabilität abgeleitet. 

Aus Fig. 7 folgt die Beziehung: 


schreibt man hierfür: 


' T; ' 
(& & &)T! > = (CA = M3) aT 
Ti 
und verbindet diese Beziehung mit der Gleichung 6), so erhält man: 
T, T} 
16) —f[ (m—0)AT> FAR ? (ns — %) AT 
T GA 


als Bedingung totaler Instabilität der Form 8’ gegen die Form 8, 
und als Bedingung partieller Stabilität die Beziehung 


T! 7 
17) = (mm — 1N3) AT < — “(mp — 1) 47: 
J ; 2 


Fällt die Gleichgewichtstemperatur 7, unter den absoluten Null- 
punkt, so ist sie durch 7' — 0 zu ersetzen. 

Wenn die Beziehungen 14) und 16) bei allen Drucken und 
T'emperaturen für die Formen 8’ und 3 erfüllt sind, so ist die 
Form 3! total instabil in Bezug auf die Form 3, und bei Er- 
füllang der Beziehungen 15) und 17) in einem gewissen Zustands- 
gebiet stehen die Formen 3 und 4 im Verbältnis partieller Sta- 
bilität. | 

Die geometrische Deutung der Bedingungen totaler Instabilität 
veranschaulicht die gefundenen Beziehungen. In Fig. 11 schneiden 
sich die Volumenisothermen der Phase 2 und der beiden Formen 
8! und 8; und zwar ist der Fall, daB die Volumenisothermen 8’ 
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und 3 der beiden Formen 3’ und 3 sich ebenfalls schneïden, dar 
gestellt. 


Die Beziehung 14) sagt, daB für die Flächenstücke ac db, 
ogh und odf die Ungleichung 


acbd=>ogh—-odf 
gilt. Ferner gilt eine der Beziehung 14) ganz analoge Ungileichung, 


zu der man auf analogem Wege wie zur Beziehung 14) gelangt, 
nämlich die Ungleichung: 


FC, — »,) dp > - f (v, — vs) dp. 
Pa pi 


Die geometrische Deutang dieser Beziehung ist: 
glki=0ogh—oûf 


Schlieflich sei noch daran erinnert, da nach Gleichung 7) des 
ersten Teils je zwei Flächenstücke einander gleich sind, es gilt 
nämlich : 

abn = nik 
und 

cfm = mih 

Die geometrische Deutung der Beziehung 16) ist ans Fig. 12, 

in der die 7-Isobaren der Phasen 2, 8 und 8’ dargestellt sind, zu 
ersehen. Wenn entsprechende Beziehungen wie oben für die 
Flächenstücke abcd, odf und 0gh erfüllt sind, so ist die Form 8’ 
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Fig. 12. 
bei allen Drucken in Bezug auf die Form 3 instabil, wie oben 
gelten die Ungleichungen 


abcd => odf —ogh 
und 

glki=> ogh— odf. 
Ferner gelten nach Gleichung 5) des ersten Teils für folgende 
Flächenstücke die Gleichungen 


abn = nlk 
und 
cfm = mih. 


8. Die Lage der Zustandsfelder partiell stabiler 

Formen wird durch das Volumen und den Wärme- 

inhalt der Formen geregelt,und dieGrôBenbeziehungen 

dieser Eigenschaften weisen auf totale oder partielle 
Instabilität. 


Da nach dem Prinzip von H. Le Chatelier einer Druck- 
erhôhung in einem im Gleichgewicht befindlichen System, wobei 
sich der Druck und die Temperatur im System auf der Gleich- 
gewichtskurve ändern, eine Druckänderung in entgegengesetzter 
Richtung folgt, so mu sich bei Volumenverkleinerung die Form 
mit kleinerem Volumen bilden. Hieraus folgt, da beim Über- 
schreiten einer Gleichgewichtskurve in Folge isothermer Druck- 
steigerung das System aus dem Zustandsfeld der Form mit 
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grôBerem Volumen in das der Form kleineren Volumens gelangen 
muf. Andererseits wird bei isobarer Temperatursteigerung das 
System aus dem Zustandsfelde der Form kleineren Wärmeinhaltes 
in das der Form grôferen Wärmeinhaltes kommen müssen, weil 
der ursprünglichen Temperatursteigerung, bei sich der Druck und 
die Temperatur im System auf der Gleichgewichtskurve bewegen, 
eine entgegengesetzte Temperaturänderung folgt, welche durch 
Bildung der Form grôBeren Wärmeinhaltes bedingt wird. 

Mit Hilfe der é€-Fanktion gelangt man leicht zu demselben 
Resultat und hieran anknüpfend erhält man in den Beziehungen 
der Volumen und der Wärmeinhalte beider Formen ein Kenn- 
zeichen für partielle und totale Instabilität der beiden Formen, 
welches allerdings nicht mit Sicherheit, aber doch mit einer ge- 
wissen Wahrscheinlichkeit zu entscheiden gestattet, ob eine Form 
in Bezug auf eine andere partiell oder total instabil ist. 

In Fig. 13 sind die é-Isothermen der Flüssigkeit 2 und der 
beiden partiell stabilen Formen 3 und 
4 gezeichnet, für die Richtung dieser 
Isothermen gelten in den beiden 
Schnittpunkten die Beziehungen 


Aeés _ rés LE EC 
dd ed 
und daher auch 
Fig. 13. CAC and y > Ve 


Man ersieht, daf, wenn diese Beziehungen gelten und die £- 
Isothermen sich schneiden, jede der Phasen 2, 3 und 4 ein Druck- 
intervall besitzt, in dem sie stabil im Vergleich zu den beiden 
anderen Phasen ist, weil bei der Erfüllung jener Bedingungen für 
jede Phase ein Druckintervall existiert, in dem ïihre €-Isotherme 
tiefer liegt als die der beiden anderen Phasen. Dann müssen diese 
Druckintervalle, in denen die einzelnen Formen stabil sind, ein- 
ander in der Reïhenfolge der Volumen folgen. In ganz analoger 
Weise ergibt sich aus den f-Isobaren der Phasen 2, 3 und 4, Fig. 14, 
die Regel, daB die bei hôheren Temperaturen stabilere Phase bei 
ibrer Bildung aus der bei tieferen Tem- 
peraturen stabilen Phase Wärme auf- 
nehmen muB; denn die Reiïhenfolge der 
Temperaturintervalle, in denen die {- 
Isobare einer der drei Phasen tiefer liegt 
als die der beiden anderen Phasen, in 
denen also gerade diese Phase stabiler 
ist als die beiden anderen, fordert die 
Beziehungen 


Fig, 14 
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d, A d, (A =. dy ds 
LE nd à on à 


oder 


MEN M = M: 
hieraus folgt: 


m—%>0 und 7 — % > 0 


und damit auch für die Umwandlungswärmen bei konstantem Druck 
die Beziehungen 


(ns E” 74) Tu > 0 und (Ms re 93) Ta > 0. 


Diese beiden Regeln werden von praktischer Bedeutung, wenn 
es sich darum handelt, für zwei Formen, deren Umwandlungs- 
kurven in Zustandsgebieten liegen, welche dem Experiment bisher 
nicht zugänglich waren, die Zustandsfelder ihrer absoluten Stabi- 
Ütät zu prognostizieren. Es sei hier nur auf das Beispiel Diamant 
und Graphit!) hingewiesen. 

In naher Beziehung zu diesen allgemein gültigen Regeln stehen 
zwei andere Regeln, deren Aussagen aber nur eine gewisse Wahr- 
scheinlichkeit zukommt. 

Es ist nämlich die Wahrscheinlichkeit,. daf sich die €-Iso- 
thermen zweïer Formen bei wachsendem Druck schneiden werden, 
viel geringer, wenn die beiden £-Isothermen bei kleinen Drucken 
divergieren, als wenn sie konvergieren. Wenn also das Volumen 
der instabileren Form bei kleinen Drucken grôüBer ist als daf der 
stabilen Form, so ist es wahrscheinlich, daB die instabilere Form 
bei allen Drucken instabiler als die stabile bleibt, und wenn die 
umgekehrte GrôBenbeziehung der Volumen besteht, so ist es wahr- 
scheinlich, daB beide Formen partiell stabil sind. 

Ebenso ist es weniger wabrscheïinlich, daB die £-Isobaren der 
beiden Formen sich bei tieferen Temperaturen schneiden werden, 
wenn beim Schmelzpunkt der instabileren Form die beiden 6-Iso- 
baren divergieren, als wenn sie konvergieren. Wenn also die 
Entropie der instabileren Form beim Schmelzpunkt dieser Form 
grôBer ist als die der stabileren Form, oder die Schmelzwärme 
der instabileren Form kleiner ist als die Schmelzwärme der stabi- 
leren beim Schmelzpunkt der instabileren, so ist es wabrscheinlich, 
daB die instabilere Form bei allen Temperaturen unterhalb ihres 
Schmelzpunktes instabiler bleiben wird als die stabilere Form, 
und wenn für die Schmelzwärmen die umgekehrte Grôfenbeziehung 


1) Zeitschr. f. physik. Chemie 69 S. 569 1909. 
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besteht, so ist.es wahrscheinlich, dafi ein Stabilitätswechsel ein- 
treten wird, daB die beiden Formen partiell stabil sind. 

Es sind also die GrôBenbeziehungen der Volumen und der 
Schmelzwärmen zweier Formen verschiedener Stabilität als Kenn- 
zeichen totaler respektive partieller Stabilität zu betrachten. Wenn 
die instabilere Form das grôBere Volumen und die kleinere Schmelz- 
wärme hat, so tritt ein Stabilitätswechsel für beide Formen wahr- 
scheinlicher Weise nicht ein, derselbe ist aber zu erwarten, wenn 
für die Volumen und Schmelzwärmen die umgekehrte Grôfen- 
beziehung besteht. 


Die reine Thermodynamik läft, wie wir sahen, die Ableitung 
von Regeln über die Lage der Gleichgewichtskurven verschiedener 
Formen, die sich ihrer Stabilität nach unterscheiden, zu. Zur Ab- 
leitung dieser Regeln war es nützlich, ein thermodynamisches 
Klassifikationsprinzip einzuführen. Die thermodynamische Krystall- 
gruppe ist dadurch gekennzeichnet, da sich die £-Flächen der 
Formen einer Gruppe unter einander nicht schneiden, während 
sich die €-Flächen der Formen verschiedener Gruppen unterein- 
ander schneiden. Die praktische Bedeutung dieser Klassifikation 
und der Sätze über die Lage der Gleichgewichtskurven der Formen 
zweier Krystallgruppen konnte an einem Beispiel, den Formen des 
Wassers, gezeigt werden. 

Ferner lieB sich eine Reiïhe von GrôfBenbeziehungen angeben, 
welche die Messung der Instabilität verschiedener Formen einer 
Krystallgruppe in Bezug auf eine stabile Form praktisch auszu- 
führen gestatten. Die Bedingungen totaler und partieller Stabi- 
lität, der Existenz einer oder mebrerer Krystallgruppen, liefen 
sich aus den Volumen- und Entropieflächen ableiten, und eine 
Regel von praktischer Bedeutung, welche mit einer gewissen 
Wabrscheinlichkeit die totale Instabilität von der partiellen zu 
unterscheiden gestattet, lieB sich angeben. 

Diese Untersuchung läft aber auch die Grenzen rein thermo- 
dynamischer Erkenntnis auf dem Gebiete des Polymorphismus 
übersehen. Die reine Thermodynamik kann, wenn ihr die Tatsache 
der Existenz verschiedener Formen verschiedenen Volumens und 
verschiedener Entropie gegeben ist, Regeln über die Lage der 
Gleichgewichtskurven dieser Formen angeben, sie kann aber nicht 
die Notwendigkeit der Existenz dieser Formen, die Tatsache des 
Polymorphismus beweisen. ÆEbenso wenig kann sie etwas über die 
Anzabl der Krystallgruppen eines Stoffes und die Zahl ihrer 


Zur Thermodynamik der Gleichgewichte in Einstoffsystemen. 3bù 


Glieder sagen. Hier haben die Erfahrung und eine speziellere 
Theorie, die Atomistik, weiter zu helfen. 


©) Der Polymorphismus und die Molekularzusammehsetzung der 
Flüssigkeiten. 


Die Anzahl der thermodynamisch unbeschränkt môglichen 
Krystallgruppen wird durch die Erfahrung beschränkt und in 
enge Beziehung zur Molekularkonstitution der Flüssigkeiten, aus 
denen sich die Krystallgruppen bilden, gebracht. 

Uber die Anzahl der Krystallformen derselben Gruppe lehrt 
die Erfahrung, daB, je eingehender die Stoffe, besonders diejenigen, 
welche sich unterkühlen lassen, untersucht werden, um so mehr 
instabile Formen derselben Krystallgruppe aufgefunden werden. 
In dieser Richtung ist also durch die Erfahrung bisher keine Be- 
schränkung zu verzeichnen, aber betreffs der Anzahl der Krystall- 
gruppen selbst besteht eine solche Beschränkung. 

Aus Flüssigkeiten, die ihren Werten der Eôtvôüs- 
schen Konstante nach zu urteilen, nur aus einer Mo- 
lekülart bestehen, krystallisieren nur die Formen 
einer Krystallgruppe. 

Es konnte nämlich festgestellt werden, da im Zustandsfelde 
von 1 bis 3000 kg Umwandlungskurven bei diesen Stoffen nicht 
zu finden sind, daB also die stabilen Formen dieser Stoffe wahr- 
scheinlich im ganzen Zustandsfelde des anisotropen Zustandes 
stabil sind, und daf die instabilen Formen dieser Stoffe wahr- 
scheinlich total instabil sind. 

Ferner lehrte die Erfahrung, daB bei Stoffen, die im flüs- 
sigen Zustande assoziiert sind, häufig eine Umwand- 
lungskurve, in einzelnen Fällen auch mehrere festzustellen 
sind, daB also aus assoziierten Flüssigkeiten mehrere 
Krystallgruppen krystallisieren kônnen. 

Nicht assoziierten Flüssigkeiten entspricht immer nur 
eine Krystallgruppe, assoziierten Flüssigkeiten kôünnen 
mehrere Krystallgruppen entsprechen. 

Im Folgenden wird dieser Zusammenhang an dem bisher vor- 
liegenden Versuchsmaterial dargelegt werden. 

R. Eôtvôs') hat gefunden, da die molekulare Oberflächen- 
energie, das Produkt aus der Oberflächenspannung «& und der mo- 


lekularen Oberfläche, die sich aus dem Molekularvolumen v zu v$ 
ergibt, bei nicht assoziierten Flüssigkeiten mit der Temperatur 
linear abnimmt, und da8 der negative Temperaturkoeffizient der 


1) Wied. Ann. 27, 452 (1886). 
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| $ : 
molekularen Oberflächenenergie — ane bei nicht assozierten 


Flüssigkeiten Werte besitzt, die um den Wert 2.27 schwanken. 
Bei assozierten Flüssigkeiten ist dieser Wert kleiner und nähert 
sich mit wachsender Temperatur dem normalen Wert 2.27. 


Die Grenze, bis zu der nach tieferen Temperaturen hin die 
_Gresetze von Eütvôs gelten, ist nicht genauer bekannt. Eütvôs 
selbst nimmt an, daB diese Grenze mindestens bis in die Mitte 
zwischen dem absolutea Nuallpunkt und der kritischen Temperatur 
reicht. Da in der Nähe dieser Temperatur häufig die Schmelz- 
punkte der Stoffe liegen, so gelten die Gesetze von Eôtvôs im 
allgemeinen für Flüssigkeiten bei der Temperatur ihres Schmelz- 
punktes. 

Man hat also zwei Kriterien, an denen zu erkennen ist, ob 
eine Flüssigkeit aus einer einzigen Molekülart besteht oder ob sie 
ein Gemenge zweier oder mehrerer Molekülarten darstellt. Die 
lineare Abnahme der molekularen Oberflächenenergie mit zunehmen- 
der Temperatur weist darauf hin, da die Flüssigkeit in dem be- 
treffenden Temperaturintervall hauptsächlich aus einer Molekülart 
besteht, und der Wert der Temperaturkoeffizienten soll bei solchen 
‘ Flüssigkeiten nicht unter einen gewissen Betrag sinken. Dieser 
Betrag kann nicht mit Sicherheit angegeben werden. Nach Eôtvôs 
schwanken die Temperaturkoeffizienten um den Wert 2.27, nach 
Ramsay und seinen Mitarbeitern um den Wert 2.12. Man wird 
also eine Flüssigkeit mit einem Temperaturkoeffizienten, der grôBer 
ist als 2.00, als im Wesentlichen normal und Flüssigkeiten mit 
Temperaturkoeffizienten kleiner als 2.00 als merklich assoziiert 
and zwar um so mebr, als der Temperaturkoeffizient kleiner als 
2.00 ist, ansehen dürfen. 

In der folgenden Tabelle sind für 29 Stoffe folgende Angaben 
zusammengestellt: 1. Die Zahl der stabilen Krystallarten, welche 
mit der Zahl der Krystallgrappen identisch ist; sie ist den Zustands- 
diagrammen aus ,Krystallisieren und Schmelzen“ entnommen. 2. Die 
Zahl der bisher bekannt gewordenen instabilen Formen. 3. Die 
Werte SL , diese sind nach den Angaben von Ramsay und 
Shields (Ztschr. f. phys. Chem. 12, S. 433), Longinesau (Ann. 
Scient. Jassy 1904), Feustel (Ann. der Phys. 16, S. 61), Dutoit- 
Fridrich (Compt. rend. 130, S. 327), Verschaffelt (Verslag. Amster- 
dam 1895) und den noch nicht publizierten Messungen des Herrn 
Dr. R. Thibaut zusammengestellt. In der 5. Kolonne ist durch 
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Anfangsbuchstaben auf den Namen dessen, von dem die Messung 
herrübrt, hingewiesen worden. 4. Der Quotient Prob rar diesen 
ist angegeben, ob derselbe im durchmessenen Temperaturintervall 
verschwindet, was durch das Zeichen O0 kenntlich gemacht ist, oder 
ob derselbe einen merklichen Wert hat, worauf durch die Zeichen 
+ und — hingewiesen ist. 

Man ersieht aus der Tabelle, da8 bei normalen Flüssigkeiten, 


die durch einen JOUET grôBer als 2.00 und dadureh, das für 


sie 20 = Oist, gekennzeichnet sind, nur eine Krystallgruppe be- 
obachtet worden ist, daB also in den Zustandsdiagrammen der 
Stoffe, die im flüssigen Zustande aus einer Molekülart bestehen, 
Umwandlangskurven nicht auftreten. Für die Kohlensäure, COs, 
wurden zwischen 3000—4500 kg bei derselben Temperatur mehrere 
Gleichgewichtsdrucke bestimmt (,Krystallisieren und Schmelzen“ 
S. 296). Da aber müglicher Weise die druckübertragende Flüssig- 
keit sich mit der COs gemischt hatte, so konnte auf Grund dieser 
Beobachtungen die Existenz einer zweiten stabilen CO:-Form nicht 
abgeleitet werden. Beim o-Kresol wurden die Steighôhen für ein 
wasserhaltiges Präparat bestimmt, wodurch die Flüssigkeit vielleicht 
normaler erscheint, als es das reine o-Kresol ist. 


(Tabelle siehe folgende Seite.) 


Die Atomistik kennt zwei Wurzeln des Polymorphismus. 
Durch Anordnung verschiedener Molekülarten desselben Stoffs in 
verschiedene oder auch gleiche Raumgitter künnen thermisch diffe- 
rente Formen, aber auch durch Anordnung derselben Moleküle in 
verschiedene Raumgitter kônnen solche Formen entstehen. 

Die Formen, welche aus derselben Molekülart aufgebaut sind, 
werden zu einer molekularen Krystallgruppe zusammengefaft 
werden. 

Da es zur Zeit nicht môglich ist, auf rein atomistischem Wege 
zu beweisen, daB sich die Reïhenfolge der Stabilitäten der Formen 
einer molekularen Gruppe im Zustandsfelde der stabilsten Form 
nicht ändert, oder daB nur Formen verschiedener, molekularer 
Krystallgruppen untereinander ins Gleichgewicht kommen kônnen, 
und da auf thermodynamischem Wege der Beweis, daB sich die 
t-Flächen der Formen einer molekularen Krystallgruppe nicht 
schneiden, in Ermangelung einer Zustandsgleichang nicht erbracht 

Kgl. Goes. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Kiasme. 1911. Hefs 8. - 96 
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5 Cr -| 5) Fe | 

Sais 

A + A Lu | #=) 

CENT NT Ë 

sr |lSsS 

PEREEL 

el ec d'” 
1. Wasser 2 2 
2. Essigsäure 2 
3. Ameisensäure 1 : 
4. Schwefel 2 4 ; 
5. Phenol 2 I 1,80 — Th. 
6. Palmitinsäure 1 1.60 0 Th. 
7. Formanilid 1 1 1.66 — Th. 
8. p-Toluidin 1 1.91 0 Th. 
9. o-Kresol 2 1.93 0? Th. 
10. Laurinsäure 1 2.00 0 Th. 
11. Anilin 1 2.05 0 R.—Sh. 
12. Tetrachlorkohlenstofi|| 1 1 2.10 0 R.—Sh. 
13. Menthol 1 2 2.12 0 Th. 
14. p-Chlortoluol 1 2.15 0 R.—Sh. 
15. Aethylendibromid 1 2.20 0 R.—Sh. 
16. Kohlensäure 1+1?? 2.22 0 à 
17. Nitrobénzol 1 2.23 0 R.—Sh, 
18. p-Kresol 1 2.24 0 F. 
19. p-Dichlorbenzol 1 2.81 0 Th. 
20. Naphthalin 1 2.29 0 D. Fr. 
21. p-Xylol 1 2.34 0 JU 
22. Benzol 1 2.37 0 R.—Sh. 
23. Acetophenon 1 2,40 0 Th. 
24, Anethol il 2.48 0 Th. 
25. Myristinsäure 1 2.53 0 LD 
26. Diphenylamin 1 2.62 0 Th. 
27. Benzophenon 1 2.63 0 D. Fr. 
28. Benzylanilin L 2.70 0 Th. 
29. Veratrol 0 


ni 


| 2.97 


werden kann, so müssen wir uns an die Erfahrung wenden, um 
die Berechtigung dieser Sätze zu erweisen. Dieses Ziel wird er- 
reicht, wenn wir die Erfahrungssätze atomistisch deuten. 

1. Bei gleichem Druck und gleicher Temperatur kônnen aus 
einer Flüssigkeit zwei und mehr verschiedene Formen krystalli- 
sieren. Diese Formen kommen aber, so weit die Erfahrung reicht, 
untereinander nicht ins Gleichgewicht. Ein Wechsel in der Stabi- 
lität dieser Form vollzieht sich also wahrscheinlich im ganzen Zu- 
standsfelde der stabilsten Form nicht. Da solche Formen sowohl 
aus assoziierten als auch aus normalen Flüssigkeiten sich bilden, s0 
ist zu schlieBen, da diese Formen aus derselben Molekülart auf- 
gebaut sind, daB also die Formen einer molekularen Gruppe mit- 
einander nicht ins Gleichgewicht kommen. 

2. Aus einer normalen Flüssigkeit krystallisieren nur Formen 
einer thermodynamischen Gruppe. Daher ist es mindestens wahr- 
scheinlich, daf die Formen einer Gruppe aus denselben Molektilen 
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aufgebaut sind, und man darf die Annahme, da$ die Krystallisation 
normaler Flüssigkeiten von Polymerisation begleitet ist, als un- 
wahrscheinlich zurückweisen. Bedenkt man, daf auch bei den 
Stoffen, für die bisher keine instabilen Formen gefunden wurden, 
wabrscheinlich auch solche Formen in nicht kleiner Zahl existieren 
werden, 80 ist die Tatsache, daf in den Zustandsdiagrammen der 
Stoffe, die im flüssigen Zustande nicht assoziiert sind, keine Um- 
wandlungskurven gefunden sind, ein Zeichen dafür, da die Formen, 
welche sich aus einer normalen Flüssigkeit bilden, zu einer thermo- 
dynamischen Gruppe gehôüren. | 

8. Aus assoziierten Flüssigkeiten kônnen, auch wenn bei der 
Krystallisation keine neuen Molekülarten gebildet werden, mehrere 
Krystellgruppen entstehen. Daher ist zu erwarten, daB in den 
Zustandsdiagrammen von Stoffen, welche als Flüssigkeit assoziiert 
sind, Umwandlungskurven auftreten werden. Aber das Auftreten 
der Umwandlungskurven ist nicht notwendig. Denn, wenn sich 
schon bei kleinen Drucken die Molekülart kleinsten Molekular- 
volumens krystallbildend betätigt, dann sind bei hôheren Drucken erst 
recht die Molekülarten grôBeren Molekularvolumens von der Krystall- 
bildung ausgeschlossen ; tritt aber bei kleinen Drucken die Molekül- 
art grôBeren Molekularvolumens krystallbildend auf, dann ist bei 
hôheren Drucken die Bildung einer neuen Krystallart aus den 
Molekülen kleineren Molekularvolumens mit Sicherheit zu erwarten. 
Etwas ganz analoges gilt für die Erniedrigung der Temperatur, 
hierbei kommt es auf die Wärmekapazität der verschiedenen 
Molekülarten an. Tritt beim Schmelzpunkt die Molekülart kleinster 
Wärmekapazität ins Raumgitter, so ist damit die Bildung von 
Formen mit grôBerer Wärmekapazität verhindert, und obwohl die 
Flüssigkeit assoziiert ist, so kann es doch nur zur Bildung einer 
Krystallgruppe kommen. Wenn aber beim Schmelzpunkt die 
Molekülart grôBter Wärmekapazität sich krystallbildend betätigt, 
so wird es bei tieferen Temperaturen zur Umwandlung der ge- 
bildeten Form in die mit Molekülen kleinerer Wärmekapazität 
kommen kônnen. : 

Wenn nur Molekülarten, die in den Flüssigkeiten vorhanden 
sind, auch in den Krystallen sich wiederfinden, so fordert die Ato- 
mistik für normale Flüssigkeiten eine Krystallgruppe und läBt 
für assoziierte Flüssigkeiten die Bildung einer oder mebhrerer 
Krystallgruppen zu. Zu diesem Resultat führt auch die Erfahrung. 
Daraus folgt, daB die thermodynamisch und atomistisch definierten 
Krystallgrappen identisch sind. Oder daf Formen, welche aus 
"erselben Molekülart aufgebaut sind, mit einander nicht ins Gleich- 
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gewicht kommen, während Formen, welche aus verschiedenen 
Molekülen bestehen, mit einander ins Gleichgewicht kommen. 

Damit ist die Molekulargewichtsbestimmung der Krystalle 
auf die der Flüssigkeiten zurückgeführt, da man behaupten darf, 
daB krystallbildend nur solche Moleküle wirken, welche als solche 
in den Flüssigkeiten vorhanden sind. 


Über die Verteilung der Zahlen, 
welche aus » Primfaktoren zusammengesetzt sind. 


Von 
Edmund Landau in Güttingen. 


Vorgelegt von Herrn Klein durch den vorsitzenden Sekretär in der Sitzung 
vom 1. Juli 1911. 


Es bezeichne x,(x) die Anzahl der Zahlen =x, welche aus 
zwei verschiedenen Primfaktoren zusammengesetzt sind, d.h. die 
Anzahl der Lôsungen von 


ME 2h 


in Primzablen p,q. Nachber wird auch von x,(x), der Anzahl 
aller aus » verschiedenen Primfaktoren zusammengesetzten Zahlen 
£x, die Rede sein; aber alles Neue, was ich zu sagen habe, findet 
bereïts bei » — 2 seinen prägnanten Ausdruck. Daher soll hier 
zunächst und auch im ersten Teil der folgenden Abhandlung nur 
von z%,(x) die Rede sein. 

Die Veranlassung, eine meiner Erstlingsarbeiten!) wieder auf- 
zunehmen, ist eine im hiesigen GauBarchiv kürzlich?) gefundene 
Notiz aus dem Jahre 1796, in welcher GauB der Vermutung Aus- 


druck gibt, daf x,(x) näherungsweiïse re ist. Die Richtig- 


keit der a8ymptotischen Gleichheit beider Funktionen, d.h. des 
Satzes ?) 


1) Sur quelques problèmes relatifs à la distribution des nombres premiers 
{Bulletin de la Société mathématique de France, Bd. XXVIIL (1900), S. 25—38]. 

2) Vergl. Klein, Bericht über den Stand der Herausgabe von GauL’ Werken. 
Neunter Bericht [Nachrichten der Kôniglichen Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Güttingen, Geschäftliche Mitteilungen, Jahrgang 1911, S. 26—32]. 

8) In bezug auf alle vorkommenden Bezeichnungen sei auf $ 12 (S. 59—65) in 
meinem Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primszahlen [Leipzig und 
Berlin, 1909] verwiesen. 


Kgl. Ges. 4. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1911. Heft 4. 26 
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ælog log x 
(1) 7% Dr 


anders geschrieben 


log1 
AE x log log x +o(£ og 2), 


log x log x 


habe ich zuerst a. a. O. bewiesen, von dem Hadamard-de Ia 
Vallée Poussinschen Primzahlsatz 


æ du 
(2) æ (x) Dgz TJ], Togu 
ausgehend durch eine elementare, d.h. nicht nochmals aus den 
transzendenten Quellen (Zetafunktion) schôpfende Methode. Zu- 
gleich bewies ich dort, von dem schärferen (und auch heute noch 
abgesehen von dem vergrôBerten Werte der Konstanten « unüber- 
. troffenen) de la Vallée Poussinschen Satze 


(8) a(x) — ee +0 bé & Viogz) 


ausgehend, daf 


__ æloglogzx 2 
() AO log x g a ] 


ist. In meinem Buche’) kam es mir nur auf die Entwicklung des 
— wie ich seit dem 27. 1. 1911 weiB, schon von GauB ver- 
muteten — Hauptresultates (1), d.h. des Beweises der asympto- 
tischen Grleichheit von x, (x) mit einer der einfachsten Funktionen an. 
Ich habe daher dort nur (1), nicht (4) bewiesen. Jetzt interessierte 
es mich aber sehr festzustellen, ob man nicht mehr als (4) be- 
weisen kann. Zunächst wäre die Frage zu beantworten, ob 


. (@) ve: log log x 
b lim 
(6) Aie = 
logæ 


existiert, d.h, ob die in (4) mit O FE) bezeichnete Funktion 
die Gestalt 


1) S. 205—208. 


10) 
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x x 
log x re) 
bei konstantem À, hat oder nicht. Diese Frage und mebr läBt 
sich in der Tat erledigen. 

Im $ 1 werde ich aus (3) durch eine Verschärfung der da- 
maligen elementaren SchluBkette die Existenz von (5), d.h. die 
Relation 

__ æloglogx x + 
(6) tas log x sh log x Er 
beweisen. Im $ 2 beweise ich mit derselben Methode für jedes 
ganze positive ”, daf eine Relation 


7, (x) = . (log log x + 4,) + FE (L! log log x + 4,) +. 
(Q) ; : 
Log pee FEV 
+ log" z ((m—1)!log logz+4)+0(T) 
besteht. 


Über x,(x) vermutet Gau$ in der neulich gefundenen Notiz 
(wenn er es auch nur noch für » = 3 explizit formuliert, um dann 
ein & sic in inf. hinzuzufügen) 

1 z (log log x)" 


@) mor (v—1)! log x 


(8) ist richtig, und ich habe es a. a. O. zuerst bewiesen, von (2) 
ausgehend; ebenda erschlo8 ich unter Zuhilfenahme von (3) die 
etwas schärfere Relation 


À x (log log x)" ( x (log log x)” ) 
(9) x,(x) = fr! di + ocean Tes 


welche im Falle » — 2 in (4) übergeht. Im $ 3 der vorliegenden 
Arbeit werde ich für jedes ganze v = 2 und jedes ganze mZ1 
die Existenz einer Relation 


24 l ne rs .… 
a, (&) = Re (log logx) "+4, (loglogx) *+ +4) 
Jr 1! 
rs 
x (m—1)! mare ) o z ) 
À Log” x x (log log x) op + m,0 + log” x 


beweïisen. Zur Vermeidung eines mühevollen Induktionsschlusses 
beweise ich in diesem $ 3 die Relation (10) nicht durch den Schluñ 
26* 


sr doglogz) "++ 4,)+ 
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von »—1 auf » (wie dies im $ 2 für » — 2 geschah), sondern 
schôpfe sie direkt aus den transzendenten Quellen; übrigens — 
worauf es aber gar nicht ankommt — setzt mein Beweis daher 
den Primzahlsatz (2) nicht voraus. Ich beweise eben in $ 8 die 
Relation (10) durch fast unmittelbare Übertragung einer der Be- 
weisanordnungen'), welche ich zur Erledigung des Falles » = 1, 
d. h. zur Auffindung einer môglichst kurzen Begründung der de À 
Vallée Poussinschen Relation 


11% por ({m—1)!zx +o[ 
Dee d log’x u log” x 


x, (@) = rl 


angegeben hatte. Die bei der Ausdehnung von 1 auf v auf- 
tretenden Schwierigkeiten lassen sich, wie $ 3 zeigt, sämtlich 
überwinden; natürlich beweise ich dabei gleichzeitig auch jenen 
bekannten Spezialfall » — 1 von (10). 

Im $ 4 werde ich die Richtigkeit desselben Resultates (10) 
(mit anderen Konstanten 4) für die beiden Funktionen @,(x) und 
6,(x) beweïsen, für welche ich damals die der Formel (9) ent- 
sprechende Abschätzung bewiesen hatte. o,(x) ist die Anzahl der 
Zahlen <x, welche aus genau » verschiedenen Primfaktoren (in 
beliebiger Vielfachheit!) zusammengesetzt sind; 6,(x) ist die Anzahl 
der Zahlen = x, welche das Produkt von v Primzahlen (mehrfache 
mehrfach gezählt!) sind ?). 


Erster Teil. 
sh 
Es ist x,(x) die Anzahl der Primzahl-Lôüsungspaare p, q von 
PQZzx, p<q. 
Jedem p entsprechen also alle g, welche den Bedingungen 
æ 
LEI Fa 


genügen; d.h. p muB < \z sein, und alsdann entsprechen ihm 


x 5 —x(p) Werte von qg. Daher ist 


1) Vergl. 8 64 meines Handbuchs. 
2) Die Zahl 50 = 2.5? z. B. rechnet also bei keinem x,, dagegen bei ç, und 
6, mit. 
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a, (t) be (r (F)-x@) 


VE 
=, 2-66 “) 
LU nu de 
NE (+244 x (V2) 
1) aa) (EVE) +5 2 (V0). 


Wegen 


«on € o( 


ist nach (11) 


Ha log’ x 
lou ME Eh 
Nan ist nach (3) 
(13) 20 = fre +0): 


also liefert (12) weiter 


— du 
2 ee ee ae PR 
à AT 11 2 
(44 = Z Pnerto(res): 
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Bei der in (14) auftretenden Summe werde die Summation mit 
der Integration PRE Für u<Vx kommen alle p<Vx, für 


Vz =u ALT alle p = _ in Betracht. Das gibt 


AE bee = f*> (Vx) Er fe bi: 
— x (Vx) fans Fa ones ETRE: 


(15) = x(Vx) Lt ef SOLE 


v'(logx— log v) 


= of. 0 À a (v) dv 


logx logæ v'(logzx — log v)’ 


also, in (14) eingesetzt, 


__ fVz  æ(vjdv x 
(1) (hs AC ER ENTD +): 


Nun werde für v=2 
x (v)— 
gesetzt, sodaB nach (13) 


10 = 0) 


[F8 


konvergiert. Für das in (16) auftretende Integral erhält man 


es a (v) dv 
v’ (log x — log v'(log x — log v) 


2 jè VE dv. 4 fs n(v) dv 
9 vlogv(logæz—logv) ) v(logz—logv) 


= FOUT fan 
log 2 w(logxz—w) J, v' \logx  logz(logz— ra) 


F) 
Togo = 7(v) 


ist und infolgedessen 


(17) 
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ie = (ere 1 ) 4 + Re 
08T Joy 2 w logx—w ogx 


223 y (v) log v dv 


logæ v'(logx — loge) 
1 l 1 d 
= Les [log — log (log x — he a logz = a a: 5 


1 


(5 J Vz vlogvdv et | 

+0 

logz J  log'o.r (logz — log (Vx)) 
£ 

= ia (Lg É log 2) — log e log 2)- —loglog? +log(logz—log 2)) 


1 Vz 
F logæx FCO (mer J es 
(loglogx — loglog 2 +0 (1)) + . 2 (c+o(1)) 


+o(e à Zlloge) 


_ 


log logz À, ( 1 ) 
— © ——— — ——— e] ——— |. 
log x logæx logz 


Aus (16) und (17) zusammen folgt 


__æloglogz & z 
0 log x +4 log x nr 


wie in (6) behauptet wurde. 


8 2. 


Es sei m eine gegebene ganze Zahl 2. Nach (3) ist 


du x 
(18) x = eu terre) 


Dies gibt für den Klammerausdruck in (11) 


GE) + eo = [+0 | S jj+0(e) 


log"”'x logx 


Vz du \ Vz Vz ) (=) 
= + é nl eRe log””'x +0 logz 


DT UM le =) 
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(11) liefert also 


a ne 2, 2()-5 (0 res)+(rés) 


Ve 
Nan ist nach (3) 
du z 
(20) a(x) = A logu +0) 


M 
a 
PS 

| & 
—.".-" 
| 


7 du x 
Ne 


æ 
— du x 1 
F— DEEE (ar =) 
Ze, Du * De, 2 P 


fs +0 (ie) 
nr lou * log” x 


Unter Benutzung der Identität (15) folgt hieraus 
Vz du Vz ___æ(v)do 
(5) " ON logu 6 ce v'(logz—logv) 


x 
0 es 
also nach (19) 


x, (2) = RS f D A a) [ME logu 


+ [© F v° ESS v) hi Ù 


er 


(21) 


Nan ist bekanntlich 


du x l!zx (m—2)lx æ 
2 Togu Togz Fox log” ARE log”'x # He 
also 
Vz du Væ Vz Vz 
2 = Le BR LP 
) fl logu % logzx 0 0 Ones log”'zx + ete) 


Wegen (22) und (18) ist das erste Glied rechts in (21) 


e3 


(23) 
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“tes 2 logu 
+ Vz _du Vz Vz du 
2 Ü Dogue ? (5 “2 ) I 
9 g 8" "æx/]J, logu 
da Vz du \ z 
nhl D slt 1 
mire ee x ES ORAN log” x HT) 


Aus (21) wird daher 


Vz x(v) dv 2 
— «f v' (logzx — logv) +? log'x cp 


x 
+èn log” resto (res): 
Non werde für v> 2 


gesetzt; wegen (20) und 


du _ (m—1)lo v 

) logu loco kit log” v 10) 
isv 
24 = 0 ——); 
(24) n() = het 


infolgedessen ist für 8 m +1 das Integral 
CO B—1 
ji n(v) joe Dee 
2 1 


konvergent. Für das Integral in (23) erhält man mit Rücksicht 
auf die Identität 

Hess, 1 logo log”"'v log” v 
logz—loge  logz Top ze log x log"x ‘ log"z(logz—logv) 
und unter Anwendung von (24) die Abschätzung 


++ 


x (v) dv = dv 11 “Vz dv 
v'(logz—logr)  J vlog v (logzx — log v) * 1 v log” v (log x — loge) 


Vz dv Vz n (v) du 
+0 necnees 
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= ÈS C- = Es 


& vlog“v (log x — log v) 


Ve FO Vz PORN log” v dv 
+, 2 F Real Ÿ Tog” Fer) 


"(log x — logo) 
ns @=21 f° aie 


FT Leon © (log x — w) 
SR (HORS HUE 
+,2 A HAT. d+0 [ log"*1v.v* ds 
B—1 2 Vz 
ele RO log” v de) 
Ones æ log”"*" v.v logæ 


m 
Le dz md 1 dv ) 
ms = x — + —— (cs + 0 | D ir 
«2, log“x log2 2 (—2) 521 logé x \? ‘4 vlog" Fo 


logæ 


ar E Vz dv | 
+0 (meer f HS 


_#* (a=Diarcri71 É 1 £ 
= = [ C++ + titetet Ja 


a =] log La 


log 2 
log x 
e 1 1 
+, 2, logÿ x (œ+0(rxrs) er log logz) 
= S KZ? (a. log" "x+...+d,,logx+loglogz+d, ,+-. 
ml | log“ x a—1 a, 1 


1 1 c 1 
th en An de: Si pm RE 
+ da em log” “zx pi log ) 1 F1 logéx z 2 


m loglogzx € ! 
ne a ! Jos" x < 
DRE TR A ee 


Wenn (25) in (28) eingesetzt wird, ergibt sich 


del — (&—1)!loglogx + À, =.) 
PE PE En 


d. h. die in der Einleitung angekündigte Endformel (7). 
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Zweiter Teil. 
aa 


Es werde die komplexe Variable s stets — © + fi gesetzt. 

Bekanntlich!) gibt es eine Konstante c = 2 und eine Konstante 
A mit folgenden Eigenschaften: 

1) Es bezeichne G das Gebiet 


1 
nl ñ 
6=1l cLPe fürt=3, 
D die 
o=1l à für t 3, 


inkl. Rand. Dann ist in G die Riemannsche Funktion E(s) von 
Null verschieden. 

Wenn daher G' das Gebiet bezeichnet, das durch einen geraden 
Schnitt von à bis 1 aus G entsteht inkl. des Randes, d. h. auch beider 
Ufer des Schnittes, so ist die in der Halbebene 6 = 1 durch 


logE(s) = X —1 


?, . mMmp"° 


definierte Funktion in G' regulär bis auf s = 1, und 
1 
log £(s) — log = Sp 


ist auch in s = 1, d. h. in G regulär. 


JE 1 
2) Es ist für (28, oZ21--pT 


log é(s)| < À log’ |é|. 
Es bezeichne nun P(s) die für 6 = 1 durch 


D 1 
? 

1) Vergl. z. B. S. 239 meines Handbuchs, wo es als unmittelbare Folgerung 
des Satzes auf S. 179—180 entwickelt ist. Ganz ebenso folgt für die zu einem 
beliebigen algebraischen Zahlkérper gehôrige Funktion £,(s) der Satz des Textes 
unmittelbar aus demjenigen Satz über £,(s), welchen ich auf S. 667—668 meiner 
Arbeit bewiesen habe: Neuer Beweis des Primzahlsatzes und Beweis des Prim- 
idealsatzes [Mathematische Annalen, Bd. LVI (1903), S. 645—670]. Daher gelten 
alle folgenden Untersuchungen dieser $$ 3—4 bis zum Schlu8 unverändert und 
mit wôrtlich demselben Endergebnis für jeden algebraischen Zahlkôrper bei ent- 
sprechender Bedeutung von x, (x), e,(x) und 6, (x). 
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definierte Funktion. Es ist 


L 
log £(s) — P(s) = RC à 
og É(S) (s) À, 
m>2 


eine für 6 e absolut konvergente Dirichletsche Reïhe, also!) 


für 6 #8 regulär und beschränkt. Daher gilt über P(s) das fol- 
gende: 


1 
P(s) ist in G' exkl. s = 1 regulür; für |t|Z3, TT AE 
ist 
(26) |P(s)| < Blog’ |t|. 
Die Funktion 
1 
P(s)—-lo8-— 


ist in G regulär. 
Nun sei eine ganze Zahl v = 1 gegeben. Es werde diejenige 
Dirichletsche Reïhe 


ne Lit 
nebst der durch sie definierten analytischen Fanktion F(s) be- 
trachtet, für welche die summatorische Fanktion der Koeffizienten 


S a, = 2,(x) 
"1 


ist, d.h. bei der a, = 1 ist, falls x aus v, sämtlich verschiedenen, 
Primfaktoren besteht, und sonst a, — 0 ist. 
Für » = 1 ist 
F(s) =" P(s). 
Für » — 2 handelt es sich, wenn sowohl q als p alle Prim- 
zahlen durchläuft, nm 


1 net 1\ 
FO = 3% E%-23r) 


= 5 (POS PES); 


in der Tat tritt beim Ausmultiplizieren der beiden ersten Summen 
jede aus zwei verschiedenen Primzahlen zusammengesetzte Zah]l 


1 1 


1) Wegen c> 2, log3=> 1 ist ; ES Le eg 
2 g , 10831 ist ja 9 — 1 chogs © 2 
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zweimal auf und auferdem jedes — bei x, nicht zu berücksich- 
Tigende — Primzahlquadrat einmal. 

Ganz analog ergibt sich aus den Newtonschen Relationen 
zwischen Potenzsaummen und elementarsymmetrischen Funktionen, 
daB für » — 3 die erzeugende Funktion 


FO) = HP) P() PE ++ P(89 


ist. Ferner für allgemeines », daB F(s) die Summe endlich vieler 
Glieder der Form 
constans. P(x,s).P(x,s)... P(xs) 
ist, wo 
V= x +... +4; 
irgend eine Zerlegung von » in positive ganzzahlige Summanden 
ist; hierbei hat insbesondere 


P()P(5):.P(s)/=)(2 (5) 


den Koeffizienten —_ 
Da nun jede der Funktionen 
P(2s), P(38s), … 


in G regulär und beschränkt ist, so ergeben (26) und die übrigen 
genannten Eigenschaften von P(s) für die Funktion F(s): 
F(s) ist im Gebiete G' exkl. s — 1 regulär; für 


1 
> QE EE 
[t1238, eZ1 eo] 
ist 
(27) | F(s)| < D log’ |t|; 


ferner gibt es in G reguläre Funktionen ,(s), ..., p,(s), deren letzte 
152 
p,(s) = -T ist, derart, daf 


1 Ts 
CS FE) log— 5... 9p,(s) 08" —"+ 


in G regulär 1st. 
Nun durchlaufe ÿ die Zahlen, welche aus genau » verschiedenen 
Primfaktoren bestehen. Dann ist nach bekannten!) Schlüssen 


2+ooi 3 
Qi 2 log + = f “sr F(s)ds, 
j=t J 2— 001 


1) Vergl. Handbuch, S. 289. 
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bei gerader Bahn. Die bekannte‘) Anwendung des Cauchyschen 
Integralsatzes führt auf Grund der meinen üblichen Hilfssätzen 
analogen Relation (27) hier zu 


x 1% d 2 — Viogz 
RES Ne = “ rod f À F(s)d5+ 0 (x k 
wo das erste Integral längs des oberen, das zweïite längs des 
unteren Ufers des Schnittes erstreckt ist und v eine positive Kon- 
stante bezeichnet. Nun hat an entsprechenden Punkten beider 


Ufer log _ unten den oberen Wert +2xi; daher ist, wenn 


1 
log : den Wert oben bezeichnet und die Regularität von (28) 
s—1 


in G benutzt wird, 


N x 1 2 1 (2 1 
2ni 3 es =-f su rt +p Ole —)ds 


+ ju L (nO( (log — | L+2xi) ++, (6) (log n 2) vf 
+0 (re Vie) 
SA je (4,6) ++ y, (s) log" — 1 1) ds + O(ae— Visz) 


wo w,(s),..., v,.(s) in G reguläre Funktionen bezeichnen, von 
denen insbesondere 
Yu (s) = v,(s) 2xi 
___  2xi 
7 (v—1)! 


ist. Es kann auch der PE s* in die y hineingezogen werden; 


auch ist es bequem, log - ; statt log — L einzuführen. Dadurch 


erhalte ich, wenn log - ; den positiven Wert bezeichnet, d. h. 


log —— = log - — ni 


1— 


1) Vergl. Handbuch, $S. 240—241; es handelt sich genau um den dort be- 
nutzten Integrationsweg. Ich will die Rechnungen, da sich nichts ändert, hier nicht 
reproduzieren, habe sie auch auf jenen S. 240—241 nicht ausgeführt, sondern 
dort auf die früheren S. 186—190 verwiesen. 
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gesetzt wird, 


HP ? : ns 1% 
(29) PP = f,“R0+.+2.018 a 


+o{e- Fr, 


WO Æo(S) +. 41(5) in G regulär sind und insbesondere 


4-1 (8) = 0 
que 1 
“GLS 


ist. 
Wegen 


—Vlogz) (ess) 
O0 (ce | 0 es 
bleibt das Integral rechts in (29) auf (LE Less =) genau abzuschätzen. 


Da jede der Funktionen %,(s), wo 0ZaZw—1 ist, im Gebiete 
* G, also für |s—1|<1—2 regulär ist, ist y,(s) insbesondere für 
# = s< 1 s0 darstellbar: 

La (8) = Juo + Je (A — 8) +22: + Gen (1 — 5)" + E (6), 


wo die g Konstanten sind und die Funktion E (s) für 8=<s=<1 
einer Ungleichung 
LAOIEXEAN EE ais 
genügt. Speziell für « = »—1 ist 
1 m+1 
DO = DT GE DT 1 Cr Ce 


also für 0ZB<=m 


ACTE 
vs, 8 Ee (v—1)! L. 
Somit ist 
1 pas, 1 vy—1 hl : 1 
J 2 (0442. )* = PS 2 La(s)108 1-54 
v—1 m 1 1 
= > 2 vs J a (1—s) log -— ds 
y 0 p= #& | oO : 
(80) ; 
+0 IR a (1—s)"*" log” ï ds. 
# À: 
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Um zunächst das Glied mit O zu erledigen, so ist es, weil 
die Funktion 
1 1 
(1 == s) log TES. 
für 9 = s < 1 beschränkt ist, 


= Of" (1-5) ds; 
Ÿ 


nun ist | 
1 0 
J d'(1—s)" ds — = Madle di 
1-00. L. 
— 2 [ aY y dy 
<a [Try a 
re z fe —Y1082 du 
z 27 , 
us: Dee), e" 2" de 
x 
ar ) 
zx 
(31) AE 
Aus (29), (80) und (31) folgt 
39 ] se S ; ! 
PB 8 | (1 2e 
(82) 52, 8 «20 po Eau f (L—s) log" - ét >) 
Non ist 


[#a Y log® 4 L PARC: 

_—$ og $S = - [ a'Y lo “Pos 

& Var 1—#9 RARE y “4 
ET — ylogx 1 
0 y 


x 1— #9)logx 
= Jogf"x ï. (RL pd (log logzx 2 log z)* de 
0 


£ es (Ë (1— 9) log x 
= nee 2 (Jéeoes (ne [UE etage sde 
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Hierin ist 
(1—#) logæx (ee) 
1! el log®* z de — f e* & log*? z de 
0 0 
co re 
+0 [ e ? de 
(1 — ®) log x 


rs ns FA 
— hs +0 € 2 


( ES 
= h,y+0x ? 


1 
= hr to (mers): 


daher ist 


1 
% æ(1—s)# loge 
Ci 


1 x 
= ee È cHen(ogloga) +0 (TE): 


wird dies in (32) eingesetzt, so kommt heraus: 


v— 1 


63) ZE. log = 2 à E le SRE +0 | z ): 


log“ x log” x] 


hierbei ist insbesondere für 1 = a = m 


la, vi = Yy-1,a1 "a (a) 


1) Übrigens ist h,3, = l'eY (B+1). 
2) Übrigens ist 


Bugy = (9) hr = (Je Derr er +1) 


8) Übrigens ist 


v—1 
ln = >») up Kagy = D  Ju,a-1 ka,a-1,8 
B— a—1 œ—Ù 
7 = 
y<a<v—l 


, æ ab ma-b 
= 2 sue()e TG? (a). 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1911. Hoft 4. 27 
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Aus (33), wo Om+2 statt m geschrieben werden darf, folgt 
weiter 


A 
= 2: 320% log°x ie 


(84) = G@+o(nens) 


wo die Doppelsamme kurz = G(x) gesetzt ist. 
Nun verstehe ich unter Ô = 8(x) die Funktion 


log"*iz 
Dann ist wegen 1 
æ + x 7 z ) 
log"#(x+ôx) 10 x 
nach (34) 
+ dx a,(u) .: _ 


also durch Subtraktion 
+ dx 
(85) in LS = G(x+ 0x) — G(x)+ 0 (dx). 
x 
Nan ist wegen 


7,(x + 0x) —x,(x) = 1 
tj ax + dx 
x + dx 


für = u<=x+ 0x gleichmäbig 
a,(u) = %,(x)+ O(dx); 
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daher ist 
+ dx + 0x q 
1 FO qu = (x,(6)+0 (8x) le - 
x 


— (x,(&) + 0 (8x)) log (1 + 0) 
(x, (&) + 0 (8x) (8 + 0 (5°) 
dx, (x) + O (8° x). 


Andererseits ist nach dem Taylorschen Satz 


(86) 


3 ,,2 
G(&+ 8x) — G(x) — 8x G'(a)+ 2e G'(c+ 687) 
(0<@ = @(xr) <1) 
cha.» —1 (loglogx)  b(logloga)Ÿ*  a(loglogx) 
D AL eo nb à ages pe) 


E (loglogz) , 
ee bgz ? 


G'(&) = 0 CEE” ) 
xlog*x 


also 


2m +3 v—1 (log log x} 
(87) G(z+0x)—G(x) — Ôx 2; sale saloptrens 


Aus (35), (36) und (37) folgt 


+8 
5e sf 20 qu +0 (8 


+ 0 (8 x). 


_ = (G(x + 8x) — G(&)) + 0 (0x) + 0 (8x) 


2m + 3 v —1 (loglog x)? x ) 
i ai 20 log'x +0 (rs 


M V1 (loglogx} ( x ) 
_ Pot |: 
mé: À 1 » 20% log" x 72 log"z 


1) Übrigens ist qu = las + (0 + 1) la-s,ox1 —(@—1)h15, WO die ? mit 
erstem Index 0 oder zweitem Index » Null bedeuten. 


27* 
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Hierin ist speziell für 1=a=m 


Ja,v1 —= Le, EST (a ni 1) ER v1 


a! @-—1)! 
CE LI 
__ (a-1)! 
7 (—1)! 
Damit ist (10) bewiesen. 
$ 4. 


£s ist 6,(x) die Anzahl der Zahlen p, ...p,=x, wobei mehr- 
fache Primfaktoren auftreten dürfen. Diese Zahlenklasse zerfällt 
in endlich viele Unterabteilungen von Zahlen pi ...p}", wo 
= 0,.., a 7 0, d+--..+a, = v ist und p,,...,p, verschieden 
sind. D einer einzelnen solchen Klasse entsprechende erzeugende 
Funktion ist auf Grund der Formeln, welche eine beliebige sym- 
metrische Fanktion durch die Potenzsummen ausdrücken, additiv 
aus endlich vielen Summanden der Grestalt 


constans. P(x,s) P(x,s) ... P(#,5) 
zusammengesetzt, WO %,+--:+% = 4,+-..+a, — v ist und die 
x durch eventuelle Weiterteilung in die « zerlegbar sind. Im 


ganzen ist also die zu 6,(x) gehôrige erzeugende Funktion F(s) 
aus endlich vielen Funktionen dieser Gestalt zusammengesetzt, 


wobei (P(s))’ genau den Koeffizienten . hat. F(s) erfüllt also 


genau dieselben Bedingungen wie das alte F(s) in $ 3; daher er- 
gibt sich die Endformel 


Ge 5 red of e |, 


Pre log” x 


wo für 1<=<a<m 


Vo Ja, v—1 
2 1 Ch 1)! 
7 — 1)! 


ist. 

Für die Funktion ep,(x), welche die Anzahl der Zahlen 
Dis PE x mit verschiedenen p, ...p, und beliebigen positiven 
b,,..., b, angibt, ist nur der erste Ansatz etwas anders zu machen. 
Für jedes feste System b,,...,b, folgt genau wie oben, da die 
erzeugende Funktion aus endlich vielen Gliedern der Gestalt 
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constans. P(x,5) ... P(x,5) 


zusammengesetzt ist, wo die x durch Zusammenlegung der b ent- 
stehen. Wird nun über alle unendlich vielen Wertsysteme b,, ..., b, 
summiert, so ergibt sich ohne Konvergenzschwierigkeit, daB auch 
die zu @,(x) gehôrige erzeugende Funktion F(s) die Grestalt 


LEO +0.0 P)1+ +00 20400) 


hat, wo Q,(s), .…, Q,.(s) für o> = absolut konvergente Dirichlet- 


sche Reïhen sind’) Somit kommt für e,(x) auch wôrtlich dieselbe 
Endformel heraus wie für x,(x) und 6, (x). 


1) Zum Beispiel ist für » — 1 


RO = Ê Er = PO+ Ë PO) = PO + 06) 


n =1 
für » — 2 


HO SE, > nm alone > 
(eo) n— 1 
pe 


rs M 


= + PO + QE PE) + D 


Über den Anteil der direkten Strahlung an der 
Temperaturperiode der Luft in niedrigen und 
mittleren Hôühen der Troposphäre. 


Von 
Dr. Kurt Wegener. 
Vorgelegt von Herrn Wiechert in der Sitzung vom 17. Juni 1911. 
Mit 6 Figuren. 


Bei den Beobachtungen über die tägliche Periode der Luft- 
temperatur über See war man zu dem SchluB gekommen, daB die 
Lufttemperatur eine Tagesschwankung aufweise, die grôBer sei als 
die der Meeresoberfläche selbst (Segelhandbuch für den stillen 
Ozean, Hamburg, (Friedrichsen 1897), p. 187 flgd.). 

Der ÜberschuB über die Temperatur-Amplitude der Meeres- 
oberfläche kann nicht, wie sonst die tägliche Schwankung der 
Temperatur in der Nähe der Erdoberfläche, aus der Temperatur- 
Abhängigkeit von dieser her durch Temperaturleitung er- 
klärt werden, sondern nur noch durch selbständige Strahlungsab- 
sorption und Emission der Luft selbst. Bei dem Versuch, in 
Samoa die Fortsetzung dieser täglichen Periode in grôBerer Hühe 
über der See zu ermitteln, kam ich zu Ergebnissen, die eine kri- 
tische Betrachtung der bisherigen Resultate notwendig machten, 
und ein Eingehen auf diejenige Temperaturperiode der Luft, die 
durch Temperaturleitung vom Erdboden her hervorgerufen wird. 


IL Tagesschwankung der Temperatur über Land. 


Die Periodische Schwankung der Lufttemperatur über einem 
kontinentalen Beobachtungsorte ist für die verschiedensten Bedin- 


gungen in den untersten Hôhenmetern bereits im wesentlichen be- : 
kannt. 
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Lückenhafter sind unsere Kenntnisse, sobald wir uns nicht 
auf die untersten 2 m der Lufthülle der Erde beschränken, son- 
dern im Sinne einer dreidimensionalen Meteorologie grôbere 
Hôhen mit in Frage ziehen. 

Hier ist erst neuerdings, nachdem die Berg-Stationen wichtige 
Beiïträge geliefert hatten, wesentliches Material durch das Kgl. 
Aeronautische Observatorium geschaffen worden. Hauptsächlich 
ist dasselbe in den Publikationen der Jahre 1906 und 1907 ent- 
halten !). 

In diesen Jahren wurden nämlich Serien-Aufstiege aus- 
geführt, die die Ânderungen der meteorologischen Elemente in 
verschiedenen Hôhen und unter verschiedenen Witterungsbedin- 
gungen kontinuierlich zu verfolgen gestatten. Der Diskussion 
dieser Serien-Aufstiege seien einige andere Betrachtungen voraus- 
geschickt. 


Theoretisches. 


Die früheren zweidimensicnalen Beobachtungen hatten gezeigt, 
daB im Laufe der Nacht bis Morgens kurz nach Sonnenaufgang 
Abküblung der Luft eintritt. Dann erfolgt eine mäfige Zunahme 
der Temperatur, und hierauf beginnen, superponiert über dauerndem 
Anstieg, rasche Schwankungen. 

Theoretische Überlegungen haben die Erklärung der letzteren 
geliefert, und die ersten Drachen- und Ballon-Aufstiege den prak- 
tischen Beweis für. die angenommene Deutung erbracht. 

Führen wir eine Luftmenge adiabatisch, d.h. ohne ïhr 
Wärme zuzuführen oder zu entziehen, in die Hôhe, so wird sich 
ihre Temperatur und relative Feuchtigkeit, um die beiden haupt- 
sächlichsten Elemente zu nennen, mit dem Luftdruck ändern ?). 
Bei trockener Luft wird die Temperatur um rund 1° pro hundert 
Meter Erhebung sinken, bei kondensierender infolge der frei wer- 
denden Kondensationswärme um 0.5°—1.0°, je nach der Ausgangs- 
temperatur. 

In den Füällen nun, in welchen in einer Luftschicht die be- 
trachtete, adiabatisch auf- oder niedersteigende Gewichtsmenge 


1) Ergebnisse d. Arbeiten d. Kgl. PreuB. Aeronaut. Observ. b. Lindenberg 
© i. J. 1906 (bzw. 1907) IL. Band, (bzw. III. Band) herausgegeben von Dr. R. ABmann, 
Braunschweig, Druck von Fried. Vieweg u. Sohn 1908 (09). 

2) Vgl. gesammelte Abhdlg. aus d. Gebieten d. Meteorologie und des Erd- 
magnetismus von W. v. Bezold (in Gemeinschaft mit A. Coym) Braunschweig, 
Vieweg u. Sohn 1906: Zur Thermodynamik d. Atrmosphäre, $S. 91 und folgende. 
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Luft in jeder Hôhe, in die sie adiabatisch gebracht wird, die 
gleiche Temperatur und relative Feuchtigkeit vorfindet, die sie 
selbst in dieser Hôhe aufweist, nennen wir das Gefälle der 
Schicht adiabatisch; eine solche Schicht ist homogen, wir 
kônnen sie beliebig darcheinander rühren, ohne daf in irgend einer 
Hôhe sich Temperatur oder relative Feuchtigkeit ändern. Sie ist 
in indifferentem Gleichgewicht, d.h. jedes Luftteilchen 
ist, wohin wir es auch in der Vertikalen bewegen, infolge adia- 
batischer Ânderung im Gleichgewicht mit seiner Umgebung. 

Tritt Kondensation oder Wolkenbildung ein, so kann in einer 
Schicht, deren Luftmassen durcheinander gerührt werden, das in- 
differente Gleichgewicht und adiabatische Gefälle nur dann er- 
halten bleiben, wenn die freiwerdenden Tropfen mitgeführt werden. 
Streng wird das nur selten der Fall sein. Innerhalb der Wolke 
ist das Temperaturgefälle bei adiabatischer Schichtung das der 
Kondensations-Adiabate !). 

Ist das Gefälle der Schicht mit der Hôhe geringer als das 
der Adiabate, so ist die Schicht stabil: jedes Luftteilchen, das 
wir abwärts führen, bekommt infolge adiabatischer Kompression 
hôhere Temperatnr als seine Nachbarschaft und strebt wieder 
empor; jedes Luftteilchen, das wir aufwärts bewegen, erhält nie- 
drigere Temperatur als seine Nachbarschaft und sinkt wieder 
herab. 

Eiïn dritter Fall ist der, daB das Gefälle in einer Schicht 
stärker als das der Adiabate ist; in diesem Fall wird dyna- 
misch labiles Gleichgewicht herrschen, und sobald wir ein 
Luftteilchen nur um ein Geringes aufwärts bewegen, wird es 
überall leichter, weil wärmer als seine Umgebung sein und daher 
bis an das Ende der Schicht weiter steigen. 

Geringe Vertikalbewegungen sind stets in der Luft vorhanden, 
teils infolge advektiver Vorgänge, teils in turbulenter Form in- 
folge der Reibung der Luft an der Erde, und zum Teil infolge 
der Wellenbewegungen, die an der Begrenzungsfläche zweïer Luft- 
Schichten sich bilden. 

Es scheint daher zweckmäfig, anzunehmen, daB das adiaba- 
tische Gefälle nur um ein geringes MaB überschritten zu werden 
braucht, um die wärmere Luft unten zum Aufsteigen zu veran- 
lassen, und ein neues adiabatisches (bzw. indifferentes) oder sta- 
biles Gleichgewicht herbeizuführen?). Es ist aber notwendig, sich 

1) Siehe vorige Seite Anmerkung 2. ; 

2) v. Bezold beschränkt sich im wesentlichen darauf, die Ânderungen zu 
verfolgen, die sich in einer auf. und niedersteigenden Gewichtsmenge Luft selbst 
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zu vergegenwärtigen, daB aus 2 Gründen ein labiles Gleichgewicht 
bestehen bleiben kann. Einmal nämlich, wenn nicht genügende Be- 
wegung vorhanden ist, um die Auslôsung eintreten zu lassen, und 
ferner in dem Fall, daB die Ursache der Labilität (z. B. Er- 
hitzung der Luft am Erdboden) weiter wirkt. 

Der vierte, letzte Fall, der für die Schichtung der Luft- 
volumina übereinander denkbar ist, ist der des mechanisch 
labilen Gleichgewichtes. 

Erwärmen wir die Luft an einer Stelle der Luftsäule so weit, 
daB sie trotz des hôheren Luftdrackes, dem sie ausgesetzt ist, ge- 
ringere Dichte aufweist als die darüber liegende, so muB sofort, 
auch bei ganz ruhiger Luft, eine Bewegung eintreten, und die über- 


hitzte Luft emporsteigen (Se > 0.03 ) Das mechanisch labile 


Gleichgewicht kann also nur gerade erreicht werden, und” bildet 
nur einen Grenzfall. 

In der Fachliteratur scheint bei einigen Autoren die Meinung 
zu herrschen, da dieser Fall häufig vorkomme, und oft, wenn 
nicht immer, die Voraussetzung für den vertikalen Luftaustausch 
gebe. 

Nach Analogien kann man aber vermuten, daf diese Meinung 
nicht zutreffend ist; zumal instrumentelle Bedenken es erschweren, 
sie nachzuweiïsen. 

Auch das beste Temperatur-MeBinstrument, gleichviel ob 
Thermograph oder Thermometer, vermag nur näherungsweise die 
Lufttemperatur anzugeben, weil seine eigene Temperatur aufer 
von der umgebenden Luft auch durch die Strahlung der um- 
gebenden Flächen bestimmt wird. 

Dies muB dahin führen, daf die Temperaturmessung in der 
Nähe der Erdoberfläche infolge zu geringer Ventilation stärker 
verfälscht wird, als in der Hôühe; so wird das scheinbare (ge- 
messene) Temperaturgefälle grôBer als das wirkliche. 

Aus dieser Erwägung, den aufgezeichneten Registrierungen 
und Beobachtungen sowie praktischer Erfahrung heraus môchte ich 
glauben, da oberhalb 100m in der freien Atmosphäre ein me- 
chanisch labiles Gleichgewicht nicht mehr vorkommt; in den 
unteren 10 Metern mag es, wenn der Nachweis hierfür auch 
schwierig ist, mitunter erreicht werden. Daf es aber um ein be- 
trächtliches überschritten wird, wie vereinzelte Autoren angeben, ist 


vollzieben. Unsere hydrodynamischen Überlegungen decken sich daher nicht vôllig 
mit seinen thermodynamischen. 
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ohne weiteres ebenso wenig wahrscheinlich, wie eine auf Wasser 
schwimmende Quecksilberschicht. Es müfte bei solcher Behaup- 
tung von dem Beobachter wohl erst der Nachweïs geführt werden, 
wie groB der stets vorhandene Strahlungsfehler der Instrumente 
war, ein Nachweis, der aber schwer fallen dürfte. 

Bei der Bearbeitung von Drachenaufstiegen hat man ziemlich 
allgemein angenommen, daB diejenige Windgeschwindigkeit, die 
der Drache braucht, um überhaupt zu steigen (6 m/s), auch zur 
Ventilation des Thermographen ausreicht: bei keinem Drachen- 
aufstiege, den ich in Europa ausgeführt habe, ergaben sich Un- 
wahrscheinlichkeiten in den Kurven, die auf mangelnde Ventilation 
hätten zurückgeführt werden müssen. Indessen ist es nicht sicher, 
daB diese VentilationsgrôBe von 6 m/s auch in den Tropen mit 
ihrer stärkeren Insolation unter allen Umständen vüllig ausreicht. 
Unter den von mir in Samoa gesammelten Kurven befinden sich 
jedenfalls 3, bei denen ein Strahlungsfehler nicht ausgeschlossen 
ist, und zwar am 18.11, 7. VII. und 6. VIII. 1910. In allen 
8 Fällen konstatiert die Kurve beim Aufstieg über der Passat- 
schicht eine Temperatur-Umkehr, d. h. vorübergehende Zunahme 
der Temperatur mit der Hôühe, die beim unmittelbar folgenden 
Abstieg ganz oder teilweise verschwunden ist, ohne daB von 
Wellenbewegung die Rede sein kônnte. 

Die Grefahr, die hieraus für eine Bearbeitung erwächst, ist 
allerdings nicht sehr groB, da die verdächtigen Fälle leicht erkannt 
und ausgemerzt werden kônnen. 

Am grôBten dürfte der Fehler der Auswertung in den unter- 
sten 20—50 m sein, weil an den meisten Drachenstationen die 
Ventilation des Instrumentes beim Vergleich mit einem Normal- 
Instrument (Basisbestimmung) an der Erde zu gering ist!) 

Aus allen Gründen empfehlt es sich, einstweilen anzunehmen, 
daB bei vertikalem Luftaustausch, der ein neues stabiles oder in- 
differentes Gleichgewicht der Luft anstrebt, ein nur mäfig über- 
adiabatisches Gefälle, oder dynamisch-labiles Gleichgewicht herrscht, 
und zunächst von den Vorgängen abzusehen, die in unmittelbarer 
Nähe der Erde môglicherweise infolge mechanisch-labiler, aber nur 
schwer einwandfrei nachweisbarer Schichtung entstehen. 

Einen gewissen Anhaltspunkt für das praktisch maximal müg- 
liche Temperaturgefälle liefern auch die Beobachtungen der Tem- 
peraturschwankungen auf hohen Türmen, oder bei Drachen- 


1) In Lindenberg wird das Dracheninstrument aus diesem Grunde mit einem 
kräftigen Ventilator verbunden, wenn der Standvergleich (Basis) vorgenommen wird. 
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oder Ballon-Aufstiegen. Gesetzt, es bestände ein Temperaturge- 
fälle von 2.5 °/100m bis 100 m Hôhe, und darüber ein überadiaba- 
tisches von 1.5 °/100m, s0 hätten wir in 500 m Hôhe eine um 8.b° 
niedrigere Temperatur als am Erdboden. Eine von letzterem bis zu 
dieser Station emporsteigende Luftmasse hätte also um 83.3° hôhere 
Temperatur als die Luft dort (bei adiabatischem Aufsteigen), eine 
aus 1000 m Hôhe herabsinkende um 2.6° tiefere. Die gesamte 
Schwankung der Temperatur in 500 m Hôühe wäre also 52.8 unter 
den gemachten Annahmen. Wenn nüun die unperiodische Tempe- 
raturschwankung während des vertikalen Luftaustausches in 800 m 
Hôhe geringer gefunden wird als 6.8, während sich der vertikale 
Luftaustausch zwischen 1000 m und dem Erdboden vollzieht, s0 
sind wir gezwungen, anzunehmen, da entweder das tatsächliche 
Temperaturgefälle geringer als das angenommene ist, oder daf 
das Auf- und Absteigen der Luft im vertikalen Luftaustausch 
unter merklicher Ânderung des Wärmegehalts (= nicht adiabatisch) 
erfolgt. 

Tatsächlich überschreiten die Temperaturschwankungen in 500m 
Hôhe, nach Beobachtangen auf hohen Türmen und mit Drachen 
und Ballons im Allgemeinen nicht 2°); das würde einem mittleren 
Temperaturgefälle zwischen Erdboden und 1000 m von 0.012 ‘/m 
(also nur wenig überadiabatisch), entsprechen. 

Für ein stärkeres Temperaturgefälle würden einmal die abso- 
luten, unten und oben häufig beobachteten Werte der Temperatur 
sprechen, die indessen aus weiïter oben genannten Gründen nur in 


1) Abgesehen von Wogenbewegungen. Um zu zeigen, wie groB die Tempe- 
raturschwankungen bei trockener Luft in einer bestimmten Hôhe ausfallen, je 
nach dem vorhandenen Temperaturgefälle und der Hühenerstreckung, über die, 
von der betrachteten konstanten Hôhe aus gerechnet, die Volumina sich auf und 
nieder bewegen, sei eine kleine Tabelle mitgeteilt. 


Tabelle der Temperaturschwankung. 


Temperatur- 
gefälle : 
Hôühen- °/m 0.020° | 0.015° | 0.010 | 0.005° | 0.002 — 0.006 
schwankung 
+ 100m 2.0 1.0 0.0 1.0 2.0 8.0 
+ 200 m 4.0 2.0 0.0 2.0 4.0 6.0 
+ 300 m 6.0 8.0 0.0 8.0 G.0 9.0 


Bei einem Gefälle von >0.01°/m ist im allgemeinen der vertikale Luftaus- 
tausch, bei <0.01°/m Wellenbildung die Ursache der Temperaturschwankung. 
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beschränktem Mafe als beweiskräftig gelten kônnen, und ferner 
die Annahme, daB das Auf- und Niedersteigen der Luft im verti- 
kalen Luftaustausch unter merklicher Anderung des Wärmege- 
haltes erfolgt. 

Eine Wärmezufubr bei einer Hôhenänderung kônnte infolge Rei- 
bung erfolgen. Reïbung von Luft gegen Luft ist nun aber sehr 
gering, auch befinden sich nach den Erfahrungen der Luftschiffer 
schon in Hühen von 100 m und 200 m Volumina von der GrüBen- 
ordnang 10% bis 10m° in gemeinsamer Bewegung, wobeï also nur 
an den Aufenflächen des Volumens eine Erwärmung durch Reiïibung 
eintreten kônnte; endlich wirkt die Reibung bei beiden Richtungen 
der Bewegung, nach oben und nach unten, im gleichen Sinne, und 
kann nur eine Erhôhung der gesamten Temperatur, aber keine 
Veränderung der Temperaturschwankung herbeiführen. Wir 
werden daher von einer Erwärmung der Luft durch Reiïbung 
gänzlich absehen kônnen. 

Die zweite Môglichkeit wäre die einer Ânderung des Verhält- 
nisses absorbierte/emittierte Strablang. Wie wir weiter unten sehen 
werden, ist aber schon die Messung der Temperaturänderung, 
die in 12 Stunden durch Ânderung dieses Strahlungsverhältnisses 
in einer ruhenden Luftmasse eintritt, wegen der Kleinheit des 
Faktors mit Schwierigkeiten verknüpft; in dem Durcheinander des 
vertikalen Luftaustausches mit seinen erfahrungsgemäB erheblichen 
Vertikalgeschwindigkeiten kann also die Ânderung des Strablungs- 
verhältnisses während der kurzen Zeit einer Vertikalbewegung 
sich nicht mehr in meBbarer Weïise bemerkbar machen. 

Endlich müfte noch erwogen werden, ob vielleicht durch 
Temperaturleitung der Temperatur-Unterschied eines auf- oder 
niedersteigenden Volumens gegen seine Nachbarschaft ausgeglichen 
werden kônnte. Auch hier ist zunächst zu erwägen, daB die Leit- 
fähigkeit der Luft für Temperatur äuBerst gering ist!)}, sowie, 


1) 0.178 cm/sek. bei 760 mm Luftdruck; vgl. Hann, Lehrbuch d. Meteorologie 
IL. Auf, Leipzig 1906, (Tauchnitz), S. 10; die Geschwindigkeit, mit der sich die 
Temperaturänderungen fortpflanzen, ist: v — 2Vx.n.r, wo x = Temperatur- 
(nicht Wärme-)leitungs-Koeffizient, + — Dauer der Periode; für die 16 stündige 
Winternacht ergibt sich dann, da die Abkühlung vom Boden durch Temperatur- 
leitung bis 8'/;m, in einer 8stündigen Sommernacht bis 2}, m hinaufgetragen 
wird, was äuBerst wenig ist. . 
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daf es sich beim Auf- und Niedersteigen nicht um dünne Luft- 
fäden, sondern um ziemlich kompakte Volumina von erheblicher 
Grôfe handelt, an deren äuBerer Begrenzungsfläche allein die 
Temperaturleitung sich geltend machen kann. Da nun auch die 
praktische Erfahrung im freifliegenden Ballon gezeigt hat, da 
Vertikalgeschwindigkeiten von 4—5 m/s dieser einheitlichen Volu- 
mina über Hôhenerstreckungen von der GrôBenordnung 500 m im 
vertikalen Luftaustausch nichts ungewôhnliches sind, so kann man 
sich wohl für berechtigt halten, angesichts der GrôBe der Volu- 
mina und der Geschwindigkeit ihres Auf- bzw. Niedersteigens 
die Temperaturleitung während des Auf- bzw. Abstieges zu ver- 
nachlässigen. 

Eine Wärmegehaltsänderung der auf- oder niedersteigenden 
Luft darf hiernach, wohlbemerkt im vertikalen Luftaus- 
tausch, vernachlässigt werden. 

Das Spiel der auf- und niedersteigenden Volumina beginnt 
kurz nach Sonnenaufgang über dem Erdboden, sich in die Hühe 
allmäblich fortpflanzend. Es erreicht sein Maximum gegen 4r. Zu 
dieser Zeit beginnt es in der Nähe des Erdbodens zu erlôschen, 
während es in der Hôhe, je nach der Wetterlage wechselnd, noch 
einige Zeit, mitunter bis spät in die Nacht hinein, schwach fort- 
_dauert. Die Hôhen, bis zu denen es sich erstreckt, sind von Fall 
zu Fall sehr verschieden, und in erster Reiïhe eine Funktion des 
in der untersten Luftschicht vorhandenen Temperaturgefälles. fm 
Winter reicht es selten bis 1000 m, im Sommer kann es sich ge- 
legentlich bis 6 und 8000 m erstrecken, unter Durchbrechung der 
Schichten zwischen 2 und 4000 m, die mit ihrem langsamen Tem- 
peraturgefälle im Bereich der Hochdruckgebiete meist die obere 
Grenze der Vertikalbewegungen bilden. 


Die Lindenberger Registrierungen. 

In Tafel I und II sind 2 der Lindenberger Beobathtungsreihen 
in Form von graphischen Tabellen mitgeteilt, mit Zeit als Ab- 
szisse und Hôühe als Ordinate. Die eingezeichneten Kurven sind 
Linien gleicher Temperatur. 
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Die Kurven zeigen deutlich, daB im wesentlichen die tägliche 
Periode der Lufttemperatur von der Temperaturschwankung der 
Erde herrührt, die ihrerseits wieder auf periodische und unperi- 
odische Schwankungen des Verhältnisses absorbierte/emittierte 
Strahlung der Erdoberfläche zurückzuführen ist. Dieses Strahlungs- 
verhältnis hängt bis zu gewissem MaBe, aufer von dem Wechsel 
der hauptsächlich strahlenden Flächen (Sonne und kaltes Fir- 
mament) von der Strahlungsdurchlässigkeit der Luft (Wolken, 
Danst) ab. 

Die Lufttemperatur ist nach den Kurven offenbar nicht eine 
Funktion der direkt empfangenen und abgegebenen Strahlung, 
sondern durch Temperatur-Leitung von der £rde her bedingt. 
Nur so läft es sich erklären, daB die Abkühlung und Erwärmung 
langsam von der Erde her nach oben vordringt, wie hier die 
Kurven zeigen. 

Am 4. April heben sich infolge Erwärmung des Bodens, deren 
Maximum zwischen 12° und 3: Nachmittags erreicht ist, die Iso- 
thermen bis über 1000 m noch merklich; die folgende Abkühlung 
— am 5. April liegt das Minimum am Boden zwischen 8" und 
6 Morgens, — dringt offenbar nur bis 450 m Hôhe empor; am 
6. April bis 400 m, am 4. Juli bis 400 m, am 5. Juli bis 850 m, 
am 6. Juli bis 400 m. Da der Beobachtungsort (Lindenberg) selbst 
120 m hoch gelegen ist, kann man schon auf Grund dieser wenigen 
Beobachtungen sagen, da sich die nächtliche Abkühlung im 
Sommer auf rund 300 m erstreçkt. Im Winter, wo die Ausstrah- 
lung der Erde längere Zeit hindurch tätig ist, wird man rund 
500 m als mittlere Hôhe, bis in die sich die Abkühlung erstreckt, 
nennen dürfen. 

Der Wert ist ungefähr der hundertfache von dem, welcher 
bei gänzlich ruhender Luft nach den physikalischen Gesetzen der 
Temperaturleitung erwartet werden sollte (ca. 3m). In Wirklich- 
keit sind nun allerdings stets Wellen und Turbulenzbewegungen 
vorhanden, durch die die Abkühlung in grôBere Hühen hinaufge- 
tragen wird; immerhin ist es naheliegend, bei einer so groBen 
Differenz zwischen theoretischem Postulat und Beobachtung noch 
nach anderen Erklärungen zu suchen. 

Hann (lc. S. 59) sagt über den Vorgang folgendes: 

nDie Abkühlung der Unterlage pflanzt sich in die darüber- 
liegenden Luftschichten zunächst durch Leitung fort, nur daf 
man dabei mit der Temperaturleitung der Luft, statt mit jener 
des Bodens zu rechnen hat. Dazu kommt dann noch die Wärme- 
strahlung der Luft selbst gegen den erkalteten Erdboden, 
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wodurch die Fortpflanzung der Erkaltung in die hôheren Luft- 
schichten wesentlich gefôrdert wird, denn die Leitung allein kann 
sich in der Nacht nur auf Luftschichten von wenigen Metern 
Mächtigkeit erstrecken.“ 

In der Tat übt die Luft eine Selektion der Strahlung aus und 
absorbiert verhältnismäfig stark dunkle Strahlung von bestimmter 
Wellenlänge. Soll diese Strahlungswirkung sich aber bemerkbar 
machen, so muB ungefähr folgende Zustandskurve zustande kommen 
(Figur 1): 


hôhe 


Wir müssen zwei Knicke 
in der Morgenkurve erwarten, in- 
dem einmal die Strablung dahin 
wirkt, die Luftsäule bis in grôBere 
Hôhe abzukühlen, wozu noch die 
Temperaturleitung vom Erd- 
boden her tritt, die die bekannte 
Kurve erzeugt. Die wirklichen 
Beobachtungskurven stimmen hier- 
mit nicht überein und zeigen viel- 
mehr einen einzigen starken Knick 
(Figur 2). 

Dem Einwand, der even- 
tuell erhoben werden kônnte, 
daB die Strablung in der 
Weise wirkt, daB sie die der 
Erde benachbarten Luftteil- 
chen zunächst, und die dar- 
über liegenden Teïilchen nur 
durch Strahlungsaustausch se- 
kundär von den unteren Luft- 
teilchen her abkühlt, müfte 
erwidert werden, da der 
Strahlungsaustausch zwischen 

Temp benachbarten Luftteilchen 

Figur 2. eben als Temperaturleitung 
bezeichnet wird, und daB die bekannte Kleinheit dieses Faktors 
gerade zu einem anderen Erklärungsversuch Anlañ gab. 

Die Strahlungsabsorption kônnen wir uns vielmehr nur so 
denken, daB die Luft einen Teil der Strahlung durchläfit, der 
immer weiter von den ihr überlagerten Luftschichten absorbiert 
wird. Bis zu der Hôhe, in welche überhaupt noch Strahlung von 
der bestimmten Wellenlänge durchgelassen wird, mu auch die 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten, Math.-phys. Kiasse. 1911. Heft 4. 28 


Figur 1. 


Hôhe 
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Ânderung bzw. Abnahme der Temperatur in der Nacht reichen. 
Aber weder ist die Hôhe konstant, noch ist die Form der dann 
notwendigen Zustandskurven übereinstimmend mit der Beobachtung. 

Unter diesen Umständen scheint es uns zweckmäBig, auf den 
Erklärungsversuch des Phänomens durch Wärmestrahlung zunächst 
zu verzichten, und einstweïlen anzunehmen, daB im Wesentlichen !) 
durch Turbulenz und Wellenbewegung die Abkühlung in so erheb- 
liche Hôhen hinaufgetragen wird. Im übrigen darf nicht über- 
sehen werden, daB gerade in der Nacht die Unterschiede der Luft- 
bewegung zwischen oben und unten eine bemerkenswerte Grôüfe 
erreichen und sicherlich ganz regelmäBig starke Wogenbewegungen 
hervorrufen, vermutlich sogar Brandungs- und Mischungsvorgänge, 
indem die untere Luftschicht zur ungestôrten Wogenentwickelung 
zu flach ist. 

Wie wenig die Erwärmung der Atmosphäre dagegen an 
die Erde gefesselt ist, zeigt sich auf den Kurven am markantesten 
am 4. Juli, an welchem Datum wir die Isothermen bis 2000 m 
hochbiegen sehen. Das überadiabatische Gefälle ruft an diesem 
Tage Gewitter hervor. Das gleiche tritt am 5. Juli ein, nur sehen 
wir am Ende des 5. Juli die Isothermen merklich, vermutlich in- 
folge des Gewitters, sinken. Offenbar wird hier die Abkühlung der 
Luftsäule wesentlich durch den Regen hervorgerufen, der aus 
grüBeren Hôhen kommend, die Temperatur in gewisser Annäherung 
mitbringt, die er dort gehabt hat. Am 6. April sehen wir zwar 
wieder Gewitter eintreten, aber hier ist umgekehrt das Gewitter 
eine Folge des Herabsteigens der Isothermen: indem sich kältere 
Luftmassen über die unteren, und abwechselnd vom Erdboden her 
erbitzen und abgekühlten Schichten schieben, entsteht überadiaba- 
tisches oder dynamisch-labiles Temperaturgefälle, das Nachmittags 
unter dem Eiïnfluf der Erhitzung der erdnahen Luft in einem Ge- 
witter ausgeglichen wird. Bei dem folgenden Regenwetter, am 
7. April, kann eine tägliche Periode nicht zur Geltung kommen. 

Bei einer aufmerksamen Betrachtung der Kurven will es 
scheinen, als ob auch in grôBeren Hôhen eine, wenn auch nur 
kleine, periodische Temperaturschwankung, bzw. Heben und Senken 
der Isothermen, und zwar um 100—200 m, korrespondierend etwa 
1° Temperaturschwankung, zwischen Tag und Nacht eintritt. 
Diese Periode, die natürlich lediglich eine Strahlungsperiode 


1) Einen weiteren geringen Faktor, die Diffusion des Wasserdampfes, wollen* 
wir vernachlässigen. 
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im Gregensatz zu der an den Erdboden gebundenen Te m peratur- 
leitungsperiode sein kann, wird uns näher beschäftigen. 

An eiïnigen Tagen, am 4. und 5. April, und am 4. Juli habe 
ich die Temperaturmaxima durch gestrichelte Kurven verbunden, 
um die schon länger bekannte Verspätung mit wachsender Hôhe 
zu zeigen. In grôBerer Hôhe wird die Verspätung immer geringer, 
vermutlich, weil die Erwärmung durch den vertikalen Luftaus- 
tausch hier allmählich aufhôürt und von der Strahlungsperiode über- 
deckt wird. 

Da eine eingehende Bearbeitung der umfangreichen Beobach- 
tungen über die tägliche Periode der Lufttemperatur noch von 
seiten des Kgl. Aeronautischen Observatoriums in Aussicht steht, 
habe ich es für zweckmäfig gehalten, mich auf die beiden ausge- 

wählten Kurven zu beschränken. 

Wir erkennen aber klar, daf die der Erde aufliegenden 
Schichten offenbar von dieser abhängig sind. Der Strahlungs- 
austausch zwischen der Erdoberflächeeinerseits, und 
am Tage der Sonne, in der Nacht einer unbekannten, 
nicht definierten kalten Fläche, die wir Firmament 
nennen andererseits, ein Strablungsaustausch, der durch die 
Luft hindurch stattfindet, ohne diese merklich zu beeinflussen, 
bildet die Grundlage für die Temperaturschwan- 
kung der untersten Luftschichten, die durch Tem- 
peraturleitung von der Erdoberfläche her hervor- 
gerufen wird. 


H. Tagesschwankung der Temperatur über See. 

Nun drängt sich die Frage auf, in welcher Weise die Tages- 
schwankung der Temperatur über der Meeresoberfläche auftritt. 
Das Wasser absorbiert nicht, wie die Erde, den grôfiten Teil der 
Strahlung an seiner Oberfläche, sondern reflektiert einen erheblich 
grôBeren Teil und verteilt deh absorbierten Teil über grôbere 
Tiefen infolge der grofen Temperaturleitfähigkeit des Wassers. 
Dazu kommt die grôBere spezifische Wärmekapazität des Wassers, 
das bei der gleichen Strahlungsabsorption sich weniger erwärmt, 
als das gleiche Volumen Erde oder (restein. 

Die Amplitude der Tagesschwankung der Meeresoberfläche 
durch Strahlungsaustausch mit dem Firmament oder der Sonne 
kann also jedenfalls nur sehr klein sein im Vergleich zu der der 
Erdoberfläche, und es muB fraglich erscheinen, ob die Temperatur- 
periode der Luft darüber, soweit sie durch Temperaturleitung von 


der See her eintritt, überhaupt meBbar sein kann. 
28* 
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Andererseits kann die Strahlun gs periode, die durch Ab- 
sorption und Emission von Wärmestrahlen in der Luft eintritt, 
offenbar unter diesen Umständen eher meBbar werden, weil die an 
Land alles überdeckende Periode der Temperaturleitung vom 
Erdboden her jetzt entfällt. 


Die vorhandenen Beobachtungen und Einwände 
gegen sie. 


Die Deutsche Seewarte hat eine groBe Anzahl von Schiffsbe- 
obachtungen über die tägliche Periode der Temperatur sammeln 
lassen. Das Resultat war, daB die Temperatur der Meeresober- 
fläche in den Tropen im Mittel eine Schwankung von etwa 0°.6, 
und die Temperatur der Luft darüber eine solche von etwa 1° 
aufweisen. 

Das Segelhandbuch für den stillen Ozean') zieht die Beob- 
achtungen der ,Challenger“ Expedition heran;. diese fand im 
Mittel als tägliche Temperaturschwankung : 


still. Ozean am Âquator in hohen 


atl. Ozean | atl. Ozean |still. Ozean i 
nôrdl, südl. nôrdl. id .Brei 


südl. südl.Breiten 


| See 0.4 0.4 0.6 0.5 
Luft 1.8 1.4 17 2.2 


0.4 0.1 
te FN 04 


Die Beobachtungen von G. Schott (,Valdivia “-Expedition) 
sind als die wichtigsten bei Hann (1. c. S. 49) wiedergegeben. 

Nach den Beobachtungen von Schott war die tägliche Ampli- 
tade der Wassertemperatur an der Oberfläche innerhalb der Tropen: 

bei frischer Brise: bedeckt 0.4 klar 0.7 

Windstille: pme 0.9 rt 6 imMit tel" 0: 

‘ Die tägliche Variation der Lufttemperatur war O0.55° bei 
starkem Wind; 1.260, wenn derselbe fehlte, an bewülkten Tagen 
0.66°, an klaren 1.15°, also erheblich grôBer als die der Meeres- 
oberfläche. 

Bei der Kleinheit der Werte ist es indessen erforderlich, Be- 
trachtungen über die Fehlerquellen der Messang anzustellen. 

Die Messung der Wassertemperatur wird in der Weise aus- 
geführt, daB eine Pütze voll Wasser von der Oberfläche der See 
aufgeholt und ein hineingehaltenes Thermometer, nachdem es sich 
eingestellt hat, abgelesen wird. Hierbei ist das Thermometer 


1) Hamburg, [Friederichsen] 1897, pg. 187 flgde. 
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durch das Wasser hindurch der Strahlung ausgesetzt, und auch 
die Pütze versucht sich auf das Strahlungsgleichgewicht mit ihrer 
Umgebung einzustellen. Immerhin darf man wohl annehmen, daf 
bis auf 0.1° oder 0°2 die Beobachtung wirkliche Werte liefert. 
Sicherlich muB der StrahlungseinfluB dahin wirken, da8 die Ampli- 
tude zu gro wird, aber doch wohl nur unwesentlich. 

Relativ am grôBten mu offenbar der Fehler bei Windstille 
und klarem Wetter, am kleinsten bei frischer Brise und bedeckten 
Himmel werden. Der Febler wächst also mit anderen Worten mit 
der Amplitude. Aber selbst wenn wir reichliche Korrektionen 
anbringen, ändert sich das Bild der Schott'schen Zahlen nicht 
wesentlich : 

bei frischer Brise: bedeckt 0.4 klar 0.5 
Windstille : 1 4108 ,7" 12: 

Wir kônnen also annehmen, daB die Variation der Wasser- 
temperaturen von den Schiffen dem Sinne und der GrüBenordnung 
. nach richtig beobachtet ist. 

Ganz anders steht es mit den Messungen der Lufttemperatur, 
deren Schwierigkeiten erst Herr ABmann vollständig beleuchtet 
bat”). Hier kann die Strahlungsempfindlichkeit des Thermometers 
die Beobachtung um namhafte Beträge fälschen, sodaf die Ampli- 
tude sehr wohl um ‘2 und mehr Grad falsch sein kann. Auch 
hier muB die wirkliche Periode unter allen Umständen kleiner 
sein als die beobachtete. 

Der Messungsfehler an Bord eines Schiffes, zumal bei stillem 
Wetter, ist obendrein viel grôBer als auf einer Landstation, wo 
er bis + 00.2?) im Maximum steigen kann, weil das Schiff selbst 
sich durch Strahlungsabsorption stark erhitzt, und die Luft in der 
Nachbarschaft mit erwärmt. Man mift auf diese Weise nicht die 
Temperatur der Luft über der ,See“, sondern am ,Schiff“. 

Bei stillem Wetter werden zuverlässige Temperaturmessungen 
über See meines Erachtens nur von einem kleinen oder Beiboot 
aus môglich sein, und auch dieses nur, wenn das stark aspirierte 
Psychrometer an einer Stange in Luv weit von Bord gefiehrt 
wird. 

Überhaupt wird man sich vielleicht am besten auf Schiffen in 
den Tropen des grofen ABmann'’schen Aspirations-Psychro- 
meters für Ballonfahrten bedienen, mit den gleichen eingehenden 
Vorsichtsmafregeln wie bei diesen. 

1) Abhandlungen d. Kgl. Preu8. Meteorol. Instituts. 

2) Beim ,Standart“-Instrument, dem ABmann’schen Aspirations-Psychro- 
meter. ; 
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Die Angaben der Seewarte beruhen auf den Messungen der 
für die Seewarte beobachtenden Schiffe; und wenn diese Messungen, 
die a priori für unsere subtile Frage keine genügende Genauigkeït 
beanspruchen kônnen, dasselbe Resultat ergeben, wie die später 
erwähnten (,Challenger“, ,Schott“), so liegt es nahe, trotz der 
besonderen Ausrüstung dieser Expeditionen, den Zweïfel auch auf 
letztere auszudehnen. 

Ein weiteres Kriterium kônnte gefunden werden, wenn man 
den Gang der Luft- und Wassertemperatur vergleicht. Da beides 
ziemlich reine Strahlungsperioden sein sollten, müften auch die 
Maxima und Minima ungefähr zu gleicher Zeit eintreten, nämlich 
einige Zéit, nachdem die Strahlung selber ïhr Maximum, bzw. 
Minimum erreicht hat. 


Hann (1 c. S. 56) gibt hierüber folgende Tabelle: 


Täglicher Gang der Wasser- und Lufttemperatur auf 
dem nordatl. Ozean 30° nôrdl. Breite, mittlere 
Temperatur im Sommerhalbjahr. 


Zeit: | la 3 5 7 9 118 1r 3 5 7 JNARLIR 


Wasser: 19.8 19.7* 19.8 19.8 20.0 20.1 20.1 20.2 20.1 20.0 19.9 19.8 


Lauft: 13.9* 18.9* 19.0 19.2 19.6 20.2 20.6 20.6 20.3 19.7 19.3 19.0 


In dieser Tabelle treten Maximum und Minimum der Tempe- 
ratur der Luft vor denen des Wassers ein. Letztere entsprechen 
dem Bilde, das bei einer reinen Strahlungsperiode erwartet werden 
müBte; daher ist der Verdacht nicht von der Hand zu weisen, daf 
die Beobachtungsreihe für die Luft durch die Strahlungsempfind- 
lichkeit der Instrumente verfälscht ist. 

Eine wertvolle Bestätigung der Bedenken gegen die bisher 
auf See beobachteten Daten über tägliche Periode hat die Expedi- 
tion des Kgl. Aeronautischen Observatoriums nach dem Viktoria 
Njanza !) geliefert. Herr Berson hat auf der Fahrt nach Ostafrika 
Parallelbeobachtungen zu den Schiffsbeobachtungen mit Hülfe eines 
Afmann’schen Aspirationspsychrometers an Bord eines Dampfers 


1) Ergebnisse der Arbeiten d. Kgl. PreuB. Aeronaut. Observatoriums bei 
Lindenberg, herausgegeben durch dessen Direktor Dr. R. ABmann. Bericht über 
d. aerolog. Exped. d. Kgl. Aeronaut. Observat. nach Ost-Afrika i. Jahre 1908, 
erstattet von ihrem Leiter À. Berson, Braunschweig, Vieweg und Sohn, 1910, 
pag. XI flgnde. 
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der Ostafrika-Linie ausgeführt, die ein sehr interessantes Ergebnis 
hatten. 

Der Vergleich zeigte, daf Mittags stets das Aspirationspsy- 
chrometer um erhebliche Beträge (1—3°!) niedriger abgelesen 
wurde, als das Schiffsthermometer. Herr Berson sagt zusammen- 
fassend: ,Obige Zusammenstellung zeigt, daB der Fehler der 
Schiffsthermometer, selbst von den Fällen direkter Besonnung oder 
eines offenbaren 5° Ablesefehlers abgesehen, meist 1—3° erreicht,“ 
und schlieft : 

»yAus den vorstehenden Überlegungen muB man den Schla 
ziehen, daB die Thermometer- Aufstellung auf den Reichspost- 
dampfern eine zumindest für die Tropen ungeeignete ist: weder 
ist direkte Besonnung ausgeschlossen (freilich auf mit veränder- 
lichem Kurse fahrenden Schiffen nur durch Hüttenaufstellang zu 
erreichen), noch sind die Instrumente genügend frei angebracht, 
um einen nach allen Seiten durchfliefenden Luftstrom zu ermüg- 
lichen und die Wärmereflexion durch benachbarte Schiffswände 
u. s. W. Zu vermeiden.“ 

Man darf allerdings wohl annehmen, da nicht auf allen für die 
Seewarté beobachtenden Schiffen die Verhältnisse gleich ungünstig 
liegen, wie auf dem von Herrn Berson benutzten Dampfer. In- 
dessen wurde das im Segelhandbuch (1. c.) ausgesprochene Urteil, 
daB eine tägliche Periode der Temperatur des Oberflächen-Wassers 
der See und der unmittelbar darüberliegenden Luft im Betrage 
von !}, bzw. 1° bestehe, auf Mittelwerten gegründet, und es 
ist nicht glaubhaft, da diese von dem Febler, den Herr Berson 
an einem Einzelfall kraf aufdeckte, ganz frei sein sollten. 

Vielleicht wäre man in dieser, nicht nur subtile Gewissen- 
haftigkeit, sondern auch meteorologische Sachkenntnis, um nicht 
zu sagen Routine erfordernden Frage, bei der es sich um Grüfen 
handelt, die bei vielen Instrumenten und Aufstellungen im Fehler- 
bereich der Messung liegen, weiter gekommen, wenn man sich auf 
einige ausgewählte Einzelfälle beschränkt hätte, die unter klaren 
äuBeren Bedingungen und von einem wissenschaftlichen Beobachter 
gesammelt wurden. 

Das Segelhandbuch (1. c. pg. 188) sagt abschliefend: ,Da aber 
die wenigen bis jetzt vorliegenden Kontrollbeobachtungen mit dem 
oben erwähnten ABmannschen Aspirationspsychrometer ergeben 
haben, da instruktionsgemäB aufgestellte Thermometer die rich- 
tige Lufttemperatur geben (was sich heute nach den Darlegungen 
Bersons nicht mehr aufrecht erhalten läfit, d. Verf.), darf man 
annehmen, daf die soeben angeführten Werte die Unterschiede 


400 Kurt Wegener, 


zwischen Luft and Wasser (Luft am Tage wärmer als das Wasser, 
d. Verf.) dem Sinne nach richtig, wenn auch vielleicht in einiger 
Übertreibang darstellen, und die stärkere Erwärmung der Luft 
am Tage und im Sommer auf die Absorption der Sonnenstrablen 
in der Atmosphäre zurückzuführen sei, — was eine für die Meteo- 
rologie recht wichtige Tatsache bedeutet.“ 

Die Bedenken, die gegen die Zuverlässigkeit der beobachteten 
Temperaturen vorgebracht wurden, scheinen uns zu gewichtig, als 
daB das Urteil des Segelhandbuches heute noch aufrecht erhalten 
werden kônnte. 

Aber auch eine andere sebr beachtenswerte Überlegung scheint 
darauf hinzuweisen, daB die Beobachtungen nicht in vollem Um- 
fange glaubwürdig sind: Wenn nämlich die Luft im Laufe des 
Tages wirklich wärmer wäre als das Wasser, so müfte sie stabil 
geschichtet sein. Es wäre dann kein Grund zu vertikalem Luft- 
austausch und zur Entwicklong der cu-Wolken vorhanden, die 
diesem eigentümlich sind. 

Tatsächlich ist zwar der vertikale Luftaustausch und die 
Wolkenentwickelang aus ihm über der See sehr gering, aber doch 
zweifellos vorhanden. Es läft sich also nicht verhehlen, da8 
auch diese praktische Erfahrung mit derjenigen Periode der Luft- 
temperatur, wie sie durch die bisherigen, älteren Beobachtungen 
behauptet wird, im Widerspruch steht. 

Die Luft müBte übrigens, wenn sie über dem Wasser eine täg- 
liche Periode von ca. 1° infolge Strahlung aufweist, in grôBerer 
Hôbe eine noch grôBere Periode zeigen, da an der Erde für sie 
nur die Wirkung der von den grôBeren Hôhenu durchgelassenen 
Strablung in Frage kommt. Eine solche Temperaturschwankung 

von mehreren Graden in einiger Hôhe hätte auch wohl den Berg- 
stationen nicht entgehen kônnen. 

Alle diese Überlegungen nôtigen uns dazu, eine Strahlungs- 
periode der Luft als einstweilen nicht bewiesen zu betrachten, 
da das vorhandene Material bei einer kritischen Betrachtung offen- 
bar für diesen Zweck nicht ausreicht und innere Widersprüche 
enthält. 


Die Drachenaufstiege in Aleipata. 


Diese Griünde liefen es lohnend erscheinen, auf dem sehr frei 
in offener See gelegenen Samoa wenigstens einige Stichproben 
tiber die geophysikalisch nicht unbedeutende Frage zu sammeln. 

Apia, wo sich das Samoa-Observatorium der Kgl. Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Gôttingen befindet, liegt für alle derartigen 
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Untersuchangen ungeeignet, weil es sich im Norden der Hauptinsel, 
vod mithin, da der Passat in Samoa aus ESE weht, auf der Lee- 
seite befindet. 

Bei Apia tritt daher fast täglich auch auf der See, aufer bei 
starken nordôstlichen Winden, die meist die Nacht hindurch wehen, 
die wohlbekannte Erscheinung des Land- und Seewindes ein, deren 
genauere Diskussion uns von der eigentlichen Aufgabe zu weit 
abführen würde. Offenbar muBte man an eine Stelle gehen, über 
die der Passat weht, ohne vorher Land berührt zu haben; denn 
nur so konnte man von den Einwirkungen des Erdbodens frei 
kommen. 

Es war also notwendig, sich nach der grofen Lagune zu be- 
geben, welche zwei kleine Inseln umfassend bei Aleipata der 
Hauptinsel Samoa’s, Upolu, im Osten vorgelagert ist. 

Ursprünglich war geplant, die Aufstiege von der noch in der 
Lagune liegenden, aber weit nach Osten vorgeschobenen kleinen 
, Krater-Insel Fanuatapu aus zu machen. Dieser Plan mufte aufge- 
geben werden, weil die schwere Drachenwinde sich die steile Wand 
der Kraterruine nicht hinaufschaffen lieB; auch die Versuche, in der 
Lagune bei Fanuatapu oder an der NE-Spitze des benachbarten 

Inselchens Namua Drachen- 

aufstiege auszuführen, schlu- 

gen fehl, wegen der dort 

durch die Inseln hervorgeru- 

fenen Luftwirbel; schlieBlich 

begnügte ich mich damit, die 

Drachen-Haspel in meinem 

Segelboot stehen zu lassen, 

das Boot innerhalb der La- 

gune je nach der Windrich- 

tang dicht an die dem Winde 

am meisten ausgesetzte Seite 

Figur 8. des Korallenriffs heran zu 

segeln, dort etwa 20m hinter der Brandung zu ankern, und von 

dem allerdings etwas engen Boot aus Aufstioge zu machen. Der 

Drache mufte jedesmal neu aufgebaut und wieder HUE 
werden. 

Die Zeiten wählte ich so, daB ein Strahlungsfehler, wenn er 
überhaupt vorhanden war, bei allen Aufstiegen môglichst nur in 
gleicher Weise zur Geltung kam. 

Die Morgen-Aufstiege erreichten ibre grôBten Hôhen zwischen 
7 und 8* und die Nachmittags-Aufstiege zwischen 8° und 4. Man 
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kann also nicht erwarten, die volle Amplitude der Periode mit 
diesen Resultaten zu erhalten, wenn auch der Unterschied gegen 
diese nur klein sein kann. 

Am Mast wurde die Ausgangstemperatur registriert. Diese 
Aufzeichnung, lieB keine periodische Ânderung erkennen, solange 
die Windgeschwindigkeit mit Sicherheit für die Ventilation aus- 
reichte. 

Der Drache war stets naB und schwer, wenn er zum Aufstieg 
kam; so daB bei weniger als 7 m/s kein Versuch gelang, und also 
bei allen Aufstiegen wohl genügende Ventilation vorhanden war. 

Die Ergebnisse der Aufstiege sind in Figur 4 graphisch mit- 
geteilt. In etwa 2 m und 1000 m über dem Meeresspiegel herrschten 
folgende Temperaturen: 


Datun Tages- Temp. unten Temp rare à 
ES (am, Mast) (extrapoliert) 
1910 Aug. 12 p 25.5 14.0 
13 a 26.0 16.0 
13 P 257 17.5 
15 a 26.3 16.8 
15 p 26.3 17.3 
17 a 26.6 17.5 
17 p 26.6 18.2 
18 a 26.4 18.5 


Eine periodische Schwankung an der Meeresober- 
fläche ist hierin nicht zu erkennen. Das war, wenn auch 
als Beobachtungstatsache von Interesse, doch kein anderes Resultat, 
als es bei einer kritischen Betrachtung des schon früher vorhan- 
denen, oben diskutierten Materials erwartet werden konnte. 

Es muB indessen betont werden, da8 im Mittel doch noch 
eine Periode von einigen zehntel Grad wahrscheinlich bleibt, denn 
die Beobachtungen wurden bei ziemlich frischem Winde gesammelt, 
der die obersten Wasserschichten schon tüchtig durcheinander rührt: 
bei stillem Wetter, bei dem die Periode der Wassertemperatur 
deutlicher wird, muB ja zweifellos auch eine näherungsweise er- 
kennbare Periode in der Temperatur der Luft darüber zur Geltung 
kommen, einfach infolge Temperaturleitung. Davon 
aber, da die Temperatur der Luft an der Meeresoberfläche eine 
von der Strahlung abhängige Periode aufweist, die grôBer wäre 
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als die der Meeresoberfläche, ist in den sorgfältig auf instrumen- 
telle Strahlungsfehler untersuchten Beobachtungen nichts zu er- 
kennen. 

Überraschend ist hingegen das Ergebnis für die grôferen 
Hôhen. Hier scheint sich unzweïdeutig, soweit die kärglichen 
8 Aufstiege ein solches Urteil zulassen, eine mit der Hôhe zu- 
nehmende Schwankung zu ergeben. (Vergl. Figur 4) Und diese 
Periode ist nun in der Tat offenbar unabhängig von der Erdober- 
fläche, kann also nicht auf Temperaturleitung, sondern nur noch 
auf Strahlungsabsorption und Emission der Luft 
selbst oder ihrer Beimischungen beruhen. 

Die Aufstiege reichen nur rund bis 800 m Hôühe; wenn wir 
auf 1000 m Hôhe extrapolieren (vgl. Tabelle $S. 21), dürfte die 


Hohe 
1700 


1600 


1500 


1400 


1300 


1200 


1100 


1000 


30 


6" 17 27 28 29 
—> Temperatur 


Figur 4 Die Drachenaufstiege in Aleipata, 12.—18. August 1910. 
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Temperaturschwankung in dieser Hühe im Mittel ca. ‘/2° aus- 
machen, wäbrend über der Meeresoberfläche bei frischem Winde 
gar keine merkliche Periode, bei stillem heiterem Wetter hingegen 
eine solche von ca. ‘/2° (nach den Zahlen der Challenger- und 
Valdivia-Expedition) infolge der Temperaturleitung von der See 
her wahrscheinlich sein dürfte?). 

Im Laufe des 13. sinkt die Temperatur unten, in 1000 m Hôhe 
steigt sie um 1.5°; am 16. bleibt die Temperatur unten konstant, 
bei 1000 m steigt sie um 0.%. Am 17. bleibt die Temperatar 
unten konstant, in 1000 m Hôhe steigt sie um 0.9. 

Wenn die beobachtete Schwankung auf Strablung zurückge- 
fübhrt werden soll, so darf man wohl annehmen, da8 sie zunächst 
noch weiter mit der Hôhe zunimmt. Denn die in grôBerer Hôhe 
befindlichen Luftschichten werden von kräftigeren Sonnenstrahlen 
getroffen, als die unter ihnen liegenden, die nur den von den oberen 
Schichten durchgelassenen Teil empfangen. Auch die Wärmeab- 
gabe der Luft gegen das kalte Firmament in der Nacht wird 
aus dem gleichen Grunde in der Hôhe grôBer sein. 

Es ist indessen wahrscheinlich, daB es nicht sowohl auf die 
Absorption und Emission von Seiten der reinen Luft ankommt, 
als auf die der in ihr enthaltenen Verunreinigungen und Konden- 
sationskerne. Der Grad dieser Verunreinigung für die verschie- 
denen Hôhen ist leider nur in einzelnen Beispielen bekannt. 

Im Allgemeinen nimmt der Staub- und Dunstgehalt sprunghaft 
ab bei 3—4000 m Hôhe, wo auch meist die Oberfläche des Wolken- 
meeres liegt. 

Innerhalb einer adiabatischen Schicht scheint auch der Dunst 
ziemlich gleichmäBig verteilt zu sein. 

Unter der Voraussetzung, daB die Strahlungsperiode der Luft 
im Wesentlichen auf den Verunreinigungen derselben beruht, sollte 
man erwarten, daf die Amplitude der ersteren in verschiedenen 
Hôhen von dem vertikalen Gange des Dunstes oder Staubes ab- 
hängt. 

Um eine weïtere Klärung der Frage zu versuchen, wurden 
die Drachenaufstiege in Lindenberg 1906 und 1907 herangezogen. 


Die Drachenaufstiege in Lindenberg 1906 und 1907. 


Für alle die Tage, an denen Vormittags zwischen 6: und 10% 
und Nachmittags zwischen 2! und 6 ein brauchbarer Aufstieg ge- 


1) Hieraus würde das gelegentliche Entstehen der cu su erkléren sein. 
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fongen war, wurden für die Hôhenstufen 0, 500, 1000, 1500, 2000, 
2600 und 3000 m die Temperaturdifferenzen gebildet und in der 
folgenden Tabelle zasammengestellt. Da Vormittags und Nach- 
mittags die Strahlungsempfindlichkeit des Instrumentes ziemlich 
gleich sein muB, wird die hierbei vielleicht erkennbare Temperatur- 
schwankung praktisch frei von Strahlungsfehlern der Messung sein. 

Sie stellt indessen nicht die wirkliche maximale Amplitude 
dar; zur Beobachtung dieser würden wohl besser Aufstiege 
zwischen 5° und 8° bezw. 2? und 4r dienen. 

, Es schien ursprünglich richtiger, das Mittel aus je zwei auf- 
einander folgenden Morgen-Aufstiegen zu bilden, und dieses dem 
dazwischen liegenden Nachmittags-Aufstieg  entgegenzastellen. 
Aber hierdurch wären die Hühen beschränkt worden, da die 
Mittelbildung durch den jeweilig niedrigsten Aufstieg hätte be- 
grenzt werden müssen; oder man hätte den niedrigeren Aufstieg 
bis zur Hôhe des hôheren extrapolieren müssen, was in mancher 
Hinsicht nicht unbedenklich schien. Aus diesem Grunde wurde 
nur die Differenz zwischen je STD ES Sos und Nachmittags- 
Aufstieg gebildet. 

Im Jahresdurchschnitt für 1906 sehen wir vom Erdboden ab 
bis 1500 m die Schwankung abnehmen. Bis hierher unterdrückt also 
die Temperaturabhängigkeit vom Erdboden eine Strahlungsperiode, 
falls diese vorhanden ist. Nun zeigt sich zwar in 2000 m und 
2500 m erneute Zunahme der Schwankung, wie dies einer Strah- 
lungsperiode eigentümlich sein sollte, aber bei 2000 m konnten 
nur ?, und bei 2500 m gar nur zwei Füälle verwendet werden; 
einer so geringen Zahl von Beobachtungen aber darf in den ver- 
änderlichen Breiten Europas in einer so subtilen Frage keine Be- 
weiskraft zugeschrieben werden. 

Als Monatsmittel für das Jahr 1906 ergibt sich dann tileurde 
Tabelle : 
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Die mittlere tägliche Schwankung der Temperatur 
in verschiedenen Hôhen 1906 zu Lindenberg. 
PAS ERA ED En PRE RE dE ÉTÉ iesh oaese men ee ee ee 


Erde 500 m 1000 m 1500 m 2000 m 2500 m 

Januar +45 (5) +17 (5) +1.7 (5) 
Februar + 1.8 (5) <+0.6 (4) —0.1 (4) 
März +2.8 (5) +22 (5) +0.7 (4) 
April + 5.2 (4) +26 (4) +0.6 (4) 
Mai +28 (4) +25 (4) +17 (4) 
Juni nur 1 Difrerenz 

Juli + 5.9 (5) +19 (5) +0.5 (4) 
August + 8.7 (3) + 3.8 (3) +3.1 (3) 


September | + 3.5 (4) + 1.9 (4) + 0.3 (4) 

Oktober + 3.8 (4) +1.1 (4) + 0.9 (4) 

November + 3.8 (5) —0.9 (5) —0.2 (5) 

Dezember | +2.2 (3) + 1.8 (3) +2.6 (2) 
Jahres- 


mittel + 3.9 1.7 TT 0.86 (28) “+141 (7) +3.3 (2) 
d. Amplit. 


Die eingeklammerten Zahlen bedeuten die Zahl der verwen- 
deten Tagesdifferenzen, sie geben zugleich das Gewicht der Zahl an. 

Für das Jahr 1907, das mehr Beobachtungen aufweist, ergab 
sich folgende Tabelle: 


Die mittlere tägliche Schwankung der Temperatur 
in verschiedenen Hôhen 1907 zu Lindenberg. 


Erde 500 1000 1500 2000 2500 


Jenuar +03 (9) +16 (9) +0.8 (8) +1.0 (2) +12 (2) +25 (1) 
Februar +09 (9) +0.4 (9) +0.8 (9) <+0.5 (2) +24 (1) 
März + 0.8 (3) —0.2 (3) +02 (3) +3.1(2) +23 (1) 


April + 8.0 (10) +20 (10) +18 (9) “+0.8 (9) +O.1(8) 0.0 (5) 
Mai +18 (8) +28 (3) +38 (3) +23 (8) +15 (3) +0. (3) 
Juni +26 (5) +19 (6) +15 (5) “+13 (4) +0. (2) 

Juli +45 (10) +3.0 (11) +11 (11) +07 (8) —0.1 (5) —0.8 (2) 


August +27 (6) +15 (6) <+1.1(5) +04 (5) —0.1 (3) 
September + 2.7 (5) <+1.4 (5) +03 (5) +0. (5) +1.2 (4) 
Oktober +40 (9) + 0.5 (9) —0.6 (9) —0.1 (6) —0.4 (3) 
November +34 (5) +03 (5) —0.5 (4) +09 (2) +14 (2) +0.2(2) 
Dezember +28 (4) +0.9 (4) +15 (2) +12 (2) +1.1 (2) 
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Auch hier verlaufen die Monatsmittel noch durchaus nicht 
regelmäfig, aber sie gestatten doch viel eher, sich ein Bild von 
den Vorgängen zu machen. 

.. Die Sommermonate scheiden offenkundig für die Frage der 
Strahlung aus. In ïihnen bemerken wir eine Abhängigkeit auch 
der ‘oberen Luftschichten von der Erdoberfläche. Die Temperatur- 
schwankung nimmt in diesen Monaten offenbar mit der Hühe 
dauernd ab. In grôBeren Hôhen scheint sogar Nachmittags ein 
Sinken der Temperatur einzutreten. Als Ursache kônnte man sich 
die Verdunstung der entwickelten Wolkenmassen, oder die Aus- 
dehnung der unteren Luftvolumina infolge Erwärmang nach oben 
denken. Sobald ein weniger als adiabatisches Gefälle in den 
oberen Schichten vorhanden ist, — und das ist die Regel — mu 
ja bei adiabatischer Hebung der Schichten Abkühlung eintreten. 

Vom September bis März einschlieflich dürfte die Erwärmung 
der Luftsäule vom Boden her am Nachmittag bis ca. 1000 m Hôhe 
reichen. Die Beobachtungen innerhalb dieser Hôhe müssen also 
ausgeschieden werden; oberhalb 1000 m erwecken die Beobach-. 
tungen in der Tat den Anschein, als ob sie eine mit der Hôhe 
zunächst zunehmende Schwankung aufwiesen. 

Bilden wir für die bezeichnete Zeit für 1907 das Gesamt- 
mittel, so erhalten wir: 


Hühe 1500 2000 2500 8000 
Temp.-Schwank. + 0.55 + 1.0 + 0.7 + 0.1 
Gewicht 21 15 9 5 


In der Zeit von September bis März reicht die Luftmischung 
nicht in groBe Hühen, hier verlagern sich also auch die Staub- 
massen und sonstigen Verunreinigungen des Luftmeeres langsam 
auf den Boden desselben. In der Tat wird ja im Winter und 
Herbst die Oberfläche des ,Dunstmeeres“ recht häufig bei 2000 m 
Hôhe von den Ballons erreicht. 

Wenn es sich um Strahlungsabsorption und Emission der Luft 
selbst handelte, so müfte die Amplitude der Schwankung dauernd 
mit der Hôühe zunehmen, was nicht der Fall zu sein scheint. Das 
Resultat bietet daher eine Bestätigung für die früher geäuBerte 
Vermutung, daB nicht eigentlich die Luft selbst, sondern ihre 
festen und flüssigen Beimischungen die Ursache dieser Strahlungs- 
periode bilden. r 

Die quantitative Übereinstimmung mit den Beobachtungen in 
Aleipata ist überraschend, wenn es auch bei der knappen Zahl 
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der Beobachtungen kaum angemessen scheinen kann, grofes Ge- 
wicht hierauf zu legen. 

Das Ergebnis lehrt aber mit Sicherheit, da die in Alei- 
pata gefundene Zunahme mit der Hôhe wirklich be- 
steht, und da die Periode in 1000—1500 m Hôhe, 80- 
weit sie rein durch Strahlung herbeigeführt wird, ca. 
0.5 beträgt. 

Ferner muB offenbar die Amplitude der Temperaturperiode der 
Luft über der Oberfläche der See erheblich geringer sein, als 
bisher angenommen wurde, sodaf sie die Temperaturschwankung 
der Meeresoberfläche selbst wahrscheirlich nicht überschreitet. 

Auch zeigen die Zahlen deutlich, daB eine Strahlungsabhängig- 
keit der Instrumente bei den Beobachtungen in Lindenberg nicht 
bestanden hat; wäre nämlich eine solche vorhanden gewesen, 80 
müfte die scheinbare Temperaturschwankung mit der Hôhe dauernd 
weiter zunehmen, was nicht der Fall ist. 


Über das Verhalten von£(s) in der Halbebene 6>1. 


Von 
Harald Bohr in Kopenhagen. 
Vorgelegt in der Sitzung am 29. Juli 1911 durch Herrn Hilbert.: 
Einleitung. 
Die Riemann’sche Zetafunktion der komplexen Variabeln 


8 — 6+% ist in der Halbebene 6 1 durch das konvergente 
Prodakt 


1 
@ «9 = H(—+) 
dargestellt, wo p die sämtlichen Primzahlen 2, 8, 5,7 ... durchläuft, 
und es ist, wegen der gleichmäBigen Konvergenz dieses Produktes 
für o—1+0 (00), die Funktion £(s) in der Halbebene 6 > 1 
regulär. 
Es folgt unmittelbar. aus (1), daf in der Halbebene 6 > 1 


&(s) + 0 
ist. Dagegen hat, wie ich neuerdings bewiesen habe!), |£(s)| für 
c > 1 keine positive untere Schranke. 
Ich werde nunmehr in dieser Abhandlung beweisen: Es nimmt 
die Funktion £(s) in der Halbebene 61 jeden Wert 
auBer 0 an; sogar unendlich oft. 


1) Sur l'existence de valeurs arbitrairement petites de la 
fonction £(s) — £(o+it) de Riemann pour 6 > 1 [Oversigt over det Kgl. 
Danske Videnskabernes Selskabs Forhandlinger. 1911. Nr. 8]. — Der Leser 
braucht übrigens die zitierte Abhandlung nicht zu kennen. 


Egl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Hlasso. 1911. Heft 4. 29 
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Beweis eines Hilfssatzes. 


Es sei p, die nt Primzahl (d. h. p, = 2, p, = 8, p, = b,...). 
Dann ist bekanntlich die unendliche Reiïhe 


n = © 


DRDE 


n = 1 
für 6 > 1 konvergent, und zwar für 6 => 1+0 (0 0) gleichmäfig; 
dagegen ist bekanntlich 


n = 


À 1 Pr 
divergent. Kerner ist bekanntlich für zu 1 abnehmendes 6 
n = © 
lim >) pe” = + co 
C=1 n=1 s 
und 
n —= 
Am 50 70: 


o=+0 n=1 


Es sei 6 > 1, und es sei 


Pis Par Pays Pre. 
eine unendliche Folge reeller Zahlen. Dann konvergiert das Produkt 


n = © . 
LL, (1 +2, €?) —= (0, p,, p,, .…, Pas 4, 


und stellt für jedes Wertsystem 6 => 1, m,, p,,...,®,,... eine von 
Nall verschiedene Zahl dar. 

Ich werde nunmehr den folgenden Hilfssatz beweisen: 

Hilfssatz I: Es sei die komplexe Zahl 240 beliebig 
gegeben. Dann existiert eine reelle Zahl 6 > 1 sowie 
eine dazu gehôrige reelle Zahlenfolge m,,q,,...,@u,... 
derart, da 

F(o, Pis Parsons Pas.) = € 

ist. 

Beweis: Es môgen in der komplexen Ebene (siehe Figur) 
Æ und Z die Punkte bezeichnen, welche den Zahlen 1 und # + 0 
entsprechen. Ich lege alsdann, was offenbar môglich ist, einen 
Kreis ÆX durch die beiden Puukte Æ und Z (im Falle : — 1, wo 
£ und Z zusammenfallen, einen Kreis durch den Punkt E) derart, 
da erstens dieser Kreis X nicht durch den Nullpunkt O geht, und 
da ‘zweitens der Radius R des Kreises grôBer als 1 ist. Es be- 
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zeichne C den Mittelpunkt dieses Kreïses und @' den grôften Ab- 
stand vom Nullpunkte O bis zur Peripherie des Kreïses. Dann ist 


e" = OC+R<OE+EU+R — 1+2R<3RZID, 


wo D — 2R den Durchmesser des Kreises K bezeichnet. Es ist 
also der grôfte Abstand o' vom Nullpunkte O bis zum Kreise X 
kleiner als das doppelte des Durchmessers. 


Ich definiere nunmehr für jedes 6 > 1 eine (zu dem oben defi- 
nierten Kreise X gehôrige) Funktion f(6) folgendermafen. 
Es sei für alle 6 1 


n = @ ; 
FC) = F(@ pis Par... qu, ) = IT (+) 


gesetzt, wo die von 6 abhängigen GrôBen p,,p,,...,®@,,... fol- 
gendermafen bestimmt sind: Es sei 6 > 1 fest. Ich betrachte als- 
dann zunächst die Zahl 


1+pre, 


wo die reelle Grôfe y, den Intervall von 0 (inkl.) bis 2x (exkl.) 

durchläuft; es durchläuft alsdann in der komplexen Ebene der 

Punkt, welcher dieser Zahl entspricht, einen Kreiïis #, mit dem 
29* 
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; LL L 
Mittelpunkte E und dem Radius 7, = p° = 55: Wegen 


6>1, D>2>— D 
ist hierbei offenbar r, < D, d.h. es ist der Radius des Kreiïses #, 
kleiner als der Durchmesser des Kreises X. Es hat daher der 
Kreis #4, zwei Schnittpunkte P, und P, (siehe Fig.) mit dem 
Kreise K, und es bezeichne P, denjenigen Schnittpunkt, der in 
positiver Umlaufsrichtung von E aus der frühere ist. Alsdann ist 


0 <[CE,CP,]< x). 


Ich setze nunmehr 
9 [0E, EE: 


dann entspricht in der komplexen Ebene die Zahl 
1 + pr eipi er PARA 


offenbar dem Punkte PF. 
Ich betrachte nunmehr, nachdem , festgelegt ist, die Zahl 


(pri) (1 + pres) — que (1 + pr eiPe), 
wo y, von O (inkl.) bis 2x (exkl.) läuft; es durchläuft alsdann in 
der komplexen Ebene der Punkt, welcher dieser Zahl entspricht, 


einen Kreis #, mit dem Mittelpunkte P, und dem Radius 
r, = 0,P,;. Wegen 


= OP,=<p <2D, p,° Le AE 


ist hierbei offenbar der Radius r, dieses Kreises k, kleiner als der 
Durchmesser D des Kreises X. Es hat daher der Kreis k, zwei 
Schnittpunkte mit dem Kreise K. Ich gehe wieder in positivem 
Sinn weiter und bezeichne mit ?’, denjenigen Schnittpunkt, für 
welchen 

ZIP FOPVE SR 
ist. Dann setze ich 

= (OP ep PE 

und es entspricht alsdann in der komplexen Ebene die Zahl 


1) Es seien L, M,N,Q vier Punkte in der komplexen Ebene, nnd L ver- 
schieden von M, N verschieden von Q. Dann bezeichne ich mit 


[LM, NQ] 
den Winkel zwischen O (inkl.) und 2x (exkl.), um welchen der Vektor LM bei 
festgehaltenen L zu drehen ist, damit er mit dem Vektor N Q gleich gerichtet wird. 
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A+pen). (+ pren) = pci: 
offenbar dem Punkte P.. 
Ich setze nunmehr die obige Methode fort, bestimme, nachdem 
y, und vw, festgelegt sind, die reelle Zahl y, derart, daB der 
Punkt P,, welcher in der komplexen Ebene der Zahl 
(+ pire) (L + pit ie) (1 + ps ei7s) = 9, cie 
entspricht, auf dem Kreise X liegt, und zwar so, daf 
O=ACP,, CPI] =x 
ist. ... Allgemein, es seien p,, m,,..., 9, festgelegt, und es liege 
der Punkt P,,, welcher der Zahl 
Qu ns = TT] (L+ pr ein) 
m=1 


entspricht, auf dem Kreise X. Ich bestimme alsdann y, folgender- 
mafen: Wenn die reelle GrôBe æ, von O0 (inkl.) bis 2x (exkl.) 
läuft, so durchläuft in der komplexen Ebene der Punkt, welcher 
der Zahl 


TL Gp d9n) = qu, dm (1 + pa’ ein) 
m= 1 
entspricht, einen Kreis 4, mit dem Mittelpunkte P,, und dem 


Radius r, — 0,,9,. Wegen 


Spice), << 


ist hierbei offenbar r,— D, und es hat somit der Kreis 4, zwei 
Schnittpunkte mit dem Kreise K; es bezeichne P, denjenigen 
Schnittpunkt, für welchen 


DESTCP. 25 CP. | A 
ist. Ich setze alsdann 
= [0P,,, 1,2] 
Dann entspricht in der komplexen Ebene die Zahl 


nn = [I (1+ px" en) 
m=ÎIl 


offenbar dem Punkte P,. 
Es ist hiermit eine von o abhängige reelle Zahlenfolge 


Pis Pas ee) Pa ee) 
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und damit auch, für jedes 6 = 1, die Zahl 
n = © . 
FC) = "TL (1 +pr° Pr) 


vôllig bestimmt. Es habe P, — P,(6) (n — 1, 2, 3, ...) die obige 
Bedeutung, d. h. es entspreche in der komplexen Ebene den Punkt 
P, der Zahl 


gun = IT (+ pa eiPn). 
nm =1 


Es bezeichne ferner P — P(6) denjenigen Punkt in der komplexen 
Ebene, welcher der Zahl 


fo) ="TI (+rs dv) 


entspricht. Da für alle n — 1, 2, 8,... der Punkt P, auf dem 
Kreise XÆ liegt, ist, wegen 


FC) = lim TI (1+p éiPn), 


der Punkt P auch auf dem Kreise X gelegen. Ich behaupte nun- 
mehr: es ist, bei passender Wabhl eines 6 > 1, 


f(o6) = 
d. h. es ist, bei passender Wabhl eines 6 = 1, der Punkt P = P(6) 
mit dem Punkte Z identisch. 
Um dies zu beweisen, definiere ich für 61 eine Zahl 
L = L(o) durch die Reïihe 


Des Ur n—1 


wo, für alle » — 1,2, 8,...,uP,, P, diejenige auf dem Kreise X 
vom Punkte P,, bis zum TUE P, in positiver Umlaufsrichtung 
gerechnete Bogenlänge bedeutet, welche zwischen 0 und xR (beide 
exkl.) liegt (es bedeute hierbei P, den Punkt E). Es ist diese 
Reïihe konvergent; denn es ist 


0<vrlP<z D da Layer + On Pr £ + D Pr = cp, 


LA : ; D 
WO € — 5 € eine nur vom Kreïse À abhängige, d. h. von 6 und n 


unabhängige, Konstante bedeutet, und es ist, wie oben erwähnt, 
die Reïhe 
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n = @ % 
2, Pr 
für 6 > 1 konvergent. 
Ich behaupte nunmebr: es ist die für 6 = 1 definierte positive 
Funktion L = L(o) eine für 6 — 1 stetige Funktion von 0. 
* Dies folgt einfach daraus, da$ erstens, wegen 
vu, Pepe" 
die Reiïhe à 
= 
p> GP,- Pi) 
bei jedem à 0, für 6 => 1 + © gleichmäBig konvergiert, während 
zweitens die einzelne Glieder der Reïhe, d. h. die Zahlen 
1,(6) = vP,,P, stetige Funktionen von 61 sind; dies letzte 
folgt unmittelbar durch Induktion; denn es ist, wegen P, P, = p;°, 
v P, P, stetig, und aus der vorausgesetzten Stetigkeit von v P,, P, 
(r = 1,2,...,n—1) folgt die Stetigkeit von 0, — OP,,, also 
von P,,P, = 0,,9,°, d.h. die Stetigkeit von v P,., P,. 
Ferner ist, wegen 


L=L(o<c Dr 
n=i 
lim ZL(o) = 0, 
o=+ 
und aus der Ungleichung 
| Pl Pin = OnPe 2 € Pa" 


ni—1 


wo @” 0 den kleinsten Abstand vom Nullpunkte O bis zur Peri- 
pherie des Kreises X bedeutet, ergibt sich weïter 


n=@ 
L= Le Er 
also, für zu 1 abnehmendes 56, 
lim L (6) = + 00, 
o=1 
Die für 61 definierte positive stetige Funktion L = L(o) 
nimmt somit für 6 — 1 alle positiven Werte an. 
Ich trage nunmehr, bei festem o—1, die Bogenlänge 
L = L(6), mit dem ersten Endpunkte im Punkte P, = E, längs 


der Peripherie des Kreises X in der positiven Umlaufsrichtung 
ab; dann fällt offenbar, wegen 


n = 
L = er (QC 2,.P,), 
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der andere Endpunkt in den Punkt P — P(c), welcher der Zahl 
f(o) entspricht. 

Es 'bezeichne nunmehr v EZ diejenige vom Punkte Æ bis zum 
Punkte Z in positivem Sinne gerechnete Bogenlänge, welche 
zwischen O (exkl.) und 2x (inkl.) liegt (es ist also im Falle 
3 = 1, vEZ — 2xR gesetzt), und es sei, was nach dem obigen 
môglich ist, 6 1 so gewählt, daf L(o) — LEZ ist. Dann fällt 
offenbar für dieses 6 der Punkt P — P(0) in den Punkt Z, d. h. 
es ist für dieses 6 

n = ° 
fo) = "TL A +ps és) = 2. 
Damit ist der Hilfssatz I bewiesen !). 

Aus dem Beweis des Hilfssatzes I folgt unmittelbar, daf man 
diesen Satz auch allgemeiner so formulieren kann. 

Hilfssatz Il: Es sei z: +0 beliebig gegeben. Dann 
gibt es zu jedem ô —0 eine dem Intervall 1<o<1+ 
gehôrige Zahl o und eine reelle Zahlenfolge p,,@p,,..., Pys…. 
derart, daf 


n = © : 
F(6, Ps Pa» vu) ae NP (1 + pr° eiPn) — 2 


ist. 
Denn, wegen 

Lim L(e) = 0, 

s = @ 
hat die für o—1 stetige positive Funktion L(o) für oZ=1+0 
eine endliche obere Grenze M (die übrigens für o > 1 + d erreicht 
wird). Ich bestimme alsdann zunächst die positive ganze Zahl N 
so groB, daf 

vEZ+21R.N> M 


ist, und danach eine Zahl 6 = 1 derart, daf 


1) Ich bemerke der Deutlichkeit wegen, daB es unwesentlich ist, daB ich 
beim Beweise des Hilfssatzes I eben einen durch die beiden Punkte Æ und Z 
gehenden Kreis verwendet habe. Ich konnte z. B. auch statt des Kreises Æ die 
Gerade EZ oder vielmehr den Halbstrahl, der von Æ durch Z ins Unendliche 
geht, verwendet haben, indem ich alsdann eine ,zu diesem Strahl gehôrige“ Funk- 
tion f(o) = F(o, 1, Pas -..; Pn ..) konstruiert hatte. Bei der Benutzung eines 
solchen Halbstrahls EZ wäre aber für den Fall z — 1 (d.h. E — Z), wo von 
einem Halbstrahl EZ gar nicht die Rede sein kann, sowie für den Fall, wo # 
reell und kleiner als 1 ist, in welchem Falle der Halbstrahl EZ durch den Null- 
punkt O geht, eine besondere, übrigens unschwere, Untersuchung nôtig géwesen. 
Un eine solche besondere Untersuchung einiger Spezialfälle zu vermeiden, habe ich 
im Texte den durch Æ und Z gehenden Kreis X dem Halbstrahl EZ yorgezogen. 
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L(6) = vEZ+21R.N 


ist. Für dieses 6 > 1 ist dann offenbar, wegen 
L(6) = LEZ (mod. 2xR), 
fo) = Fo, pis Pas. Pas.) = 8, 


und, wegen L(e) => M, ist hierbei eo ipso 8 < 1 +0. 
Damit ist der Hilfssatz II bewiesen. 


$ 2. 
Einführung eines Kronecker’schen Satzes über Diophantische 
Approximationen und Übergang von der Funktion 
F(6, p,,9,,...,p,,...) zur Funktion £ (0 + 5). 


Es sei die komplexe Zahl z + O0 beliebig gegeben. Dann gibt 
es nach dem Hilfssatz I des $ 1 eine reelle Zahl 6, = 6,(2) > 1, 
sowie eine dazu gehôrige reelle Zahlenfolge ®,,@,,..., Du; ..., 
derart, daf 
n = © : 1 
[ G+pr te dipe) = — 
n =1 £ 
ist. Ich behaupte nunmehr den folgenden 
Hilfssatz Il: Es nimmt die Funktion é(s) auf der 
Geraden 6 = 6,, wo 6, — 6,(2) die obige Bedeutunghat, 
Werte an, die beliebig nahe an # herankommen; d. h. 
nach Annahme eines s 0 gibt es ein reelles t, derart, 
da 


Sara Ati 4 


ist. 
Beweis: Nach Voraussetzung gibt es eine reelle Zahlenfolge 

Pis Pas ces Pns =. Aerart, daf 

n = © de ip 1 

LI, Let Te ur 71 


ist. Ferner ist für alle reellen t 


HS IT Gp (+) "TT G+ors ef —t108 pa)), 
0 n=1i = Ù 
d. b. 

1 n = @ 


ro = tr té) 
wo, für alle # — 1, 2, 8, .., 
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: Un — [AU e a—tlogp, 
ist. © 

Es lautet also die Behauptung: es gibt ein reelles # derart, 
daB die Ungleichung 


Te (1 Tu Co eiPa) 
ei 
IT (+ voir) 
n =1 


wo nur die GrôBen uw, — x —tlogyp, von é abhängen, für & = 4, 
erfüllt ist. 

Um die Existenz eines solchen {, zu beweisen, bestimme ich 
zunächst eine Zahl s, derart, daf 

ê; 

l—e, 
ist; zu diesem s, bestimme ich alsdann eine ganze Zahl N derart, 
 daf 


O<s,<1i, Fr 


n = © 
IT A+p%) —1—<s, 
n=N+1 
ist. Dann ist offenbar a fortiori 


n = © £ 
Mate RNERTTR 


d. h. es ist 
n = © 


AL, G+rr em) = 14e, 
wo [a,|<e, ist. Ferner ist für jedes reelle t 
n = ‘ 
à LE .( ps Pets) = 14, 


wo à, — «,(!) die Ungleichung [«,| <s, erfüllt. 
Es ist also für jedes reelle # 


: (a, +) Le 1+ 0, “ 1 + pi % ePn 
& l+a, y: 1 + p,7 % clin 4 
wo |[a,|<s, und |a,| <6, ist. 
Nachdem N festgelegt ist, bestimme ich nunmebr, was offenbar 


aus Stetigkeitsgründen môüglich ist, ein 6, > 0 so (d. h. so klein), 
daB die Ungleichung 


n=N/] + p,7 % en 
UE (es + D, 00 en J-1}<e 
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erfüllt ist, wenn, für alle n — 1,2,...N, die Zahl u,, auf der 
Kreiïsperipherie, d. h. modulo 2x, betrachtet, von der festen Zahl 
y, um Weniger als 6, abweicht, d. h. wenn für alle n — 1,2, ...N 
eine Ungleichung der Form 


; lu, Par 2x9a| < ê 
in ganzen Zahlen g,, 9,,... 9, besteht. 

Nun bat aber Kronecker den folgenden Satz über Diophan- 
tische Approximationen bewiesen: 
* Es seiïen 1,,4,,...1, reelle Zahlen derart, daf keine 
Relation der Form 


Ca,+C1,+:.. +O ii, = 0 
in ganzen, nicht sämtlich verschwindenden GrôBen 
C;, C,,... C, besteht; es seien ferner »,,v,,...», belie- 
bige reelle Zahlen. Dann gibt es zu jedem & —0 eine. 
reelle Zahl #, sowie N ganze Zahlen g,,9,,...9, derart, 
da die N Ungleichungen 


tr gi<e  (n = 1,2,...N) 
sämtlich erfüllt sind. 


Ich wende nun diesen Kronecker’schen Satz an auf: die 
Zahlen : 


À, Fe — 57 108 PA (n = 1,2, N) 
nn 7 
Va Toute (n = 1,2,...N) 
und 
PUF Mis GR 
ET 


Die Voraussetzungen des Satzes sind offenbar erfüllt; denn, wegen 
der eindeutigen Zerlegbarkeit einer ganzen positiven Zahl in Prim- 
faktoren, kann eine Relation der Form 


C,logp,+0C,logp,+:-..+C,logp, = 0 


(d.h. eine Relation der Form p,4.p,@%...p,0x — 1) in ganzen 
Zahlen C,, C,,...C, nur bestehen, wenn die Zahlen C,, C,,... C, 
sämtlich gleich O sind. 

Der Kronecker’sche Satz ergibt alsdann die Existenz eines 
reellen #,, sowie dazu gehôriger ganzer Zahlen g,, 9,,...9,, derart, 
daB für alle # — 1,2,...N die Ungleichung 

A 
— lo Pa + — 9, Se: 
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d.h., wenn ich mit 2x multipliziere und, statt —4 log p,+ 7, 
u, = u, (t)‘schreibe, die Ungleichung 

[y — Pa — 27 9nl < 8 (n EE 1, 2,...N) 


besteht. 
Für dieses t, ist alsdann 


=N — 00 Pr 
TI (Cr) 1 Es 
n = 1 1+p,% en 


d. b. 
= 1 + p,7 9% el?n . 
n = 1 eu) cé Lips 
wo |a,| < 6, ist. 
Hieraus ergibt sich dann weiter 
É(S +) __ 1+a, 
2 Lolo us 
wo 
lal<e, lal<es, CARS 
ist. Â ; 


Wir bekommen dann schlieBlich 
a+) _, (+ «,) Lee] 


£ 1+a, 
a ++ a, Gas de, 
Fe 1+0, are 


Hiermit ist der Hilfssatz III bewiesen; d.h. es ist bewiesen: zu 
jedem z+0 gibt es eine reelle Zahl 6,1 derart, 
da8 auf der Geraden 6 — 6, die Funktion (£(s)—2) be- 
liebig'kleine Werte annimmt. 


$ 3. 

Bewels, dass £(s) für 6 = 1 alle Werte ausser 0 annimmt. 
Ich werde zunächst den folgenden Hilfssatz beweisen: 
Hilfssatz IV: Es sei z: +0 beliebig gegeben; dann 

gibt es eine reelle Zahl o = 6’(:) => 1 derart, daB bei 
jedem « des Intervälles 0<s<1 die Funktion 
RME ce 
6(s)—2 
x Streifen d'+e=0<o +1 beschränkt ist, dagegen 
im Streifen d—-s5=<0<0 +1 nicht beschränkt ist. 
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Beweis: Es sind beim Beweise zwei Fälle zu unterscheiden, 
je nachdem z — 1 ist oder nicht. 

‘Fall. :+1. 

Da, gleichmäBig für alle reellen #, 


lim £(s) = 1 
Su = + 0 
ist, ist die Funktion à 
&(s) — 4 
für alle hinreichend grofen reellen 6, in der Halbebene 60, be- 
schränkt. Anderseits gibt es nach dem Hilfssatze III des $ 2 eine Zahl 


6, > 1 derart, daB die Funktion = auf der Geraden 6 — 6, 


1 
HE 
nicht beschränkt ist. 

Es existiert folglich eine, durch einen Dedekind’schen Schnitt 
bestimmte, Zahl 6’ => 1 derart, daB bei jedem s = 0 die Funktion 
= in der Halbebene 520+e beschränkt ist, dagegen in 
der Halbebene 6 =6’—# nicht beschränkt ist. 

Dann ist für dieses 6’ die Bedingungen des Hilfssatzes IV 
offenbar a fortiori erfüllt. 

Fall? = 1 

Wegen un &(s) = 1 ist für kein 6, die Funktion 

1 
£(s)—1 
in der Halbebene 6 6, beschränkt, und es muB daher die im 


Falle 1 verwendete Beweismethode hier etwas geändert werden. 
Es ist bekanntlich, und sebr leicht zu beweisen, 


und zwar gleichmäBig für alle reellen {. Hieraus folgt nunmehr 
unmittelbar, daB die Funktion CNE 
6(s)—1 


im Streifen 6, <6<o,+1 (nicht aber in der ganzen Halbebene 
6Z=>0,) beschränkt ist. Anderseits gibt es aber nach dem Hilfs- 
satz III des $ 2 eine reelle Zahl 6, => 1 derart, daB die Funktion 


für hinreichend groBe 6, 


O1 auf der Geraden 6 — 6, nicht beschränkt ist. Es exi- 


stiert daher eine, durch einen Dedekind’schen Schnitt bestimmte, 
Zahl o'=>1 derart, daB bei jedem s des Intervalles 0 << 5 < 1 die 
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fs 1 
Funktion TO ES! 
tiori im Streifen o'+e<o6<o’+1) beschränkt ist, dagegen im 
Streifen 6 —-s<6<e6 +1 nicht beschränkt ist. 

Damit ist der Hilfssatz IV bewiesen. 

Ich gehe nunmehr zum Beweise des Hauptsatzes über: 

Hauptsatz: Es nimmt die Funktion£é(s) in der Halb- 
ebene 6—1 jeden Wert auBer 0 an. 

Beweis: Es sei z +0 beliebig gegeben, und es habe 
6" — 6’(:)— 1 die Bedeutung des Hilfssatzes IV, d. h. es sei bei 


jedem « des Intervalles 0 < & < 1 die Funktion = im Streifen 


im Streifen 6'+e<6<o+i+s (also a for- 


6"+e<6<6'+1 beschränkt, dagegen im Streifen o'—-56<60=<0+1 
nicht beschränkt. Ich werde dann beweisen: es nimmt, sogar für 
jedes 8 —0, die Funktion £(s) in der Halbebene 6Z0—0 den 
Wert z an. 

Gesetzt, dies sei nicht der Fall; dann gäbe es eine feste Zahl 
d 0, die ich offenbar < 6 — 1 sowie < } annehmen darf, derart, 
daB £(s) in der Halbebene 6 6° —d (= 1) verschieden von z wäre. 

Es bezeichne unter dieser Annahme F(s) einen beliebigen, für 
6Z=6'—d regulären Zweig der Funktion 


log (£(s) — 2). 

Dann ist, im Streifen 6 —-d=<6o<o +1, R(F(s)) nach oben be: 
schränkt; denn es ist in diesem Gebiete 
R(F(s)) = R(log(É(s)—2)) = log{é(s)—-2]<log(£(o —-d)+|:) =4,, 
wo die positive GrüBe X, (sowie in der Folge 4, > 0, k, —0, ...) 
von 8 nicht abhängt. 

Ferner ist, auf der Geraden 6 = 6’+4, R(F(s)) auch nach 
unten beschränkt, d. h. es ist für 6 — 6’+4 

—R(F()<E,; 


denn es ist 
: 1 
RFO) = Le| = 


und, nach Voraussetzung, die Funktion 


-beschränkt. 

Nan hat aber Hr. Carathéodory bewiesen: 

Es sei die analytische Funktion F(s) für [s—s,| <r 
regulär und 4 das Maximum von R(F(s)) für [s—-s8,] Sr. 


1 7 , 
TO für © = 6+4 
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Es sei0<o<r. Dannist für [s—s]<e 


RFENEIR (FE +242. 


120 
Wir wenden nun diesen Satz an auf: die Funktion 
| F(s) = log ((s)—), 
den Punkt 
8 — 6 +d+Ù (—oo<t<co) 
und die Zahlen 
r = 24, @ = $d. 
Die Voraussetzungen des Satzes (d. h. insbesondere die Regularität 
von F(s) für [s—s,| £r) sind offenbar erfüllt; denn es gehôrt ja 
der Kreis [s—s,| <r dem Streifen 6 —-d=<e<6+1 an. 
Ferner ist im Streifen 6 —-d=<6e<e+1, also a fortiori im 
Kreise [s—s,| £r, 
R(F(S) <£4,, 
d. h. es ist die Zahl A =%,, und aus 
R(F(S) ZA, —R(F(s) =, 


IR(F(S)IZ F5, 


wo k, die grôüfere der beiden positiven Zahlen 4, und 4, bedeutet. 
Der Carathéodory’sche Satz ergibt alsdann für 
[s = S,| —. 0 3 d 


folgt 


24 + 3 d va 


Did th 2d—34 —= 7k,+6k, TE k,. 


IR(F(S)IZ # 


Es wäre also im Streifen 6’ — - <6<cs+3$d 


—f (F(s)) = k,; 
AS Ou brefs à — . Puprtst 
—R(F(S) £ À. 
Die Funktion 
La _ REF) 
£(s)—2 


wäre also im Streifen 0’ — - £<6<o+1 beschränkt, im Gegen- 


satze zu den Voraussetzungen. Es muB also unsre Annabhme 
£(s) + + für oZo'—d falsch gewesen sein. Damit ist der Satz 
bewiesen. 
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8 4. 


Beweis, dass £(s) im Streifen 1<o<1+8 (9 0) alle Werte 
ausser 0 annimmt. 


Satz: Es sei die komplexe Zahl z +0, sowie d 0, 
beliebig gegeben; dann nimmt die Funktion £(s) im 
Streifen 1<o—<1+0 den Wert z an. 

Vorbemerkung: Aus diesem, für alle d > 0 giltigen, Satze 
folgt offenbar nach einem bekannten SchluBverfahren, daB £(s) im 
Streifen 1<o<1+0 jeden Wert aufer O0 sogar unendlich oft 
annimmt, also a fortiori, was in $ 3 noch nicht bewiesen war, 
daB £(s) in der Halbebene 61 jeden Wert auBer 0 un- 
endlich oft annimmt. 

Beweis: Nach dem Hilfssatz II des $ 1 existiert eine reelle 


Zabl 6’ im Intervalle 1 < 6 < sowie eine dazu gehôrige 


reelle Zahlenfolge p,, p,,..., p,,... derart, daB 
n = © M 
PAIE +p rs) =) 
ist. 
Ich betrachte alsdann die ts 61 definierte, von O ver- 
schiedene, Funktion 


n = @ . 
g(o) = TI A+p, ‘é»), 


wo y, (n = 1,2,...) dieselben festen (d. h. von o unabhängigen) 
Zahlen sind, welche in dem obigen Produkte 


1 n = © ne 
== I G+pr tes) 


vorkommen. (Es ist g(e) nicht etwa mit der im $ 1 betrachteten 
Funktion 


f(e) = "TT (+ pr ei) 


zu verwechseln, in welchem letzten Ausdruck die reellen GrôBen 
Pis Pos. Pas ben von 6 abhängig waren.) 
Dann ist speziell 
1 
g(o') = FR 


ich wähle nunmebhr eine reelle Zahl 6” im Intervalle o' << 6 < [0 


2 
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derart, daf 
g(d) + — 
ist. Eine solche Wahl ist offenbar müglich; “ sonst wäre g(o) 
im ganzen Intervalle (o <6<i _. konstant (tbrigens == +) 
also wäre die für 6 = 1 definierte reguläre Funktion der komplexen 
Variabeln s — 6+ it 
GQ = "TE (+pr*7s), 


WO is Ps. Pns +. dieselben festen (d. h. von s unabhängigen) 
Zablen sind, welche in g(o6) vorkommen, in der ganzen Halbebene 
61 konstant, was offenbar, wie z. B. durch Betrachtung des 
Verhaltens von G(s) für sehr grofe Werte von © sehr leicht zu 
sehen, nicht der Fall ist. 

Ich setze nunmehr 


= 1+0, = 1+6"; 


dann ist 
0<o << SE 
und 
Ne 1 6" ii + 0 
AS re) As 7 A 
wo y + 2 ist. 


Ich werde dann zunächst beweisen: 
Es gibt zu jedem & = 0 ein reelles #,, derart, daB die beiden 
Ungleichungen 
£(a' + it) 
£ 


< & 


tent es 


für 4 — t, gleichzeitig erfüllt sind. 
Um die Existenz eines solchen {, zu beweisen, bestimme ich 
zunächst eine Zahl &, derart, daf 


O<68,<1, PL, 
1 


ist, und zu diesem 6, eine ganze Zahl N derart, daf 


ù = D 


War : ( +ps —1< &, 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math-phys. Klasse. 1911. Heft 4. 80 
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ist;:wegen 6’ < 6” ist hierbei auch 
HEC 11 
IT Tres 
n=N+1 


Es folgt alsdann, ganz wie im $ 2, wenn ich wieder die Bezeich- 
nung 
Un = Un) = —tlogp,+x 


einführe, da für alle reellen t 


G(o'+if) _ 1+a, "=" 1 Ppsa00ePe 
BUT 1e si Lure a | 
und 
E(d'+) AN re) 
y F4 1+8, n =1 1+p5 0" elln 
ist, wo die vier Grôüfen |a,|,[a,|, [8,1 und |8,] sämtlich < 6, sind. 
Ich bestimme nunmebr mit Hilfe des Kronecker’schen Satzes 
über Diophantische Approximationen ein reelles {, derart, daB, für 
alle n — 1,2,...N, die Zahl u,(t,) = —t,logp,+x, wenn man 
sie auf der Kreisperipherie, d.h. modulo 2x, betrachtet, um so 
wenig von der festen Zahl œ, abweicht, daf die beiden Unglei- 
chungen 


NI LR, 

ue 1e. Æ)-i|<s 
und 

= 1 px Pr 

"[ de <a 

n=1 1+9p, ° tn 


für é — t, erfüllt sind. 
Dann ist für dieses 4, 
&(o'+5t,) ba 
a 
und 
LC et nl 2 
AR: 
its sechs GrôüBen |«,|,la,], |«,|, LB, } [8,1 und [8,1 sämtlich < &, 
sin 
Hieraus ergibt sich dann weiter, ganz wie im 8 2, da8 


AC. Pi < & 


(+ B,), 
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und 
É(a" +56, 
# 
ist, und es ist somit die obige Behauptung bewiesen. 
Es folgt nunmebr PR die Existenz einer Folge von 
reellen Zahlen #,,4,, .…. derart, da gleichzeitig 


DRE = 2° 
n = @ 


—1|<s 


und 
lim £(o"+16,) — 
n = © 

ist. 

Es sei nunmehr angenommen, daf £(s) im Streifen 1<o<1+0 
verschieden von z wäre, und es bezeichne unter dieser Annahme 
F(s) einen beliebigen, für 1<6<1+0 regulären Zweig der 
Fuanktion 

log (£(s) — 2). 
Dann ist, im Streifen 1+49<o—<1+50, R(F(s)) nach oben be- 
schränkt, denn es ist in diesem Gebiete 
R(F(s)) = loglé(s)—:1< log(6(1+49)+14) = &, 
wo die positive GrôBe k, (sowie in der Folge 4,0, 4, —0, ...) 
von s nicht abhängt. 
Feruer ist, wegen 
lim (£(o"+ü,)—e) = y—e+0, 
n = 
für alle n — 1, 2, 3, 
R(F(d"+ it) = log |E(6" + if) —z| 
auch nach unten beschränkt; d. h. es ist 
—R(F(d"+i,))<E,, 
wo k, von n unabhängig ist. 

Wir wenden nun den Carathéodory'schen Satz an auf: 
die Funktion 
F(s) = log(£(s)—2), 


5 = d'+i, (n = 1,9,8,...) 


den Punkt 


und die Zahlen 
r= 0-48, @ = 0-08 
Die Voraussetzungen jenes Satzes (d.h. insbesondere die Regu- 
larität von F(s) für [s—s,|<r) sind offenbar erfüllt; denn'es ge- 
30* 
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hôrt ja der Kreis |[s—s,| <7r dem Streifen 1<o—<1+0, ja sogar 
dem Streifen 1+40'=o<1+0 an. 

Ferner ist im Streifen 1440 =o—<1+0, also a fortiori im 
Kreise |s—s,|=r 

R(F(s) =E,, 
und aus 
ñ (F(&)) = k, ; — AR (F(s) = k, 
folgt sofort | 
| IR(F(S)I = E;, 
wo k, die grôüBere der beiden Zahlen 4%, und k, bedeutet. 
Der Carathéodory’sche Satz ergibt alsdann für 
ss <e = 8-5 
28-80 — 0" 
+ DRE TL 


wo k, von s und »* nicht abhängt. 

Es wäre also speziell im Punkte s — 6’+6, (n — 1,2, ...), 
welcher vom Punkte 5, — 6”+i, genau den Abstand 
e = d—0" = 6-6! hat, 


IR(FDI<E 4 — 5 — — k,, 


—R(F(s) =&,; 
d. h. es wäre für alle n — 1, 2,... 
L REC +) < eh = 


E(o"+i4,) — 7] 
im Gegensatze zur Voraussetzung 
nu E(o'+it,) = 2. 


Es mu also unsere Annahme E£(s) + 2 für 1 < 0 1 + 0 falsch ge- 
wesen sein. Damit ist der Satz bewiesen. 


Die Bahn der von einer Wehneltkathode 
ausgehenden Kathodenstrahlen im homogenen 
Magnetfeld. 


(Vorläufige Mitteilung). 
(Mit einer Figur im Text). 
Von 


A. Bestelmeyer. 


Vorgelegt von E. Riecke in der Sitzung vom 17. Juni 1911. 


Die Verschiedenheit des von mir gefundenen Wertes') der 
spezifischen Ladung des Elektrons bei der Geschwindigkeit Null 
(e/u, — 1,733.10", reduziert nach der Relativitätstheorie) gegen- 
über den früheren Beobachtungen (s]u, — ca. 188.10") legte die 
Frage nahe, inwieweit die grofe Differenz der beiden Werte even- 
tuell durch die Verschiedenheit der Anordnung und HEAR 
der Versuche bedingt ist. 

Um diese Frage zu beleuchten, machte ich Bestimmungen von 
elu aus Entladungspotential und magnetischer Ablenkung an Weh- 
neltkathodenstrahlen. Das Resultat dieser Messungen ps in Ueber- 
einstimmung mit den Ergebnissen von Herrn Classen ?) und Herrn 
Lerp*), daB auch diese Art der Bestimmung zu dem kleineren 
Werte sju, = 1, 7 ... 10" führt (CL: eju — 1,774.10"; L.: 
lu, = 1,72.10°). 

Um môglichst guten Einblick in die Vorgänge zu gewinnen, 
verzichtete ich auf photographische Fixierung, und beobachtete 


1) A. Bestelmeyer, Ann. 22, p. 429, 1907. 
2) J. Classen, Phys. Z. 9, p. 762, 1908. 
3) K. Th. Lerp, Inaug.-Diss. Güttingen 1911. 
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direkt den durch das Leuchten 
der Gasreste sichtbaren Kathoden- 
strabhl auf seinem ganzen Wege. 
Der Strahl wurde im Innern eines 
Solonoids mit vertikaler Achse er- 
zeugt und durchlief nach Passieren 
einer Blende noch ‘/s eines vollen 
Kreises, in der Ebene des mitt- 
leren horizontalen Querschnitts des 
Solonoiïids und konzentrisch mit 
diesem. Das EntladungsgefäB war oben mit einer Glasplatte 
verschlossen. Durch diese hindurch wurde der Strahl beobachtet 
und an 6 um je 60° von einander abstehenden Stellen gemessen. 
Die unmittelbare Beobachtung ergab, daB der Strahl nicht immer 
aus Elektronen von einheitlicher Geschwindigkeit zusammenge- 
setzt war. Das Aussehen des Strahles war dann von dem neben- 
stehenden Typus. Die Durchmesser des innersten und äufersten 
Randes und mithin die zugehôrigen Geschwindigkeiten unterschieden 
sich bis zu 2,7°/o Die Schärfe der beiden Ränder war meist sehr 
wohl definiert. Der äufere Rand hatte ungefähr denselben Durch- 
messer wie'der Gesamtstrahl in den Fällen, in denen dieser schmal 
and eïnheitlich erschien. 

Die wiederholte Ausmessung des Strahles ergab im allge- 
meinen eine geringe Zunahme der Krümmunpg mit dem zurückge- 
legten Weg. Dies deutet auf eine Abnahme der Geschwindigkeit 
beim Durchgang durch den mit Gasresten erfüllten Raum hin. 
Doch ist die GrôBe des Effektes so gering, daB der Schlu8 nicht 
ganz sicher ist. 

Aus dem Mittelwert des Durchmessers erhält man für die 
spezifische Ladung den Wert: 

€ 2P 2.870.10° 
Pole CE : De LA: DS ENT DEL 

Da die meisten Fehlerquellen die Wirkung haben, daB die Gte- 
schwindigkeit des beobachteten Strahles kleiner ausfällt, als bei 
der Berechnung angenommen wird, so ist dieser Wert wahrschein- 
lich noch etwas zu grof. 


Gôttingen, Physikalisches Institut der Universität, den 16. Juni 
1911. 


Graphische Lôsung von Randwertaufgaben der 
Gleichung 
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C. Runge. 
Vorgelegt in der Sitzung am 29. Juli 1911. 


Sind auf dem Rande eines Bereiches die Werte einer Funk- 
tion f(x, y) gegeben, die mit ihren ersten Ableitungen im Innern 
des Bereiches stetig sein und der Differentialgleichung 


genügen soll, so ist die Funktion, wie man weiB, eindeutig be- 
stimmt. In der folgenden Arbeit soll für den Fall eines einfach 
zusammenhängenden graphisch gegebenen Bereiches eine graphische 
Methode angegeben werden, um die Funktion zu ermitteln. Ebhe 
wir aber an die eigentliche Aufgabe herantreten, muB auseinander- 
gesetzt werden, wie sich der Zusammenhang der gesuchten Funk- 
tion f(x, y) mit der Greenschen Funktion graphisch darstellen läft. 

Es sei G(x,y) die Greensche Funktion, die an einer Stelle P 


im Innern des Bereichs wie log — (r bedeutet dabei den Abstand 


vom Punkte P und a irgend eine gegebene Länge) unendlich wird, 
an allen übrigen Punkten des Bereichs mit ihren ersten Ableitungen 
stetig ist, der Differentialgleichung 

o'G G 


Co nt ol 
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genügt und auf dem Rande des Bereichs Null ist. Der Unter- 
schied G(x,y)—logrla werde mit w(x,y) bezeichnet, so daB also 


G(æ, y) = log —+u (x, 9) 


Dann ist w(x,y) in dem ganzen Bereich mit seinen ersten Ablei- 
tungen stetig, genügt der Differentialgleichung 


(6 2 LE Ôy° a: 


und nimmt auf dem Rande die Werte — 108 — an. Wir denken 


uns nun die bis auf eine willkürliche rein imaginäre Konstante 
bestimmte analytische Funktion der komplexen Variabeln x + Yi, 
deren reeller Teil u(x,y) ist. Ihre imaginäre Koordinate be- 
zeichnen wir mit v(x, y) und denken uns die rein imaginäre Kon- 
stante so bestimmt, daB v(x,y) im Punkte P verschwindet. Es 
seien x,, y, die Koordinaten des Punktes P und es sei 


Z—%+(y—Yp)i = re 
Dann verstehen wir unter G;(x,y) den Ausdruck 
G, (x, y) = PT? 
sodaf also 


re 
G+G,i log ——+u+ vi 


= log SR ere 
G+G,i ist somit auch eine analytische Funktion von x+yi, die 
im Innern des ganzen Bereichs sich regulär verhält auBer in P. 
Das Bild der Kurven G = konst. und ïhrer rechtwinkligen Tra- 
jektorien G, — konst., so weit sie dem Bereiche angehôren, wollen 
wir uns als Stromlinien je einer stationären rotationslosen Strô- 
mung einer inkompressiblen Flüssigkeitsschicht vorstellen. Denken 
wir uns in P ein Hindernis, und denken wir uns die Flüssigkeit 
um das Hindernis derartig zirkulierend, daB der Rand des Be- 
reiches eine Stromlinie bildet, so sind die Kurven G — konst.*die 
Stromlinien dieser Bewegung. P ist dabei der einzige Punkt, der 
von allen Stromlinien umschlungen wird. Diese Stromlinien nennen 
wir ,die Zirkulationsstromlinien.“ Denken wir uns andrerseits 
in P eine Quelle und die Stromlinien des herausquellenden Wassers 
der Bedingung unterworfen, da sie den Rand des Bereichs recht- 
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winklig treffen sollen, so stimmen sie mit den Kurven G, — konst. 
überein. Wir nennen diese Kurven die Quellstromlinien. P ist 
dabeï innerhalb des Bertichs die einzige Quelle. 

Eine Funktion f(x, y), die auf dem Rande gegeben ist und im 
Innern der Differentialgleichung 


genügt, nimmt im Punkte P den Wert an 
1 G 
fr = a J SE rGydas 


LOGE é fee. 
wobei a die Ableitung in Richtung der nach aufen gerichteten 


Normalen und s die Bogenlänge des Randes bedeutet. Die Inte- 
gration ist dabei um den ganzen Rand zu erstrecken. Da nun 
 G+6G,i eine analytische Funktion von x + yi ist, so ist auf dem 
Rande 

0G dG, 


Hô L'un asbl 


wenn wir s in dem positiven Umlaufsinn wachsend annehmen. Wir 
kônnen auf dem Rande G, anstatt s als Veränderliche einführen 
und erhalten so: 


1 27 
fe — x J faG,. 


Für die graphische Darstellung denken wir uns G, als Abszises 
und die Randwerte von f als Ordinaten dazu aufgetragen; dann 
ist f, der Mittelwert von f. 

Die Variable G, kônnen wir den Parameter der Quellstrom- 
linien nennen und analog G den Parameter der Zirkulationsstrom- 
linien. G, stimmt im Punkte P mit dem Winkel überein, den die 
Quellstromlinien mit der Richtung der positiven x Achse bilden. 
Es empfehlt sich, die Parameter G und G, in einer andern Ein- 
heit zu messen. G, soll bei einem ganzen Umlauf von 0 bis 2b6 
statt von O bis 2x laufen. Das kommt auf dasselbe hinaus, als 
wenn wir die rechte Seite der Gleichung, durch die G, definiert 


wird, mit De multiplizieren 


2x 


256 
G, ES 2x (g + v). 
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Die rechte Seite der Gleichung für G multiplizieren wir mit dem- 
selben Faktor 
Fe 7 (log L+u), 

damit G+ G,i eine analytische Funktion von æ+yi bleibt. Diese 
Zählung des Parameters entspricht der Winkeleinteilung in ,Achtel- 
Strich‘ der Seeleute. Der rechte Winkel zerfällt dabei in 64 
gleiche Teile. Bei der graphischen Anwendung erleichtert diese 
Einteilung das Verfahren, wie wir unten sehen werden, dadurch, 
da sie auf der wiederholten Zweiteilung beruht. Der Mittelwert 
f, wird nach dieser neuen Zäblung: 


1 CG 
fe = ge J fa8. 


In der graphischen Darstellung des Mittelwerts ist gar kein 
Unterschied, da bei ihr die Einheiten für f und für G, ohnehin 
willkürliche Längen sind. 

Denken wir uns für unsern Bereich die Quellstromlinien und 
Zirkulationsstromlinien gezeichnet und zwar etwa alle Quellstrom- 
linien, die den Parameter-Werten G, — 0,1,2,...2b5 entsprechen 
und alle Zirkulationsstromlinien, die den Parameter-Werten 
G = 0,—1,—2,...—25b entsprechen. Dann ist damit zugleich 
eine konforme Abbildung unsres Bereichs auf den Kreïs dargestellt. 
Im Kreis vom Radius a denken wir uns eine Quelle im Mittelpunkt 
und ziehen 256 Radien in gleichen Richtungsunterschieden von je 
ein Achtel Strich, dazu als Zirkulationsstromlinien konzentrische 
Kreise mit Radien KR, derart, daf 


256 

27 

Die beiden Stromliniennetze entsprechen sich dann Masche für 
Masche. Wenn die Zahl .der Stromlinien groB genug ist, s0 
werden einander entsprechende Maschen nahezu einander ähnlich, 
so daf auch das Innere einer Masche mit ausreichender Genauig- 
keit auf das Innere der entsprechenden Masche bezogen werden 

i 27 a 

kann. Für den Kreis sind . G, und e** nichts anderes als 
die Polarkoordinaten, wobei die Länge a als Einheit gewählt ist. 
Nonmebr läft sich der Wert von f(x, y) auch in jedem andern 
Punkte Q des Bereiches ausdrücken. Wir suchen dazu mit Hilfe 
des Stromliniennetzes den entsprechenden Punkt Q im Innern des 


lg — + 1,2,..., 266. 


d?u 
Ôx? 
Kreises auf und denken uns zugleich die Werte von f auf dem 
Rande des Kreïses aufgetragen als Funktion des Quellstromlinien- 
parameters G,. Der Wert von f(x,y) im Punkte Q ist derselbe, 
ob wir nun den Punkt Q in dem gegebenen Bereich oder den ihm 
entsprechenden Kreispunkt betrachten. Der Kreispankt Q wird 
nun.zu einem Quellpunkt gemacht. Bezeichnet G* den zuge- 
hôrigen Quellstromlinienparameter, so ist wie oben: 


1 ps 
he = 566 fa, 


d. h. f, ist wieder der Mittelwert von f, nur da f jetzt zur Ab- 
szisse G* statt wie vorhin zur Abszisse G, aufgetragen ist. Wir 
wollen uns die Abhängigkeit zwischen G, und G*, die weiter 
unten analytisch ausgedrückt werden soll, durch eine ungleich- 
mäBige Skala dargestellt denken, deren Teiïlstriche in dem ur- 
sprünglichen Mafstab von G, die Stellen angeben, wo die diesen 
Werten von G, entsprechenden Werte von G* gleich O, 1, 2, ... 255 
sind. Legt man diese Skala auf die ursprüngliche Abszissenachse 
von G&,, über der die Werte von f als Kurve aufgetragen sind, 
so kann man ohne Weiteres die Werte von f für die Werte 
GŸ = 0,1,2,...25b ablesen und somit den Wert von f, berechnen 
oder auch graphisch ermitteln, indem man die zu den Teilpunkten 
der Skala gehôrigen Ordinaten in gleiche Abstände bringt und so 
die neue Kurve f als Funktion von G* zeichnet. Läft man den 
Punkt Q sich auf einer Zirkulationsstromlinie verschieben, so ist 
es nicht nôtig, die Skala, die die Abhängigkeit zwischen G, und 
G* darstellt, von Neuem zu zeichnen. Man braucht sie nur an 
der G,Achse entlang zu verschieben. Die Quellstromlinie der 
Quelle P, auf der der Punkt Q liegt, ist auch Quellstromlinie 
von Q. Das Stück zwischen Q und dem Rande wollen wir dem 
Werte G* — 0 entsprechen lassen. Die Symmetrie der Kreisfigur 
lä8t sofort erkennen, daB ein im selben Abstand vom Kreismittel- 
punkt liegender Punkt Q’ dieselbe Skala liefert wie Q, nur daf 
der Teilstrich G* — O0 an eine andere Stelle der Abszissenachse 
G, geschoben werden muf. 

Läft man dagegen den Punkt Q auf eine andere Zirkulations- 
stromlinie rücken, so bedingt das eine Anderung der Skala. 
Nähert sich Q einem Randpunkte, so rücken die Skalenteile 
G* = 0, 1, 2, ... 255 zusammen und häufen sich um den Wert G;, 
der dem Randpunkt entspricht. Die Kurve, die f als Ordinate 
zur Abszisse G* darstellt, geht dadurch mehr und mehr in eine 


Graphische Lüsung von Randwertaufgaben der Gleichung 


du 


436 C. Runge, 


Parallele zur Abszissenaxe über, so daB der Mittelwert immer mehr 
gleich dem Randwert wird. Die Abhängigkeit zwischen G, und 
G# läBt sich in analytischer Form in folgender Weise ableiten: 

Der Punkt Q im Innern der Kreiïsfläche sei durch die kom- 
plexe Zahl 


À 
c e70 


gegeben. Ihm entspricht nach reziproken Radien der Punkt Q’ 
c! ePot 


wo cc — a ist. Wenn z die komplexe Zahl eines beliebigen 
Punktes bezeichnet, so liefert uns der Ausdruck 


ni 
z— ce’° 


c'e y 
gleichzeitig die Gleichungen der Zirkulationsstromlinien und der 
Quellstromlinien des Punktes Q. Für die Zirkulationsstromlinien 
ist der absolute Betrag des Ausdrucks konstant, für die Quell- 
stromlinien ist das Argument konstant. Auf dem Kreis mit dem 
Radius a ist der absolute Betrag des Ausdrucks gleich c/a und 
z = ae. Sei u — log a/c oder a/c — e” dann ist auf der Kreis- 
peripherie 

COR 


ae 7e et 
i FITNESS 
c! ev° ne e? a 
oder 
u — Po)t 
ter Pt ni 


7,288 eP—Po)t 
Der Winkel o ist der Parameter der Quellstromlinien des Punktes 
P und der Winkel « der der Quellstromlinien von Q. Bei der 
Winkelmessung nach Achtelstrich haben wir also zu setzen 
256 256 
FE patte 2x 


Der Zusammenhang zwischen w, «, « stellt sich einfacher dar, 
wenn wir schreiben 


“1 mn ES AN nadia 
el of y(e ht) 
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oder in reeller Form: 


œ _— 
ts TS = tg La ue à) 


Bezeichnet G, den Wert von G, der dem Punkte Q zukommt, 
so ist 


___ 256 c 256 
Ge 9x 8, also = — PR 
Für die verschiedenen Zirkulationsstromlinien 
G, = —1,—2,...,—25b 
haben wir also 
2nn 
M = EE (n — 1,2, ... 255) 
einzusetzen und jedes Mal für 
2xv 
= De (9 = 0,1, 2... 20h) 


die entsprechenden Werte von æ—%, zu berechnen, um die Skalen 
zu finden, die den 255 Zirkulationsstromlinien entsprechen. Jede 
Skala dient dann aber gleichzeitig für alle 256 Punkte Q der be- 
treffenden Zirkulationsstromlinie. Auf diese Weise lassen sich 
somit die Werte von f(x, y) in allen Netzpunkten bestimmen ?). 

Die ganze Aufgabe läuft also darauf hinaus für einen Punkt 
P des gegebenen Bereiches die Zirkulationsstromlinien und Quell- 
stromlinien zu konstruieren, und wie das gemacht werden kann, 
haben wir jetzt auseinander zu setzen. 

Wir wählen den Punkt P môglichst weit vom Rande entfernt 
und zeichnen zunächst einen Entwurf eines grobmaschigen Netzes 
von Quellstromlinien und Zirkulationsstromlinien etwa für 


0 GP 32n 7 (n== 0,19 ,:.7). 


Dabei haben wir auf Folgendes zu achten. Die acht Quellstrom- 
linien laufen in den vier Richtungen der Koordinatenachsen (deren 
eine wir willkürlich wählen kônnen) und den vier Richtungen der 
Graden, die die rechten Winkel zwischen ihnen halbieren, vom 
Punkte P aus und endigen rechtwinklig auf der durch den Rand 
des Bereiches bestimmten Zirkulationsstromlinie G = 0. Die 


1) Diese einfache Form der Gleichung verdanke ich Herrn W. Rottsieper. 
2) Die Berechnung der Skalen ist dabei von der Gestalt des gegebenen Be- 
reichs ganz unabhängig und geschieht ein für alle Mal. 


438 C. Runge, 


andern sieben Zirkulationsstromlinien — G — 32n (n — 1,2, ...7) 
schneiden die Quellstromlinien senkrecht. Die innerste Zirkulations- 
stromlinie muf, wenn das Netz dichter wird, mehr und mebr in 
einen Kreis übergehn. Schalten wir zwischen je zwei Zirkulations- 
stromlinien und je zwei Quellstromlinien eine neue Stromlinie des 
nächst dichteren Netzes, hier also 


6, Oh 10 ne 0 LE 10 


ein, so wird jede Masche in vier Maschen zerteilt und diese Teiïle 
müssen, wenn das Netz fein genug wird, mehr und mehr Quadraten 
ähnlich werden. Diese Eigenschaft eines durch rechtwinklig sich 
schneidende Kurven gebildeten Vierecks, sich durch wieder- 
holte Unterteilung in Teile teilen zu lassen, die Quadraten einiger- 
mafen ähnlich werden, lernt man dem Viereck anzusehn, oder man 
lernt wenigstens durch versuchte Unterteilung sich zu überzeugen, 
ob das Viereck ungefähr die verlangte Eigenschaft hat oder ob 
seine Form erheblich von der Gestalt eines solchen abweicht. 
Weïiter unten werden bestimmtere Kriterien angegeben, die man 
aber beim ersten Entwurf gut tut, noch bei Seite zu lassen. 

Wenn der gegebene Bereich eine oder gar mehr’ als eine 
Symmetrieachse besitzt, so wird die Aufgabe sehr erleichtert. Denn 
für einen Punkt P auf einer Symmetrieachse fallen zwei Quell- 
stromlinien mit dieser zusammen, die damit von vorne herein ge- 
gegeben sind und dem Entwurf des Netzes eine hôhere Sicherheit 
verleihn. 

Durch diesen ersten Entwurf erhält man auf dem Rande des 
Bereiches eine Skala der Werte G, — 0, 1, 2, ... 2bb, den Punkten 
entsprechend, wo die Quellstromlinien nach dem Entwurf endigen. 
Man trägt nun zur Abszisse G, die Werte von 


u = — log — = log <— 


auf, die den durch den Entwurf ermittelten Punkten zukommen. 
Ibr Mittelwert gibt genähert den Wert der durch die Gleichung 


definierten Fanktion w im Punkte P. 

. Man überzeugt sich nun, daf dieser Mittelwert gegen eine 
Anderung der Quellstromlinien des Entwurfes einigermaBen un- 
empfindlich ist, so daB sein Fehler auch dann klein bleibt, wenn 
der Entwurf stärker abgeändert werden müfte. Die Zeïichnung 
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selbst gibt eine Vorstellung davon, wie weit ee wohl die Enden 
der Quellstromlinien auf dem Rande noch verschieben künnen. 
Daraus läft sich beurteilen, wie weit die Verteilang der Ordinaten 


log + auf ihre Abszissen G, noch Ânderungen zuläft und wie 


weit das ihren Mittelwert beeinflussen wird. Ganz ebenso kann 
man auf einer der inneren Zirkulationsstromlinien, die von dem 
Rande hinreichend weit entfernt bleibt, die Werte von « auf den 
verschiedenen sie schneidenden Quellstromlinien ermitteln. Dabei 
wird der Wert w auch als ein Mittelwert gefunden aber zur 
Abszisse G* und wieder wird der Mittelwert gegen Fehler des 
Entwurfs einigermafien unempfindlich sein, sobald die betrachtete 
Zirkulationsstromlinie weit genug vom Rande entfernt ist. Mit 
den so ermittelten Werten von « und dem betrachteten Werte von 
G berechnet man aus der Gleichung 


. ÉD log — +u 

die Werte von r, die den Netzpunkten auf dieser Zirkulations- 
stromlinie zukommen. Damit läft sich diese Stromlinie korrigieren, 
indem man jeden der Netzpunkte auf seiner Quellstromlinie des 
Entwurfes in die berechnete Entfernung r schiebt. Gegen die 
Fehler der Quellstromlinien des Entwurfes sind diese Korrekturen 
einigermafen unempfndlich, wenn die Zirkulationsstromlinie nicht 
zu stark von der Kreisform abweicht. Ergeben sich auf diese 
Weiïse erhebliche Abweichungen gegen die Zirkulationsstromlinie 
des ersten Entwurfs, so wird man den Entwurf unter Annahme 
der neuen Zirkulationsstromlinie korrigieren und die Bestimmung 
mit dem veränderten Entwurf wiederholen, bis sich genügende 
Übereinstimmung ergibt. 

Jetzt verfährt man ähnlich mit der durch die Gleichung 
_. G, = PT? 

definierten Fanktion v. Aus ïihren auf dem Rande mit Hilfe des 
Entwurfes ermittelten Werten, wird zunächst zur Kontrolle ïhr 
Wert in P berechnet, der gleich Null werden muf. Alsdann be- 
rechnet man ebenso wie oben in den Netzpunkten, die auf der 
betrachteten Zirkulationsstromlinie liegen, die Werte von v und 
findet mit den den Netzpunkten entsprechenden G, die Werte von 
y, die nun mit den oben gefundenen r die Nesle bestimmen. 
Ergeben sich auf diese Weise Abweichungen von den Netzpunkten 
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des Entwurfs, so werden die neuen Punkte festgehalten und damit 
ein verbesserter Entwurf konstruiert, mit dem die Rechnung 
eventuell zu wiederholen ist. Ergibt sich kein Unterschied mehr, 
so geht man zur nächsten Zirkulationsstromlinie über, die um eine 
oder mehrere Maschen weïter dem Rande zu liegt, und wendet 
dasselbe Verfahren auf diese an. In dieser Weise verbessert man 
das Netz schrittweise, bis es auch in der Nähe des Randes nicht 
mehr wesentlich verbessert werden kann. Unter Umständen wird 
es sich empfehlen, für mehr als einen Punkt P ein Stromliniennetz 
zu zeichnen, und jedes für die Berechnung der gesuchten Werte 
in solchen Punkten zu verwenden, die in der Nähe der Quelle des 
betreffenden Netzes liegen. Jeder Quellpunkt muf einem foigenden 
hinreichend nahe liegen, um ihn mit genügender Sicherheit in sein 
Netz aufzunehmen. 

Um zu kontrollieren, wie genau das konstruierte Netz ist, 
zeichnen wir in den gegebenen Bereich die Kurven # — konst. 
und v — konst. ein. Das geschieht in der Weiïse, daf wir von P 
aus nach allen Seiten in Winkelabständen von je ein Achtel Strich 


(gleich se von 360°) grade Linien ziehn und um P als Mittel- 
punkt mit den Radien Z, wo 
a 2x 
log = = 56 * (n = N0, 1720) 


Kreise schlagen. Die Länge «a wollen wir dabei so wählen, daf 
der Kreis vom Radius a den gegebenen Bereich umfaft, aber nicht 
erheblich über ihn hinausreicht. Diese konzentrischen Kreise und 
Radien bilden ebenfalls ein Netz von Quell- und Zirkulations- 
stromlinien, das aber von der Gestalt des gegebenen Bereiches 
unabhängig ist und daher ein für alle Mal in zahlreichen Kopien 
hergestellt werden kann. Wir kônnen uns den Bereich von vorne 
herein auf einer solchen Kopie gegeben denken und den ersten 
Entwurf seines Stromliniennetzes mit seinen sich ergebenden Kor- 
rekturen darauf zeichnen. 
In den Schnittpunkten der beiden Stromliniennetze nehmen w 

und v die Werte 

2x 

256 ” 
an. Durch graphische Interpolation finden wir aus ihnen die 
Kurven w — konst. und » — konst. Die Differenz der u- oder 


(x ganzzahlig) 


v-Werte ist dabei für benachbarte Kurven gleich _— 


2 2 
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Die Kurven v — konst. müssen, wenn unsre Konstruktion 

richtig war, die Kurven u — konst. rechtwinklig schneiden. 

Die Randpunkte der Kurven # — konst. sind sicher richtig. 
Nach der folgenden Methode kônnen wir feststellen, wie weit sie 
auch im Innern richtig sind. 

Es môgen # und ® die wahren Lôsungen bezeichnen, während 
« und v unsere auf graphischem Wege ermittelten Näherungs- 
funktionen sind. Die Abweichungen w — % und v—% wollen wir 
mit U, V bezeichnen. Da nun 
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Ou Ov Ou Ov 
0 où da 
so ist 
Ôw Ov OU  oV Ou , dv oU , oV 
a —— und ES 


Où y  & y out ox op À 67: 

Wir bezeichnen diese beiden GrôBen mit L und M 

Ou Ov Ou Ov 
Die GrôBen L und M lassen sich in den Netzpunkten des u-, v- 
Netzes graphisch ermitteln. Denn es ist 

- Ou Ou . dur) 107 A 

L+Mi — + i)+(e DE 

D eu € ; : : ; 
Don à ist der Gradient von #. Wir finden ihn graphisch, 
indem wir orthogonal durch die Kurven # — konst. gehen und 
als Funktion der Bogenlänge der orthogonalen Trajektorie dar- 
stellen. Der Differentialquotient liefert die Länge des Vektors. 


Analog findet man den Gradienten von v, den Vektor RL 


Den Gradienten von v schwenkt man um 90° im positiven Dre- 
hungssinn und addiert ihn geometrisch zum Gradienten von . 
Die Summe liefert den Vektor L+ Mi. In den übrigen Punkten 
sind die Werte von L und M durch Interpolation zu konstruieren. 
Nan ist bekanntlich') im Punkte P, da U auf dem Rande ver- 


schwindet, 
1 ôG , 06 
LE ge J (Gr L+ 3 M)aw 


1) Siehe Hilbert, Theorie der Integralgleichungen 5te Mitteilung. Nachr. d. 
Güttinger Ges. d. Wiss. 1906. 
Kgl. Ges. à. Wiss. Nacbrichten, Math.-pbys. Klasse. 1911. Heft 4. 31 
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wo dw ein Flächenelement bedentet und die ru über JE 
Bereich zu erstrecken ist. 


ist das skalare Produkt der beiden Vektoren 

ôG , ÔG., 

[72 br." Ôy k 

Bezeichnet daher # den Winkel, den die beiden Vektoren mit 
einander bilden, s0 ist 


1 CR VD ôG\ [6G\ 
U = 56 J V2 + M .008 8. 1/(55) + (SE) do 


U = —[VL'+ M°.cos ie 1e VE+ (5) do 


[VL* + M" cos #] 

einen Mittelwert von VL'+ M°.cos # bedeutet, bei dem die Ge- 
wichtsverteilung durch die Flächenelemente multipliziert mit der 
absoluten Grôfe des Gradienten von G definiert ist. In dem übrig 
bleibenden Integral ftihren wir als Integrationsvariable den Para- 
meter G, und die Bogenlänge s der Quellstromlinien (von P zum 
Rande wachsend) ein. Ist © die Bogenlänge einer Zirkulations- 
stromlinie G (in derselben Richtung wie G, wachsend) so ist 


L+Mi und 


oder 


Wo 


dG _ 46, 
ds do 
und daher 
78G\ /6GY aG 
| VE+( do = D ds de — dG,ds 
“and somit 


ES) do = x J fac.às = 


8, bedeutet dabei den Mittelwert der Länge der Quellstromlinien, 
die Länge als Funktion von G, aufgetragen. 

Die Abweichung 4—« der gefundenen Funktion « von der 
wabren Lôsung 4 ergibt sich also im Punkte P 


au = (VI+ M .co89]5,. 


: È 
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Aus der Zeichnung des Stromliniennetzes läBt sich ein Näherungs- 
wert von s,, entnehmen, so daf wir also aus der GrüBe des Vektors 


L+ Mi 


auf den Fehler von w schliefen kônnen. Mit Hilfe des genähert 
bekannten Gradienten von w kann man aus dem Fehler von « 
wieder auf die Grôfe der Quer-Verschiebung schlieBen die an der 
u-Kurve angebracht werden müfte um sie an die richtige Stelle 
zu bringen. 

Für andere Punkte des Bereiches, deren Quellstromlinien nicht 
gezeichnet sind, läBt sich gleichwohl aus der Gestalt des Bereiches 
eine obere Grenze für die mittlere Länge der Quellstromlinien aus 
der Anschauung entnehmen, so daB sich auch in solchen Punkten 
der Fehler von « abschätzen läft. 

Eine andere graphische Methode das w-, v-Netz zu prüfen, be- 
rubt auf der folgenden Überlegung. | 

In der Umgebung eines Punktes Q, den wir zum Nallpunkt 
der komplexen Zahlenebene æ+yi machen wollen, verhalte sich 
die analytische Funktion w + vi regulär und ihr Differentialquotient 
sei von Null verschieden, so daB sich auch æ+ y nach Potenzen 
der Ânderung von #+ vi entwickeln läft. Wir wollen ans «, v 
als Fanktionen des Orts vorstellen, die sich nicht ändern, wenn 
wir das rechtwinklige Koordinatensystem drehen oder die Längen- 
einheit verändern. Dann kônnen wir das Koordinatensystem so 
angenommen denken, daf der Differentialquotient # + vi nach æ+ yi 
im Nullpunkt gleich 1 wird. Nun bezeichne d eine Anderung von 
u—+ vi, so wird also die Entwicklung von x + yi nach Potenzen von 
Ô mit à anfangen. 


z+yi = d+(a+b,i)d +(a,+b,i)0°+(a,+0b,i)0*+(a,+b,i)d +... 


Die Koordinaten der Kurve v — konst. die durch den Nullpunkt läuft, 
erhalten wir, wenn wir für Ô eine reelle GrôBe einsetzen 0 = &; die 
Koordinaten der Kurve w — konst., wenn wir eine rein imaginäre 
GrôBe 9 — ei einsetzen. Mithin ist für die Kurve v — konst. 


x = 8+ae+ a,e°+ as + as + -- 

y —= be + 0,8 +b,e +0, +... 
für die Kurve « = konst. dagegen 

z = —a6s+b,s+a,s —b,s +... 


y = 8—b,5—a,s +b,s+a,s +... 
31 * 
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- Wir wollen nun die vier benachbarten Netzpunkte 4, B, C, D 
betrachten, die auf den durch den Anfangspunkt 0 laufenden Kurven 
v — konst. und # — konst. liegen. À und B sollen auf der 
Kurve v — konst. liegen und À soll der Ânderung —s, B der 
Ânderung +e von # entsprechen. Analog sollen C und D auf der 
Kurve # — konst. liegen, C der Ânderung —e, D der Ânderung 
+e von v entsprechend. Die Koordinaten von 4, B, C, D be- 
rechnen sich demnach aus den Formeln: ; 
—e+as—ae+as—as+..., y, = be —0,e +b,e—b,s +... 

sas +a,s+a,s+a.s+..., y, = be +b,e +de +0,8+... 

— ae —b,# + as +b,e+..., Ye = —Ee—-b,e +a,s+b,—a,s +. 
— a, + 0,8 + as —b,e+..., Yr =  Ee—b,s —-a,s+b,s+a,s+.. 
Für die Vektoren AB und CD ergeben sich daraus die Kompo- 
nenten 
AB: 2s+ 2a,e° + 2a, s° + G1. 7. Ordn., 2b,e° + 2b,e° + G1. 7. Ordn. 
CD: 26,s° — 2b,e° + Glieder 7. Ordn., 2e — 2a,s°+ 2a, &° + Gl. 7. Ordn. 
oder wenn man unter AB den um 90° im positiven Sinne ge- 
drehten Vektor versteht: 


AB: —92b,s — 2b,e+ G1.7.Ordn., 2e +24, s° + 2a, &° + G1. 7. Ordn. 
Folglich unterscheiden sich die Vektoren CD und AB um den 
Vektor 

CD — AB: 4b,s° + Glieder 7. Ordn., —4a,s° + Glieder 7. Ordn. 


Nimmt man statt des Intervalls & das Intervall 2e und bezeichnet 
mit 4’ B'C' D’ die À, B, C, D analogen Punkte, so ergibt sich 
ebenso der Vektor 

: C'D'— AB" = 4b,(26) + GL 7. Ordn,, — 4a, (2e) + G1. 7. Ordn. 


oder 


C'D'— 4'B' HE 


8 = CD — AB + G1. 7. Ordn. 


Mit andern Worten ist s klein genug, daB für die Zeichnung die 
Glieder 8. Ordnung unmerklich sind, so müssen die Vektoren AB 
und CD gleich lang sein und auf einander senkrecht stehn. Sind 
die Glieder 8. Ordnung nicht unmerklich, so daB AB von CD 


. merklich verschieden ist, so muf, wenn nur die Glieder 7. Ordnung 


unmerklich sind, der vektorielle Unterschied zwischen den beiden 


du Ou 
dx? ” Op 
Vektoren AB und CD mit wachsendem s die gleiche Richtung 
behalten und seine Länge muB proportional s* zunehmen. 

Berechnen wir andrerseits den Mittelpunkt E der Verbindungs- 
linie AB und den Mittelpunkt F der Verbindungslinie CD: 
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L, = Le = as +a,e+a, es + GI 8. O., 
Us He = d,6°+0b,e* +0, 8° + GI. 8. O., 
LZy = Eee = —a,e +a,s — a, e° + G1 8. O. 
y, = Ve = _G,s+bet— 084 GL 8. O. 


und daraus den Mittelpunkt S der Verbindungslinie von E und F 


Tr + Tr 
2 


Mit andern Worten ist « klein genug, daB die Glieder 4. Ordnung 
nicht merklich sind, so fällt der Schwerpunkt S von 4, B, C, D 
in den Punkt O, wo sich die beiden Kurven w — konst. und 
v — konst. kreuzen. Sind die Glieder 4. Ordnung dagegen nicht 
unmerklich, wohl aber die Glieder 8. Ordnung, so wird der Vektor 
OS mit wachsendem s seine Richtung nicht ändern und seine Länge 
wird proportional &* wachsen. 

Es ist vielleicht noch nützlich die Komponenten des Vektors 
EF hinzuschreiben : 


EF: —92a,s + G1 6. O., — 2b, s° + G1. 6. O. 


So sind also in der Entwicklung von x und y nach Potenzen von s: 


= as + G1. 8. O. Het tr = 0 +GLS 0, 


Habinolodianaitetor bit. GI 670: 


2 
die Glieder 3. O. durch den Vektor EE bis zu G. 7. O. 


die Glieder 4. O. durch den Vektor OS bis zu G1l. 8. O. 


bestimmt. 
Wenn man an Stelle der analytischen Funktion w+vi die 
analytische Fanktion 


(u+oi)(l+i) = u—v+(u+v)i 
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betrachtet, so kann man das ihr entsprechende Netz der Kurven 
u—v = konst., u+v — konst. für dasselbe Intervall s aus dem 
ersten Netz graphisch ableiten, indem man die diagonal verlau- 
fenden Kurven zeichnet. Zeichnet man in dieses abgeleitete Netz 
nochmal die Diagonalkurven ein, so ergeben sich die Kurven des 
ersten Netzes wieder aber zwischen je zweien von ihnen die 
Kurve, die der Hälfte des Intervalls entspricht. Auf diese Weise 
lassen sich zwischen die Netzpunkte eines gegebenen Netzes neue 
einschalten. 

Die Punkte 4, B, C, D bilden in dem Netz der Diagonal- 
kurven die Eckpunkte einer Masche für ein Intervall, das doppelt 
so groB ist, wie das des ersten Netzes. Folglich kônnen wir den 
oben gefundenen Satz auch s0 aussprechen: 

Wenn die Glieder dritter Ordnung nicht in Betracht kommen, 
so müssen die Diagonalen einer Masche gleich lang sein und auf 
einander senkrecht stehn. Dieser Satz muB auch für das ur- 
sprüngliche Netz gelten. 

Wenn die Glieder 4. Ordnung nicht merklich sind, so haben 
wir den Satz: 

Der Schwerpunkt der Eckpunkte einer Masche fällt mit dem 
Schnittpunkt der Diagonalkurven zusammen. 

Diese Sätze lassen sich in mannigfacher Weise anwenden, 
um die Richtigkeit eines Netzes zu prüfen, oder um aus einer 
Reihe von Netzpunkten andere abzuleiten. Die Prüfung geschieht 
zweckmäBig in der Weise, daf man auf Pauspapier zwei sich 
senkrecht schneidende Grade zeichnet. Man legt das Pauspapier 
so auf das Netz, daB die beiden Graden in die Diagonalen fallen 
und vergleicht dann mit einem Stellzirkel durch das Pauspapier 
hindurch die Längen der beiden Diagonalen. 

Sind zwei benachbarte Netz-Kurven z. B. # — konst. gegeben 
und auf ihnen je ein Punkt, derart, daB die beiden Punkte dem- 
selben Wert von v entsprechen, so findet man bei Vernachlässigung 
der Glieder, die in s von der dritten Ordnung sind, die übrigen 
auf den beiden Kurven liegenden Netzpunkte in der folgenden 
Weiïise. Man legt das Pauspapier mit den beiden sich senkrecht 
schneidenden Graden so auf die Zeichnung, daB die eine Grade 
durch den einen, die andere durch den andern der beiden ge- 
gebenen Punkte läuft. Dreht man nun das Pauspapier, ohne 
diese Bedingung zu verletzen, so ändern sich die Abschnitte der 
beiden Graden, die zwischen den beiden Kurven # — konst. liegen. 
Durch Probieren findet man alsbald die Lage, wo die Abschnitte 
gleich lang sind und sticht mit der Spitze des Stellzirkels, mit 
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dem man die Längen vergleicht, die Endpunkte der Abschnitte ein. 
Von den so gefundenen zwei neuen Punkten geht man in derselben 
Weise wieder zu zwei neuen über usw. 

Ist eine Netzkurve z. B. u — konst. mit den auf ihr liegenden 
Netzpunkten gegeben, so kann man bei Vernachlässigang der 
Glieder, die in s von der dritten Ordnung sind, die benachbarten 
Netzpunkte in der folgenden Weise finden. Es seien 4, 0, B drei 
auf einander folgende Netzpunkte auf der Kurve # — ns Man 
bestimmt zunächst den Punkt ÆE in der Mitte zwischen À und B, 
zieht EO und verlängert es über © hinaus um sich selbst bis F. 
Durch F zieht man eine Grade senkrecht zu AB und trägt auf 
ibr von F aus die halbe Länge von AB nach beiden Seiten ab. 
Dann erhält man die benachbarten Netzpunkte C und D. 

Will man die Glieder dritter und vierter Ordnung berück- 
sichtigen, so betrachte man die so gefundenen Punkte C, D als 
erste Annäherungen für die gesuchten Netzpunkte und verbessere 
sie in folgender Weise. Seien 4’ und B' die beiden nächsten 
Netzpunkte auf der gegebenen Kurve w — konst., 4' dem À und 
B' dem B benachbart. Dann sind nach den oben entwickelten 
Formeln die Komponenten der Vektoren AB und 4'B' 


AB: 2e + 2a,s° + G1. 5. O, 2b, &° + G1. 6. O. 
A'B': 4e + 2a, (26) + GL 5. O., 2b,(2e) + G1. b. O. 


folglich 
u (43 a 42): Lo ALGLE. Ode EEE O0! 


Vernachlässigt man die Glieder vierter Ordnung, so ist F nicht 
mebr zu korrigieren. VE Vektor FD dagegen ist um den um 

A'B' 
+ 90° gedrehten Vektor 5 r(4B- 5 
gesetzten Vektor zu korrigieren. Will man auch die Glieder 
vierter Ordnung berücksichtigen, so ist aufer ÆE auch die Mitte 
E' von À' und B' zu konstruieren. Dann ist nach den obigen 
Formeln 


) und FC um den entgegen- 


LE _OE: sa + 616.0, 8b,s + GL 6. 0. 
und mithin 
OF = -08+F(-0E)+61 6. 0. 
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An den : erster Näherung gefundenen Punkt Fist also noch der 
Vektor — (- _ 0E) anzutragen und damit verschieben sich C 
und D um denselben Vektor. 

Hat man C und D konstruiert, so kann man die übrigen Netz- 
punkte der durch sie hindurchlaufenden Kurven # — konst. ent- 
weder nach derselben Methode oder unter Vernachlässigung der 
Glieder dritter Ordnung auch nach dem Diagonalensatz ermitteln. 
Man verbindet z.B. À und C durch eine Grade und fällt von O 
auf AC ein Lot, dessen Länge gleich der von AC gemacht wird. 
Der Endpunkt liefert den zu À und C benachbarten Netzpunkt. 
Der Vergleich mit der ersten Methode gibt zu erkennen, ob die 
Berücksichtigung der Glieder dritter Ordnung einen merklichen 
Unterschied ergibt. Ist das nicht der Fall, so wird man mit dé 
zweiten Methode fortfahren. 

Denkt man sich einen der Punkte der zu ermitteliden Reïhe 
z. B. den Punkt C mit einem Fehler behaftet, so wird dieser 
Fehler bei Anwendung der zuletzt genannten Methode auch Fehler 
der folgenden Punkte erzeugen. Der Vektor AC wird, wenn C 
um einen gewissen Vektor f aus der wahren Lage verschoben ist, 
um denselben Vektor verändert sein. Wird nun 4C um 90° ge- 
dreht und von 0 aus abgetragen, so wird der so ermittelte Netz- 
punkt offenbar um den um 90° in dem gleichen Sinne gedrehten 
Vektor f von seiner wahren Lage entfert sein (die Glieder 8. 
Ordn. als unmerklich angesehn). Der folgende Netzpunkt wird 
am den um 180° gedrehten Vektor f aus seiner wahren Lage ent- 
fernt sein, der nächste 270° u.s.f. Denkt man sich die wahre 
Kurve # — konst. gezeichnet, so werden daher die ermittelten 
Punkte auf einer Kurve liegen, die sich wellenfôrmig auf die 
wahre Kurve aufsetzt, wobei auf jeder Welle vier Punkte liegen. 
Sind die Maschen eng genug gewählt, daB die wahren Kurven 
durch vier auf einander folgende Netzpunkte mit gleichmäkiger 
Krümmung verlaufen, so wird man an der wellenfôrmigen Lage 
der konstruierten Punkte den Fehler sogleich erkennen and bei 
der Einzeichnung der Kurve beseitigen. 

Die ganze in der vorliegenden Arbeit auseinandergesetzte Me- 
thode hat einen starken experimentellen Einschlag, und so läft 
sich auch ihre ZweckmäBigkeit ja sogar ihre Durchführbarkeit 
eigentlich erst durch den Versuch nachweisen. Resultate, die mit 
dieser Methode gewonnen sind, werden demnächst vorgelegt werden. 


Formeln zur Berechnung der optischen Konstanten 

einer Metallschicht von beliebiger Dicke aus den 

Polarisationszuständden des reflektierten und des 
durchgegangenen Lichts. 


Von 


K. Fôrsterling. 
(Mit Beobachtungen von N. Galli) 


Vorgelegt von W. Voigt in der Sitzung vom 1. Juli 1911. 


In einer früheren Arbeït ‘) hatte ich Formeln angegeben, welche 
das optische Verhalten dünner Metallschichten darstellten, solange 


4xn,c, ‘4 klein neben 1 war. Hier soll nun ein Weg angegeben 


werden, welcher gestattet, in voller Strenge die optischen Kon- 
stanten einer Metallschicht (die als homogen vorausgesetzt ist) von 
beliebiger Dicke aus geeignet angestellten Polarisationsbeobach- 
tungen zu berechnen. 

Die Voraussetzung ist, da die Schicht sich zwischen 
zwei gleichen Medien befindet. Es gilt dann: 


() mn rl ce D, _ D 1e. 
R, tr lervess ®, bb, 1—re" 
= tgrséte ond De = ter de 
? #, 


sind beobachtbare GrôBen, die aber in sehr komplizierter Weise 
von den optischen Konstanten und der Dicke der Schicht abhängen. 
Daher knüpft man passend an die GrôBe: 


1) N. Galli und K. Fôrsterling, Gôttinger Nachr. 1911, 8. 58. Die Bereich- 
nungen sind hier dieselben, wie dort. 
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b, d, a n—H}+2in,k, 
Rs (5e 
P 


an, welche von der Dicke der Schicht unabhängig ist. Dieser 
Ausdrack rechts ist identisch mit der rechten Seite der ersten 
Gleichung auf Seite b der zitierten Abhandlung. In der Tat geht 
auch die linke Seite unserer Gleichung in der dort benutzten 


Annäherung für sehr kleine Dicke in . über. Setzt man zur 


P 


Abkürzung ex = tgy, 0,—0, = Ô, 80 ist 


te = + Ce 5 {a — 2c° (n; — k;)} 


(8) REP 20° n, k, us 
CE ETC) 


Man sieht, daB tg 0 nur dann co werden kann, wenn n, => 4, ist. 
In diesem Falle gilt: 
mn ‘a k; tg 1 2n, k, 


on no Pare PE on AE ED 


Ist 4, > n,, so ist y nicht reell. In diesem Falle môgen cotg* y . 
t&1 : 
sin* 
durch Mie x läBt sich % und ô in sehr einfacher Weiïise aus- 
drücken (analog den Eigenschaften von Hauptazimut und Haupt- 
einfallswinkel bei der Reflexion an massiven Metallen). Da nämlich 


und Abkürzungen sein, die wir durch (4) definieren. Denn 


1 ter 
[CEA LA re sin‘ 


ist, so folgt: 
CT 
(6) PE 
“ee cotg* o — cotg* p 


ter _ ter 
sin‘@ sin‘ 


= (cotg p— cote” p)' 


t 2 e = Ce T0 
eo bat also bei o — w, falls œ reell, ein Minimum). 


Um aus dem beobachteten 4 und 9 die Konstanten der Schicht 
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zu berechnen, hat man (6) nach cotg’ y und FE aufzulôsen; man 
erhält : 


_ tg ni — k; 
cotg*o = cotg* p + — Le DELL Mer 70 
& 8 ? cotg p+ sin’ p cos Ô (ni +R) 
nl EL sin Dome tie 
sin* sin” _ (R+x) 
In der ersten Gleichung ist das Vorzeichen so zu wählen, daB 
+ (cotg* p — cotg* y) L > 0. 


cos à 


Zu beachten ist, daB cotg” @ nur ein Symbol ist und ev. negativ 
sein kann. Das Vorzeichen der 2 Gleichung ist bestimmt durch: 


Es bleibt nun noch übrig, einen Weg zur Berechnung der Dicke 
anzugeben. Es gelang mir indes nicht, einfache Formeln zu er- 
halten. Am besten knüpft man wohl an die Schwingungsform des 
durchgegangenen Lichtes an’). Es ist: 


?, se (c +8 n, c,) SL (c mr L) ss 
D, _ (c, 5 à un c} F- (CA hi c} ce 


also 
1 ( 2 6) ?, 
—Arm à — c+n, 6) — (t, +4 9 D 
e RER. ST min ch au pce 


D 
(c ii 3 ET (ce, in c} 3, 


Für sehr dünne Schichten versagt diese Methode, da hier 


in Annäherung = — 1 ist. Für diesen Fall wird man zur 


Dickenbestimmung die Formeln, die ich in der oben zitierten Ar- 
beit gegeben habe, wobei aufer Beobachtungen mit 2 gleichen 
Medien auch solche mit 3 verschiedenen Medien herangezogen 
werden, benutzen kônnen. 

Ebenfalls kann man bei so grofen Schichtdicken, daf die In- 
tensität des durchgegangenen Lichtes Polarisationsmessungen nicht 
mehr erlaubt, den hier gegebenen Weg nicht einschlagen. In 
diesem Falle kommen indes die Zickzackreflexionen innerhalb der 


1) Vgl. auch W. Betz, Diss. Leipzig. 1905. 
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Schicht nicht in Frage; man kann also dann die Konstanten wie 
bei einem massiven Metall bestimmen. Zur Bestimmung der Dicke 
bleibt dann die Interferenzmethode, die namentlich von O. Wiener à. 
ausgearbeitet ist: Man erzeugt die Interferenzstreifen zwischen 
2 planen Glasplatten, von denen die eine zum Teil von der Schicht 
bedeckt ist und mift den am Rande der Schicht auftretenden 
Sprung der Streifen. Da man die Phasenänderung des an der 
Schicht reflektierten Lichtes gegen das einfallende aus den Kon- 
stanten angeben kann, so liefert die Interferenzmethode schon in 
ihrer einfachsten Gestalt vüllig exakt die Dicke der Schicht. 

Zur Illustration der Theorie gebe ich im Folgenden einige 
Beobachtungen, die Frau N. Galli im hiesigen Institut angestellt 
hat, wieder. Beobachtet wurden bisher chemisch niedergeschlagene 
Silberschichten und Platinschichten. Letztere waren aus elner 
von der Gold- und Silberscheideanstalt, Frankfurt, bezogenen Pla- 
tinierungslôsung hergestellt. 


tg4 
p dr Ô» 4e 4 sin? y 


67°20'| 83° 0’ 1800 10940’ me 0,03 | 0,22 | 0,15 Sehr dünne 


——"— COS ] sn sin Ô 
sin? 


cotg’p+ cos 


64 20 105 O 180  |11 30 |45 00 0,24 0,16 Silberschich 
61 10 |120 10 |180 12 20 |45 — 0,14 0,24 0,16 
58 10 |138 10 |180 14 30 |45 — 0,27 0,24 0,11 
55 O0 |148 10 |180 16 40 |45 — 0,39 0,24 0,10 
67 20 |104 20 |278°20/ [43 10 |72°20/ 0,35 3,04 . — 0,17 Dickere, abe 
64 20 |115 O |288 12 |43 30 |70 30 0,41 0,05 . — 0,18 noch :durci 
61 10 |118 40 |294 50 |42 20 |68 50 0,45 0,04 — 0,16 sichtige Si 
58 10 |126 O [300 10 |41 20 |67 16 0,52 0,05 — 0,14 berschicht. 
67 20:| 83 86 |326 36 [28 19 (60 0 0,17 0,32 +0,01 . |Sehr dünne 
64 20 | 95 12 |331 24 |27 19 157 33 0,23 0,34 0,00 Platinschich 
61 10 |105 16 |331 48 |26 30 |56 16 0,29 0,30 + 0,01 
58 10 |115 24 (334 O |26 25 |54 54 0,37 0,29 + 0,01 
67 20 | 73 36 |313 24 |25 54 (57 O | 0,18 0,32 0,00 Dickere, abe 
64.20 | 81 86 |318 12 |24 28 |56 24 0:21 0:31 0,02 noch durct 
61 10 | 98 12 [322 12 |23 24 |53 44 0,27 0,81 0,03 sichtige Pls 


58 10 |104 O0 |323 24 “s 19 152 47 0,36 0,30 0,02 tinschicht. 


Nach der Theorie sollen die letzten beiden Spalten konstant 
sein für jede Schicht. Dies ist in befriedigender Weise erfüllt. 
Bei der ersten Schicht ist o reell = 70°. In der Nühe dieses 


1) O. Wiener, Ann. d. Phys. 81 1887 S. 644. 
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Winkels ist die Übereinstimmung am besten. Für weiter ab- 
tg 
| sin 
relativ groBer Zahlen. Solche Winkel sind also zur Berech- 
nung der Konstanten weniger geeignet. Die sehr gute Über- 
L & sin ô bei der zweiten Schicht beruht wohl 
zum Teil auf Zufall, da Ô — x —4° ungefähr beträgt, die Über- 
einstimmung also besser ist, als es die Fehler der Beobachtung 
erwarten lassen. 


Die Konstanten dieser Schichten ergeben sich zu: 


liegende y ist cotg' p = cotg* p— 


6 cos à die Differenz zweier 


einstimmung von 


Silber -Platin 
PR Vo pe cr, 
I II I II 
n 2,5 0,5 1,94 2,00. 
k 1,4 8,6 1,87 1,87 


Man sieht, daB bei der ersten Silberschicht n — 1, k = 1 ist. 
Dies wäre in Übereinstimmung mit Beobachtungen von O. Wiener 
und P. Drude über die Phasenverzügerung des reflektierten gegen 
das einfallende Licht. Wernicke u. a. haben die Resultate Drudes 
und Wieners durch Oberflächenschichten erklären wollen. Wäre 
indes bei den hier mitgeteilten Beobachtungen der Einflu8 fremder 
Schichten so groB gewesen, daB sie # und # so stark entstellen, 


so mübte die Konstanz der Werte cotg* o + He cos Ô und 


iB2_ sin 0, die sich aufer bei den mitgeteilten auch bei allen 
sin° œ 
anderen untersuchten Schichten') fand, ein Zufall sein. Indes gehe 
ich an dieser Stelle nicht näher auf diese Diskussion ein. 

Die dickere Silberschicht zeigt schon fast die von P. Drude 
gefundenen Konstanten des massiven Silbers (wie schon erwähnt 


ist der Wert für 


t82 sin Ô sehr unsicher und daher auch der 
sin 


mitgeteilte Wert von 2). 

Die für Platin gefundenen Werte für n und # weichen von 
den Drudeschen erheblich ab.' Indes stimmten auch die an dicken 
undurchsichtigen Schichten, die ebenfalls chemisch hergestellt waren, 
beobachteten keineswegs mit den von Drude angegebenen, sondern 


1) Soweit sie sich nicht anderweitig als inhomogen erwiesen, z. B. bei Be- 
obachtungen von beiden Seiten verschiedene Werte gaben. 
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waren: % — 1,61, # — 2,22. Eine ähnliche, wenn auch nicht so 
groBe Differenz der Konstanten fand auch W. Meier’) bei Platin- 
spiegeln, die auf verschiedenem Wege hergestellt waren. 


1) W. Meyer, Diss. Gôttingen 1909. Ann. d. Phys. 31. S. 1017 1909. 


Materialien für eine wissenschaftliche 
Biographie von Gauk. 


Gesammelt von F. Klein und M. Brendel. 
I. Über GauB’ zahlentheoretische Arbeiten. 
Von 
P. Bachmann in Weimar!). 
Vorgelegt in der Sitzung vom 29. Juli 1911. 


Wer eine Darstellung alles dessen unternimmt, was die ma- 
thematischen Wissenschaften GauB verdanken, mus füglich seine 
zahlentheoretischen Arbeiten an erster Stelle in Betracht ziehen. 
Nicht so sehr aus dem Grunde, weïl die Disquisitiones arithmeticae, 
sein grôBtes und zwar nicht dem Erscheinen aber der Entstehung 
nach erstes Werk, der Zahlentheorie gewidmet sind, als vielmehr 
deswegen, weil in der Tat in dem Kranze von GauR’ epoche- 
machenden wissenschaftlichen Leistungen seine Entdeckungen im 
Gebiete der Zahlentheorie die groBartigsten und in ihrer Wirkung 
auf die weitere Entwicklung der Mathematik am bedeutendsten 
gewesen sind; von jenem monumentalen Jugendwerke an datieren 
wir erst die Wissenschaft der hôheren Arithmetik. 

Im Folgenden wollen wir versuchen, eine zugleich müglichst 
knappe, aber auch das Wesentliche erschôpfende systematische 
Skizze dieser zahlentheoretischen Gaufschen Ergebnisse zu zeichnen, 
indem wir zunächst von den hauptsächlichsten Teiïlen der D. A. 
eine Analyse geben, und dann zeigen, wie die hier begründeten 
Theorien in den späteren Arbeiten von GauB sich entwickelt und 


1) Zur Abkürzung steht im Folgenden: 
D. A. für Disquisitiones arithmeticae, A. R. für Analysis Residuorum, 
T. für Tagebuch von GauB (S. Festschrift der K. Ges. d. W. zu Güt- 
tingen, Berlin 1901, oder auch den Abdruck in Band 57 der mathe- 
matischen Annalen), 
W. für Gauf” Werke. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math.-phys. Klasse. 1911. Heft 6. 32 
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neue Früchte gezeitigt haben. Zugleich werden wir bemüht sein, 
dem Interesse an der Entstehungsgeschichte dieser Arbeiten oder 
einzelner Lehrsätze an der Hand der eigenen Gaufschen Auf- 
zeichnungen darüber, soweit môglich, Rechnung zu tragen. 

Die D. A. erschienen im Sommer des Jahres 1801. In der 
Vorrede zu seinem Werke setzt GauB den Beginn seiner Beschäfti- 
gang mit dessen Gegenstande in den Anfang des Jahres 1795. 
Dies ist nun freilich nicht ganz genau zu nehmen. Schon vorher 
hat GauB sich viel mit rechnerischen Versuchen beschäftigt, die 
hauptsächlich auf die Teilbarkeit der ganzen Zahlen, insbesondere 
auf die Eigenschaften der Primzablen, auf die Reste, welche die 
Potenzen anderer Zahlen durch solche geteilt lassen, u. dgl. m. ge- 
richtet gewesen sind. GauB selbst erwähnt in einem an Encke 
gerichteten Briefe (W. II, p. 444), daB er bereïts als 15 jähriger 
(im Jahre 1792 oder 1793), als er sich die Lambertschen Supple- 
mente zu den Logarithmentafeln verschafft habe, mit einer der 
verzwicktesten Aufgaben der Zahlentheorie, der Frequenz der 
Primzahlen, rechnerisch sich beschäftigt habe. Bald hernach schon 
hat GauB diesem Briefe zufolge die Tafel solcher Frequenz, welche 
W. II, p. 435 abgedruckt ist, begonnen, während ïhre vollständige 
Berechnung erst späterer Zeit angehôrt. Auch entstammt jener 
Zeit wohl schon die Tafel des quadratischen Charakters der Prim- 
zahlen (W. II, p. 399), jedenfalls die Tafel zur Verwandlung ge- 
meiner Brüche in Dezimalbrüche (W. II, p. 411), die nur zum Teil 
den artt. 99 resp. 316 der D. A. angefügt sind. Von der letzteren 
sagt Gauê à. a. O.: quam integram sive etiam ulterius continuatam 
occasione data publici juris faciemus. Sie besteht aus zwei Teilen, 
deren zweiter in der Handschrift des Nachlasses den Vermerk 
trägt: explicitus October 11. 1795. Ob nun dieser zweite Teil die 
geplante weitere Fortsetzung ausmache oder nicht, jedenfalls ge- 
hôrt diese Tabelle dem genannten Jahre an; im ersteren Falle 
aber dürfte man schliefien, daf der bezügliche Teil der D. A. schon 
vor jenem Tage verfafit sein müsse. Dieser Ansicht zu Hilfe käme 
eine andere Tabelle mit dem Titel: ,I. Ausschliefung gewisser 
Zablen beim Aufsuchen der Faktoren“, welche in einem Hefte des 
Nachlasses mit der Aufschrift ,Neue Beiträge zu den mathemati- 
schen Tafeln besonders zur Erleichterung der Zahlenrechnungen“ 
und mit dem Datum März 1795 vorhanden ist. Sie bezieht sich 
auf die Methode der artt. 319—322 des sechsten Abschnitts der 
D. A., dessen Inhalt hiernach, soweit er nicht die Theorie der 
quadratischen Formen voraussetzt, als von GauB schon im Jahre 
1795 gefunden angenommen werden darf. Die ,Hülfstafel bei 
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OT der unbestimmten Gleichung À — fx" +9 y, vermittelst 
der AusschlieSungsmethode“ (W. II, p. 509), bei welcher schon 
auf den sechsten Abschnitt der D. A. Bezug genommen wird, auf 
den sie sich bezieht, gehôrt erst späterer Zeit an. 

Zablentabellen, wie die zuvor genannten, dienten damals wie 
später GauB wohl als numerisches Beobachtungsmaterial, um auf 
induktivem Wege arithmetische Gesetzmäfigkeiten daraus zu er- 
kennen. So geschah es denn auch, wie GauB in der Vorrede der 
D. À. erzählt, daf zufällig bei einer anderen Arbeit im Anfange 
d. J. 1795 ein ausgezeichneter arithmetischer Satz (er meint: 
der Satz des art. 108 vom quadratischen Charakter von — 1) ihm 
aufstief, der ihn nun reizte, seirie tieferen Gründe und seinen Be- 
weis aus denselben zu finden; und hieraus entsprangen dann schnell 
Gau$” theoretische Forschungen und Ergebnisse. Noch in dem- 
selben Jahre und zwar im Monat März (W. I, p. 475, Anm. zu 
art. 131) entdeckte GauB durch Induktion das berühmte theorema 
fandamentale von den quadratischen Resten. Im Herbst d.lJ. 
siedelte er nach Gôttingen über und fand hier schon am 8. April 
1796 (Nr. 2 T.) seinen ersten Beweis des Fundamentaltheorems. 
Ohne Zweïfel hat GauB nun in Gôttingen die (s. D. A. p. 6) bis 
dahin ihm fehlende Bekanntschaft mit den Arbeiten seiner Vor- 
gänger Euler, Lagrange, Legendre schnell sich verschafft, von der 
seine Zitate in den D. A. Zeugnis geben. Nach seiner Aussage 
in der Vorrede zu den D. A. aber hatte er den grüBten Teil ihrer 
ersten vier Abschnitte vorher schon ,absolviert“. Hiernach und 
auf Grund der Daten, welche GauB in seinem T. für die auf jene 
Abschnitte bezüglichen Entdeckungen angegeben hat und die fast 
sämtlich in das Jahr 1796 fallen, wie der schon erwähnte Beweis : 
des Fundamentaltheorems, mit dem er den Hôhepunkt dieser Teile 
der D. À. erreichte, darf man annehmen, daf er den Inhalt der 
ersten vier Abschnitte schon 1796 besaf. Ob er sie aber damals 
bereits niedergeschrieben hatte? In seinem Nachlasse befindet 
sich ein Manuskript mit dem Titel Analysis Residuorum, das als 
eine frühere Niederschrift der letzten Abschnitte der D. A. zu 
betrachten ist. Sie besteht aus drei Kapiteln, dem 6. 7. und 8ten. 
Das letztere kann nicht vor dem September 1797 entstanden sein, 
da nach den Angaben des GauBschen Tagebuchs die Auffindung 
seiner Sätze oder Beweise zum grôften Teil über 1796 hinaus bis 
zum 9. September 1797 reicht. In art. 867 desselben (W II, P- 
235) aber heift es von der kubischen Gleichung für die drei 


2 - gliedrigen Perioden aus vt® Einheitswurzeln: quam in 
82* 
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Cap. VI a priori determinandam docuimus. Diese Gleichung ist 
(Nr. 39 T.) am 1. Oktober 1796 auf induktivem Wege von Gauñ 
ermittelt, aber erst am 20. Juli 1797 (Nr. 67 T.) wirklich herge- 
leitet worden. Da nun das 6. Kapitel der A. R. genau mit einem 
unvollendeten Versuche, dies zu leisten, abbricht, jene Gleichung 
selbst noch nicht darin auftritt, darf man vermuten, daf dies 
Kapitel vor dem letztbezeichneten Datum verfaft se. Was es 
sonst von der Kreisteilung enthält, geht nicht über das Jahr 1796 
hinaus. Das 7. Kapitel ferner, das bei einer nicht auf den Text 
bezüglichen Randzeichnung das Datum ,1796 Januar“ trägt, enthält 
im Wesentlichen genau dasselbe, was den sechsten Abschnitt der 
D. A. bis zu der Stelle ausmacht, wo die Theorie der quadratischen 
Formen zur Anwendung kommt, und man môchte also nach dem, 
was über die darauf bezüglichen Tabellen gesagt ist, annehmen, 
daf es spätestens schon 1796 niedergeschrieben sei. Für das 6. 
Kapitel würde dann dasselbe gelten. Müfte man aber die Notiz 
Nr. 68 T. auf die in der Annotatio seines art. 251 (W. II, p. 209) 
bemerkte Schwierigkeit beziehen, die dann erst am 21. Juli 1797 
behoben worden wäre, so kônnte dies Kapitel nicht vor diesem 
Tage verfafit sein. Dasselbe würde gelten, wenn man die Worte 
Error Lagrangiü, welche in der Handschrift dem 7. Kapitel vor- 
angestellt sind, auf Lagrange’s von GauB (W. II, p. 249) getadelte 
Meinung beziehen müfBte. Jedenfalls aber wird es richtig sein, 
wenn man die Niederschrift der A. R. auf 1796—7 datiert. 
Diejenige der vier ersten Abschnitte der D. A. wird vor jener 
und in der Hauptsache wohl vor 1797 geschehen sein, doch kann die 
definitive Fassung der D. A. ihnen frühestens in diesem Jahre ge- 
geben sein, da sich in GaufB’ Tagebuche bis in letzteres hinein noch An- 
gaben über gelungene Beweise für Sätze der vier ersten Abschnitte 
finden. In der Tat zeigen Gauf’ Briefe an den Hofrat Zimmer- 
mann vom 22. November und 24. Dezember 1797, daB er erst in 
dieser Zeit beschäftigt ist, die ersten Bogen seines Werks für den 
Druck fertig zu stellen'). Der fünfte Abschnitt kann nicht wohl 
vor dem 22. Juni 1796 (nach Nr. 15 T.) begonnen sein, hatte aber 
im Sommer 1798 schon eine dritte Darstellung erhalten (Brief von 
Gau$ an Bolyai vom 29. Nov. 1798). Seine vierte Bearbeitung 
stammt diesem Briefe und den Notizen in Gau$’ Tagebuch zufolge 
, bestimmt aus dem Winter 1798/9. GauB schreibt u.a., daB es 
ihm bei jeder folgenden Bearbeitung geglückt sei, die Sache auf 


1) Die in dem erstern Briefe erwähnten Stellen accedere possunt p. 5 und 
eine andere p. 7 stehen in W. I, p. 11 Zeile 9 v. u. resp. p. 13 Zeile 7—8, 
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eine solche Art auszuführen, da es seine bei der vorhergehenden 
gehegten kühnsten Hoffnungen überstieg, und er werde das in ein 
paar Tagen zum vierten Male vollendet haben. Diesmal war es 
offenbar die Theorie der ternären quadratischen Formen, welche 
solches Gelingen herbeiführte und deren Studium er in jenen Tagen 
begann (s. Nr. 95 und 96 des T.). . Die vierte Bearbeitung des 
fünften Abschnitts wird in der Hauptsache dessen endgiltige 
Fassung gewesen sein, wenngleich Gauf einen sehr wesentlichen 
Punkt der genannten Theorie erst im Februar 1800 erledigte (Nr. 
103 des T.). Es heift weiter in dem erwähnten Briefe: ,der 
sechste [Abschnitt] ist von keinem grofen Umfange, der siebente 
(der die Theorie der Polygone enthält) etwas grôBer aber im 
wesentlichen schon fertig und nur der letzte wird mich noch be- 
trächtliche Zeit beschäftigen, da er die schwersten Materien be- 
handelt“. Dieser Teil ist bei Verôffentlichung der D. A. wegen 
zu grofen Umfangs des Werkes — jedenfalls auch, weil Gauk 
seinen Inhalt noch nicht ausgereift genug fand — unterdrückt 
worden. 

Das Fragment, welches unter dem Titel Sectio octava in W. 
II, p. 510 verôffentlicht ist, wird als eine zur Fortsetzung der 
D. A. unternommene Neubearbeitung der A. R. anzusehen und 
erst nach Vollendung der D. A. zu setzen sein, da die Artikel- 
nummern unmittelbar an die der D. A. sich anschliefen. Nachdem 
Gauf auch diese einstweilen bei Seite gelegt, nahm er erst 1808 in dem 
andern Fragmente W. II, p. 243 seine Absicht wieder auf, jedoch 
hat er deren Ausführung über seinen andern gleichzeitigen Unter- 
suchungen auch bald wieder fallen lassen. — 

Wenden wir uns nun zum Inhalte der D. A. selbst. 
Ihre vier ersten Abschnitte geben die Elemente der heutigen 
Zahlentheorie, genauer desjenigen Teils derselben, den man multi- 
plikative Zahlentheorie nennt, weil er wesentlich auf die Dar- 
stellbarkeit der Zahlen als Produkte von einfachsten Faktoren, 
den Primzahlen, gegründet und auf die Teilung der Zahlen durch 
einander, die Eigenschaften der Reste, welche dabei verbleiben, 
u. dgl. mehr gerichtet ist. Hier fand GauB Vieles und Wichtiges 
von dem, was er selbständig erforscht, schon von älteren Mathema- 
tikern, wie Fermat, Euler, Lagrange und Legendre, teils nur be- 
merkt, teils aber auch bewiesen. Er aber hat es Alles zuerst 
methodisch und in wissenschaftlichem Zusammenbange uns ent- 
wickelt und dargestellt. Gleich die Einführung des Begriffes der 
Kongruenz, mit welcher der erste Abschnitt beginnt, eines 
Begriffs, der zwar auch sonst schon stillschweigend verwendet, 
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aber bis dahin noch nicht formuliert und methodisch verwertet 
worden war, gilt eine Tat: zwei Zahlen a, b heifen einander kon- 
gruent nach einem Modul ", in Zeïichen: 


a = b (mod. m"), 


wenn sie gleichen Rest lassen bei der Teilung durch #. Und 
äuBerst glücklich gewählt ist das Zeichen für solches Verhalten, 
weil es die weitgreifende Analogie, die sich leicht zwischen Kon- 
gruenzen und Gleichungen herausstellt, zur lichten. Anschauung 
bringt. So steht der Forderung, eine algebraische Gleichung 
nie Grades 
ax" +a x" t+...+a, = 0 


aufzulôsen, falls die Koeffizienten ganzzahlig gedacht werden, die 
Aufgabe zur Seite, die Wurzeln der Kongruenz 


ax"+ ax" +...+a, = 0 (mod. "”) 


d.h. die inkongruenten ganzzahligen Werte von x zu finden, die 
ibr genügen. Der zweite Abschnitt gibt neben Fundamental- 
bätzen über Teiïlbarkeit der Zahlen die Lôsung jener Aufgabe 
für die Kongruenzen ersten Grades, welche im Grunde mit der 
schon von Euler und Lagrange nach verschiedenen Methoden be- 
handelten Auflô‘sung der nnbestimmten Gleichung 


ax+by = c 


übereinkommt. Während GauB die analoge Aufgabe für mehrere 
lineare Kongruenzen mit mebr als einer Unbekannten nur flüchtig 
behandelt, zieht er aus der Auffindung einer Zahl, welche nach 
mehbreren gegebenen Moduln gegebene Reste läft, eine neue Be- 
stimmung des bereits von Euler ermittelten Ausdrucks der Funktion 
q(m), welche die Anzahl der zu # primen Zahlen, welche Z », 
bezeichnet. Der Abschnitt schlieft mit dem nicht wesentlich von 
dem Lagrangeschen verschiedenen Beweise der Tatsache, daB eine 
Kongruenz in Bezug auf einen Primzahlmodul nicht mehr Wurzeln 
baben kann, als ihr Grad beträgt. Etwas unvermittelt schiebt sich 
in art. 42 jener fundamentale GauBsche Satz ein, daB, wenn eine 
ganze Funktion von + mit ganzzahligen Koeffizienten in ein Pro- 
dukt zweier ganzer Funktionen mit rationalen Koeffizienten zer- 
legbar ist, diese Koeffizienten ebenfalls ganzzahlig sein müssen, ein 
Satz, welcher die Grundlage ftir die besonders von Kronecker aus- 
gebildete Arithmetik der ganzen Funktionen bildet und auch in 
andern Disziplinen, u. a. für einen der wichtigsten Sätze tiber Ideale 
eines algebraischen Zahlenkôrpers, sich grundlegend gezeigt hat. In 
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Gau$” Tagebuch (Nr. 69) wird die Auffindung dieses Satzes ver- 
hältnismäBig spät erst auf den 23. Juli 1797 datiert; vermutlich 
den Studien zur Theorie der hôheren Kongruenzen, welche der 
achte Abschnitt behandelt, entsprungen, ist er hier eingefügt. 
Der Fortgang von den Kongruenzen ersten zu denjenigen 
hôüheren Grades führt von selbst zur Theorie der Potenzreste d. i. 
zur Untersuchung der Reste, welche die Potenzen der verschiedenen 
Zahlen lassen, wenn sie durch einen gegebenen Modul geteilt werden, 
sowie der Bedingungen, unter denen eine gegebene Zahl solch Rest 
einer Potenz von vorgeschriebenem Grade sein kann, u. a. mehr. 
Besonders interessiert hierbei der Fall, wo der Modul eine ungerade 
Primzabl p ist; GauB behandelt im dritten Abschnitte diesen 
daher vorzugsweise. Für jede durch p nicht teilbare Zahl a gibt 
es eine kleinste Potenz a‘, welche den Rest 1 läBt; dieser Expo- 
nent d, zu welchem ,a gehôrt (mod. p)“, ist stets ein Teiler von 
p— 1, und aus diesem Umstande folgt sogleich der berühmte, schon 
von Fermat ausgesprochene Satz, daB a”! stets kongruent 1 sei 
(mod. p). Der Beweis dieser Sätze durch die Methode der Ex- 
baustion, wie GauB ïihn gibt, war durch eine im wesentlichen 
gleiche Betrachtung schon von Euler erhalten, und schon früber 
hatte dieser den Fermatschen Satz mittels des binomischen Satzes 
begründet. GauB fügte dem einen neuen Beweis mit Hilfe des 
polynomischen Satzes hinzu. Wesentlich neu aber war seine Be- 
stimmung der Anzahl aller inkongruenten Zahlen, die zu einem 
gegebenen Teiler d von p — 1 als Exponent gehôüren, aus welcher 
dann sofort die Tatsache der Existenz einer primitiven Wurzel 
(mod. p), d.i. einer Zahl g, welche zum Exponenten p — 1 gehürt, 
hervorging, eine Tatsache, welche nur irrtümlicherweise vordem 
Euler schon festgestellt zu haben gemeint hatte. Die Potenzen 
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einer solchen Wurzel haben die Eigenschaft, daB jede durch p 
nicht teilbare Zahl einer einzigen von ihnen kongruent ist (mod. p). 
Dabei bestimmen die geraden Potenzen dieser Reiïhe die quadra- 
tischen Reste (mod. p) d.i. die Zahlen, welche (mod. p) einer Qua- 
dratzahl kongruent sein kônnen. Aus dieser Bemerkung schlof 
Euler — dem eben Gesagten zufolge aber ohne genügende Grund- 
lage — sein bekanntes Kriterium für sen quadratischen 


Charakter einer Zahl a, nach welchem a? = +1 (mod. p) 
ist, jenachdem a ein quadratischer Rest (mod. p) ist oder nicht, 
und konnte ferner den Satz feststellen, daB für eine Primsahl 
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p —= 4n+1 stets ganze durch p nicht teilbare Zahlen x, y ge- 
fanden werden kônnen, für welche 2°+#7* durch p teilbar wird. 
Aus festerem und breiterem Grunde schôüpfte diese Sätze Gauf. 
Dem schon Gesagten gemäf gibt es in der obigen Reïihe der Po- 
tenzen von g eine. solche Potenz g°, da8 a = g* (mod. p); der 
Exponent « heift nach GauB der Index von a. Aus den Gesetzen, 
welche diese Indizes befolgen, läft sich leicht ein Kriterium ab- 
leiten, nach welchem die allgemeine binomische Kongruenz 


x" = à (mod. p) 


auflôsbar ist: versteht man unter à den grôfiten gemeinsamen 


Teiler von # und p—1, so muB a Ÿ = 1 (mod. p) sein. Für 
n — 2 ergibt sich so (wie es nach Nr. 52 T. GauB am 10. Januar 
1797 hergeleitet zu haben scheint) von selbst das Eulersche Kri- 
teriam. Gehôürt ferner eine Zahl a zum Exponenten d, so bilden 
die allein einander inkongruenten Potenzen 1, a, a’, ..., a der- 
selben die sogenannte Periode der Zahl a (mod. p) und üïhr Pro- 
dukt ist = —(—1}. Wird für a eine primitive Wurzel 9 gewählt, 
so findet sich hieraus sogleich der bereits von Waring mitgeteilte 
und Wilson zugeschriebene Satz, nach welchem das Produkt aller 
zu p primen Reste, nämlich 


1.2.8... (p—1) = —1 (mod. p) 


ist. Diesen Satz bewies (unter Annahme der Existenz einer pri- 
mitiven Wurzel) auf dem zuletzt angegebenen Wege von GauB 
schon Euler, aus wesentlich anderen Prinzipien Lagrange. Gauf 
aber gab noch einen neuen Beweis des Satzes, der, auf die soge- 
nannten bezüglich p assoziierten Zahlen gegründet, den Vorzug 
hat, daS er sich auf den allgemeineren Fall eines zusammengesetzten 
Moduls übertragen läft. Der von Gau$ nur ausgesprochene, hier 
geltende verallgemeinerte Wilsonsche Satz ist später auf dem an- 
gedeuteten Wege von Brennecke, dann von Schering bewiesen. — 

Einige andere Sätze übergehend wenden wir uns nun zur 
Theorie der quadratischen Reste, welcher der vierte Abschnitt 
gewidmet ist. 

Die Frage nach den quadratischen Resten eines Moduls m ist 
identisch mit der Frage nach der Auflôsbarkeit der binomischen 
Kongruenz zweiten Grades 


x" = à (mod. »). 


Sie bietet aber eine zwiefache Seite dar, jenachdem man den 
Modul » oder den Rest « als gegeben betrachtet. In der erstern 
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Annahme verursachte die Beantwortung der Frage keine erhebliche 
Schwierigkeit. Es ist leicht, sie auf den Fall zurückzuführen, 
wo der Modul eine Primzahlpotenz ist, und, da sie für den 
Modul 2” einfach erledigt und für den Modul p", wo p eine un- 
gerade Primzabl bedeutet, aus dem Falle des einfachen Moduls 
» entschieden werden kann, so handelt es sich schlieBlich nur noch 
um die Kongruenz x° = a (mod. »), wo a als durch p nicht teilbar 
gedacht werden darf.  Jenachdem sie müglich ist oder nicht, 
heïft a nach GauB quadratischer Rest oder Nichtrest (residuum 
oder nonresiduum) von p, in Zeichen aRp oder aNp. Nach 
Legendre bezeichnet man dies verschiedene Verhalten, indem man 
dem Symbole (+) entsprechend den Wert +1 oder —1 beilegt. 
Es gibt der inkongruenten Zahlen a beider Arten gleichviel. 

Bei weitem schwieriger aber erwies sich die Beantwortung 
der Frage in der zweiten der erwähnten Annahmen, der Frage: 
von welchen ungeraden Primzahlen p eine gegebene Zahl a qua- 
dratischer Rest bezw. quadratischer Nichtrest sei. Schon vor 
GauB hatte Euler die Antwort auf diese Frage für die Werte 
a = 1 und 3, Lagrange für a — 2, 5, 7 gefunden, und Gauê 
selbst begründet zunächst seinerseits die so erhaltenen Sätze. Der 
berühmte Eulersche Satz, der nach Gau$’ oben erwähnter Aussage 
der Ausgangspunkt seiner tieferen arithmetischen Forschungen ge- 
worden ist, der Satz, daB — 1 quadratischer Rest von jeder Prim- 
zahl von der Form 4n +1, Nichtrest von jeder Primzahl von der 
Form 4n+3 ist, was sich einfach ausspricht in der Gleichung 

p—1 


= = (—1) ? , folgt unmittelbar aus dem Eulerschen Kri- 


terium oder läBt sich mittels assozüerter Zahlen oder auch auf 

Grund des Wilsonschen Satzes erhärten. Für den ebenso schônen 

Satz, daB 2 quadratischer Rest von jeder Primzahl von einer der 

Formen 8» + 1,7, Nichtrest von jeder Primzahl einer der beiden 

Formen &n +8, 5, daf also in Legendrescher Bezeichnung 
pi — 

(5) — (—1) 5 ist, gab GauB an dieser Stelle seiner D. A. 


D 
zwei zum Teil von einander abweichende einfache Begründungen. 


Nun aber zeigte sich, da für den quadratischen Charakter einer 
ungeraden Primzahl q bezüglich einer andern solchen Primzahl p 
kein ähnlicher direkter Ausspruch angebbar, jener vielmehr nur 
umgekehrt durch den quadratischen Charakter von p in Bezug auf 
q bestimmbar ist. Das hier geltende eigentümliche Gesetz, das 
GauB durch Induktion fand, war so auch vorher schon von Le- 
gendre ermittelt worden, dem jedoch noch nicht gelang es streng 


464 P. Bachmann, 


zu beweisen. Durch Kronecker aber ist zuerst bemerkt worden, 
da8 Euler als Entdecker des Gesetzes gelten darf, da er es 
in einer mit der von GauB gegebenen wesentlich identischen 
Formulierung schon vor Legendre ausgesprochen hat. Diese 
GauBsche Fassung besagt: 

Wenn p» eine Primzabl von der Form 4n + 1, so ist +p, wenn 
es eine Primzahl von der Form 4n +8 ist, so ist —p Rest oder 
Nichtrest von jeder Primzahl, welche positiv gedacht Rest resp. 
Nicbtrest von p ist. 

Mit Recht hat GauB diesen Satz das theorema fundamentale 
der quadratischen Reste genannt, da es nicht nur in ihrer Theorie 
den eiïigentlichen Kern ausmacht, sondern auch für weitere Teile 
der hôheren Arithmetik grundlegende Bedeutung hat. Kaum aber 
hat er schon voraussehen kônnen, wie groB dessen Bedeutung für 
die ganze Entwicklang der Zahlentheorie werden, wie schon seine 
eigenen weiteren Beweise des Satzes, von denen wir zu sprechen 
haben werden, sodann die ungefähr 40 andern Beweise, welche 
wir späteren Forschern zu danken haben, mit immer neuen Ge- 
sichtspunkten auch neue Richtungen der Forschung herbeiführen, 
wie endlich das Bedürfnis, den analogen Satz für Potenzreste 
hôheren Grades zu erledigen, dem schon Gauf selbst, später be- 
sonders Kummer und in unserer Zeit Hilbert erfolgreich ihre Be- 
mühungen gewidmet, ganze neue Welten mathematischer Ideen uns 
erôffnen und gewinnen lassen würde! 

Den ersten strengen Beweis des Gesetzes gab also Gauf. Er 
beruht auf der Methode der allgemeinen Induktion und ist dadurch 
charakterisiert, daB er, ohne aus dem eïigentlichsten Gebiete der 
Theorie der quadratischen Reste herauszutreten, allein mit dem 
Begriffe eines solchen operiert. Aber er ist recht umständlich, 
da er acht verschiedene Füälle einzeln zu erledigen nôtigt. Mit 
Verwendung des Legendreschen Symbols gelang es später Dirichlet 
ihn sehr zu vereinfachen und die acht Fälle auf nur zwei ver- 
schiedene zusammenzuziehen. Wenn GauB einmal gegen eine 
Auferung von Waring einwendet, daB Beweise mehr ex nofionibus 
quam ex nofationibus geschôpft werden müften, eine Maxime, 
welcher die neuere Mathematik weithin Rechnung -getragen hat, 
80 hat er zwar mit seinem ersten Beweise des Fundamentaltheorems 
dies Ziel aufs beste erreicht, gleichwohl zeigt die so übersichtliche 
Dirichletsche Darstellang, wie auch eine geeignete nofatio von 
nicht zu unterschätzender Bedeutung sein kann. Spricht sich dies 
doch deutlich in der Fassang aus, welche zuerst Legendre in der 
Geichung 
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mfp\: (4 RS Fe 
(a) Ke) = ED | 
dem Gesetze gab, derzufolge wir es jetzt das Reziprozitätsgesetz 
der quadratischen Reste nennen und in welcher seine grofe Eleganz 
erst voll zur Erscheinung kommt. Bei beiden Darstellungen aber 
war es ein Fall, der eine ganz besondere Schwierigkeit verursachte: 
die für den Beweis erforderliche Tatsache, daf jede Primzahl p = 5 
und von der Form 4n + 1 positiv oder negativ genommen Nichtrest 
einer kleineren Primzahl sei, eine Tatsache, welche für den Fall 
p = Bb (mod. 8) sehr einfach nachzuweïsen, ist es nicht so für den 
andern Fall p = 1 (mod. 8). Nach Gau$’ Aussage hat er ein volles 
Jahr mit dieser Schwierigkeit gerungen (W. IL, p. 4: per integrum 
annum me torsit operamque enixissimam effugit), bis es ihm endlich 
gelang, durch eine einfache und doch tiefe Betrachtung, welche 
Kronecker mit Recht eine Kraftprobe des GaufBschen Genius ge- 
nannt bat, ihrer am 8. April 1796 (Nr. 2 T.) mächtig zu werden. 
Nachdem so GauB das für zwei Primzahlen », q geltende Ge- 
setz bewiesen, hat er ïhm im art. 133 bereits auch diejenige All- 
gemeinheit gegeben (am 29. April 1796, Nr. 4 T.), welche mittels 
des von Jacobi verallgemeinerten Legendreschen Symbols sich aus- 
spricht in der Gleichung 


CI PENSE 


worin P, Q zwei relativ prime ungerade Zahlen und 0, s den Vor- 
zeiehen von P, Q resp. entsprechend gleich + 1 sind; wie er denn 
auch die sogenannten Ergänzungssätze d.i. die obigen Sätze für 
— 1 und 2, die nun aus dem Fundamentaltheoreme aufs neue be- 
wiesen werden konnten (art. 14b, nach Nr. 56 T. am 4. Febr. 
1797), auf den Fall ausgedehnt hat, daf p eine zusammengesetzte 
positive ungerade Zahl ist. So ward es dann auch môglich, den 
quadratischen Charakter einer beliebigen Zahl in Bezug auf einen 
beliebigen zu ihr teilerfremden ungeraden Modul zu bestimmen, 
sowie die Linearformen der sogenannten Teiler und Nichtteiler 
von +’—a d. i. der Primzahlen, von denen die Zahl a quadratischer 
Rest bezw. Nichtrest ist, aufzustellen. — 

Das bisher Dargestellte ist in der Hauptsache von GauB be- 
reits gefunden, bevor er Kenntnis von der schon vor ihm vor- 
handenen Literatur gewann. Das Studium der Arbeïten von Ja- 
grange und Legendre machte ihn aber mit einem Gebiete der 
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Zahlentheorie bekannt, das seinem Interesse bis dahin fremd ge- 
wesen zu sein scheint, mit der Theorie der quadratischen Formen. 
Anfänge dieser Theorie als Probleme der additiven Zahlentheorie, 
wie die Frage nach der Zerfällbarkeit einer Zahl n in die Summe 
zweier Quadratzahlen oder in die Summe einer Quadratzahl und 
einer mehrfachen andern Quadratzahl d.i. nach den Auflüsungen 
der Diophantischen Gleichung n — *+my" und Ahnliches fand 
sich schon bei Fermat, besonders aber bei Euler, welcher auch 
bereits die eng damit verbundene allgemeine Gleichung zweïten 
Grades mit zwei Unbekannten durch ganze oder rationale Werte 
der letzteren zu lôsen unternommen hatte. Hieran anknüpfend 
hatten Lagrange und Legendre die allgemeinere Frage nach der 
Darstellung einer Zahl durch einen Ausdruck von der Gestalt 
ax + bxy + cy* behandelt und hatten bereits eine Fülle von schônen 
und wichtigen Ergebnissen gewonnen, als GauB vom 22. Juni 1796 
an (s. Nr. 15 T.) diesen Fragen nabhe trat. Im Vergleich zu seinen 
Arbeiten lassen diejenigen seiner Vorgänger, so tief sie auch schon 
eindrangen, sich ähnlich kennzeichnen, wie es Gauf von Diophant’s 
arithmetischen Arbeiten aussagt: da sie mehr dexteritatem quan- 
dam scitamque tractationem quam principia profundiora gewiesen 
und, nimis specialia, nur selten ad conclusiones generaliores ge- 
führt hätten. Das Gold zum Reiïfen zu zwingen war ihnen noch 
nicht gelungen. Erst GauB entwickelte im fünften Abschnitte 
seiner D. A. die Theorie der quadratischen Formen methodisch 
von sicherer Grundlage aus und führte sie zu bis dahin ungeahnten 
Hôhen und Gesichtspunkten. Schon die konsequente Verwendung 
der Bezeichnung ,quadratische Form“ (forma secundi gradus) 
für die ganze homogene Funktion zweiten Grades mit zwei oder 
mehr Unbestimmten rührt von GauB her; Lagrange wie Legendre 
nennen jene Ausdrücke expressions oder formules und sprechen nur 
beiläufig von den Teilern eines Ausdrucks z° + my* als d'une forme 
linéaire oder quadratique; ähnlich auch Euler. Übrigens nimmt 
GauB abweichend von Legendre die quadratische Form in der 
Gestalt 


Fey) = ax" + 2bxy + cy”, 


die er, wo es auf die Unbestimmten nicht ankommt, kurz mit 
f —= (a,b,c) bezeichnet, also mit geradem mittleren Koeffizienten. 
Das beruht auf dem Umstande, da8 Gau$ seine Theorie derselben 
auf formal algebraischer Grundlage erbaut, wo er dann durch 
solche Beschränkung das Auftreten gebrochener Zablen verhiütet, 
macht aber andererseits mancherlei Unterscheidungen, wie diejenige 
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der Formen in eigentlich- und uneigentlich primitive u. a. notwendig, 
wodurch die Theorie wieder beschwert wird und manche ihrer 
Ergebnisse an Einfachheit verlieren. Als es später gelang, aus der 
algebraischen Schale der Theorie ihren eïigentlich arithmetischen 
Kern herauszuschälen, indem man sie als die Theorie des qua- 
dratischen Zahlenkôrpers erfafte und so von dem ursprünglich 
additiv-zahlentheoretischen Probleme der Darstellung einer Zahl 
durch eine quadratische Form wieder zur multiplikativen Zahlen- 
theorie zurückkehrte, der Legendre mit dem Begriffe des qua- 
dratischen Teiïlers näher verbunden geblieben war als Gau$, mufte 
man jene Beschränkung wieder aufgeben. 

GauB errichtet nun das Gebäude seiner Theorie auf zwei al- 
gebraischen Grundeigenschaften der quadratischen Formen. Die 
eine von ibnen ist die Identität 


Fa, y).f(&', y) = [ax +0y)2" + x +cy)y'T — D(xy'—x'y), 
worin D die Verknüpfung der Koeffizienten 
D = L'—-ac 


bedeutet und als eine die ganze Theorie beherrschende Zahl von 
GauB als Determinante der Form benannt worden ist; je nach 
ihrem Vorzeichen zerfallen die Formen in zwei Gattungen, welche 
vielfach ein sehr verschiedenes Verhalten zeigen. Aus obiger Iden- 
tität ergibt sich sogleich die zur eigentlichen Darstellung von n# 
durch (a, b, c) d.i. zur Darstellung mittels teilerfremder Werte x, y 
notwendige Bedingung, da8 D quadratischer Rest von n sei, sowie 
die Erkenntnis, daf zwischen den vorhandenen eigentlichen Dar- 
stellaungen und den Wurzeln der Kongruenz 2° = D (mod. n) ein 
enger Zusammenhang besteht, dem gemäB jede solche Darstellung 
als zu einer bestimmten der Kongruenzwurzeln ,gehôrig“ bezeichnet 
werden darf. Die zweite Grundeigenschaft ist die Transformation 
einer quadratischen Form ax + 2bay + y mittels einer linearen 
ganzzahligen Substitution 


& = 02'+ By", y — yr' + 0y' 


in eine andere Form a'x"*+92b'x'y'+c'y", deren Determinante 
D' = D.(aô — By) ist und welche unter der ersteren enthalten, 
insbesondere, wenn der Substitutionsmodul «ô — 8y-= +1 ist, ihr 
äquivalent genannt wird. Die zuerst von GauB getroffene Unter- 
scheidung solcher Âquivalenz in eine eigentliche und uneigentliche 
je nach dem Vorzeichen von + 1 verleiht der ferneren Entwicklung 
erhebliche Klarheïit und Einfachheit. Das Problem der Darstellung 
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einer Zahl # durch eine gegebene Form f wird nunmebr zurück- 
geführt auf die Frage, ob diese Form mit gewissen andern Formen 
F mit gleicher Determinante, von denen je eine der Wurzel ent- 
spricht, zu der die Darstellung gehôrig gedacht wird, äquivalent 
sei. Die neue Frage aber entscheidet sich durch eine zwiefache 
Untersuchung. Die eine von ihnen lehrt, daB eine gegebene Form 
durch eine Kette von sogenannten benachbarten Formen, deren 
jede mit der vorhergehenden eigentlich äquivalent ist, in eine ihr 
eigentlich äquivalente Form übergeführt werden kann, deren 
Koeffizienten durch gewisse Ungleichheiten beschränkt sind, und 
welche reduziert genannt wird, womit sich dann zugleich auch eine 
Transformation der gegebenen Form, in die reduzierte ergiebt; 
diesen Umstand und daB die Anzahl der reduzierten Formen nur 
endlich ist, fand GauB schon als von Lagrange nachgewiesen vor. 
Durch die andere Untersuchung wird festgestellt, ob zwei solche 
reduzierte Formen selbst einander äquivalent sind oder nicht, und 
im erstern Falle eine Transformation der einen in die andere ge- 
geben. Hierdurch ermôglicht sich nicht nur die Entscheidung jener 
Frage für jede der gedachten Formen F, sondern auch im Falle 
der Âquivalenz eine Transformation der gegebenen Form in jede ihr 
äquivalente von ihnen. Die Bestimmung der reduzierten Formen ist 
aber eine ganz verschiedene, jenachdem die Determinante D eine 
positive (nicht quadratische) oder negative Zahl ist. Während im 
letztern Falle die zweite Untersuchung sehr einfach ist, bereitet 
sie im erstern grôüBere Schwierigkeit. In ihm zerfallen die redu- 
zierten Formen in eine endliche Anzahl von Perioden benachbarter 
Formen, welche also einander eigentlich äquivalent sind; daf aber 
Formen verschiedener Perioden es nicht sind, erfordert einen um- 
ständlicheren Beweïis, der, wenn man auf sein Wesen sieht, auf 
die Entwicklung der sogenannten , Wurzeln“ einer reduzierten 
Form in einen Kettenbruch begründet ist, wie später Dirichlet 
sebr schôn und einfach klargelegt hat. Wenn nun auf dem ange- 
deuteten Wege eine Transformation der Form f in eine der Formen 
F ermittelt ist, so lassen sie sich sämtlich aufstellen, sobald man 
alle Auflüsungen der von Euler als Pellsche bezeichneten Gleichung 


Ê— Du = 1 


anzugeben weif. Diesen Teil der Aufgabe, der für eine negative 
Determinante sich unmittelbar erledigt, lôste für den Fall 
‘einer positiven Determinante schon Lagrange, der auch zuerst 
die ŒExistenz einer Auflôsung nachwies, auf Grund der 
Kettenbruchentwicklung für die Quadratwurzel aus D. Die für 
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den gleichen Zweck von GauB gegebene Analyse, von der er sagt, 
sie sei ex principiis omnino diversis petita, und welche durch Ver- 
bindung der Transformation einer reduzierten Form in die erste 
in ihrer Periode ihr gleiche mit der identischen Transformation 
zum Ziele gelangt, kommt gleichwohl, da die Âquivalenz der auf- 
einanderfolgenden reduzierten Formen mit der Âquivalenz ihrer 
Wurzeln identisch, die letztere aber mit jener Kettenbruchent- 
wicklung aufs engste verbunden ist, im Wesen mit der von La- 
grange überein. 

So haben wir die Ergebnisse der von Gauf in streng logischer 
Verkettung und mit grôBter Vollständigkeit unter Berücksichtigung 
aller Nebenumstände, wie der Formen mit quadratischer oder der 
Nall gleichen Determinante usw., entwickelten Elemente der Theorie 
in der Hauptsache gezeichnet. Als deren Abschluf kônnen wir 
die Verteilung aller Formen mit einer gegebenen Determinante in 
eine endliche Anzahl von Klassen unter einander äquivalenter 
Formen, die übrigens Lagrange schon zugehôrt, betrachten. Aus 
der allgemeinen Theorie aber fliefen nun als aus ihrer eigentlich 
wissenschaftlichen Quelle die schon von Fermat erkannten Sätze 
von der Darstellbarkeit einer Primzahl von der Form 4n +1, von 
einer der Formen 8n + 1 oder 8n +3, und von der Form 6n + 1 bezw. 
in den Formen 2°+y°, x°+2y", x°+ 3y", von denen der erste nach 
etwa dreiBig Jahre fortgeführter Bemühung durch Euler, der zweite 
durch Lagrange, der dritte wieder durch Euler zuerst bewiesen 
worden war. Den ersten derselben hat GauB an einer späteren 
Stelle der D. A. (art. 265) noch einmal aus tieferen Prinzipien 
wieder hergeleitet. 

Nunmehr aber beginnt das üppig fruchtbare Neuland, um 
welches Gau$B’ eigenste Forschung die Lehre von den quadratischen 
Formen bereichert hat. Zur Verteilung der Formen mit gegebener 
Determinante D in Klassen tritt die weitere Verteilung dieser 
Klassen in Ordnungen, je nach dem grüBten gemeinsamen Teiler 
m der Koeffizienten a, 2b,c ihrer Formen (a, b,c), der für alle 
Formen einer Klasse derselbe ist, hinzu. Hervorzuheben sind hier 
die eigentlich — und eventuell die uneigentlich — primitive Ordnung, 
für welche m — 1 resp. m — 2 ist. Die Klassen einer primitiven 
Ordnung zerfallen nun wieder in mebrere Geschlechter. Für alle 
_ zu 2D teilerfremden Zahlen # nämlich, welche durch eine primi- 
tive Form darstellbar sind, sind ihre quadratischen Charaktere 
bezüglich der einzelnen Primfaktoren der Determinante und in 
besonderen Füällen auch bezüglich der Moduln 4 oder 8 die gleichen. 
Diese Einzelcharaktere, deren Anzahl 4 heiBe, bilden zusammen den 
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Gesamtcharakter der Form und auch der Klasse, der sie angehôrt, 
und alle Klassen, deren Gesamtcharakter derselbe ist, bilden ein 
Geschlecht. Die Anzahl aller denkbaren Gesamtcharaktere ist 
x —= 2}, und es entsteht die Frage, ob für jeden von ihnen ein 
entsprechendes Geschlecht wirklich vorhanden ist. Zu ihrer Be- 
antwortung dient eine eigentümliche Rechnung, deren Elemente 
nicht Zahlen, sondern Formklassen sind. Sie gründet sich auf die 
sogenannte Zusammensetzung quadratischer Formen, für welche 
die oben eingeführte GauBsche Grundformel das einfachste Beispiel 
ist: eine Form 
AX°+2BXY+CY* 
heift aus den beiden andern: 
as + 2bxy + cy°, ax + 2x" y + c'y" 


zusammengesetzt, wenn sie durch eine bilineare Substitution, deren 
Koeffizienten gewisse Bedingungen erfüllen, in ihr Produkt über- 
geht. Aus der von GauB wieder im Gewande algebraischer Be- 
ziehungen gehaltenen ausführlichen allgemeinen Theorie solcher 
Zusammensetzung entnehmen wir hier nur die wesentlichsten 
Folgesätze. Ist F eine aus den Formen f, f” und F, eine aus den 
Formen f,,f! zusammengesetzte Form, so gehôren F, F, derselben 
Klasse an, wenn sowohl von f,f, als auch von f',f! je dasselbe 
gilt. Somit darf die Klasse von F aus den Klassen von f, f' zu- 
sammengesetzt heifen. Gauf faft diese Zusammensetzung zweier 
Klassen OC, C’ als eine additive Verknüpfung C+ C’ derselben; 
zweckmäBiger ist es, sie als eine Multiplikation zu fassen und die 
zusammengesetzte Klasse als Produkt der beiden andern durch 
C.C' zu bezeichnen. Auf Grund dieser Definition bietet nun die 
Gesamtheit der primitiven Formklassen — abgesehen etwa von 
den Potenzen einer primitiven Wurzel (mod. p), auf deren Analogie 
GauB selbst (art. 306 VI) hingewiesen hat — das erste Beispiel 
eines Begriffes, der bald nach GauB in der gesamten Mathematik 
weitreichende Herrschaft eingenommen hat, des Begriffs der Gruppe, 
speziell der Abelschen Gruppe dar. Die Zusammensetzung der 
Formklassen ist kommutativ und assoziativ; nennt man die Form 
z'— Dy' die Hauptform, die Klasse der sie angehôrt, die Haupt- 
klasse, das Geschlecht, welches die letztere enthält, das Haupt- 
geschlecht, so spielt die Hauptklasse bei der Zusammensetzung die 
Rolle der Einheit, indem jede Klasse bei der Zusammensetzung 
mit ihr ungeändert bleibt; zwei entgegengesetzte Klassen, nämlich 
solche, in denen entgegengesetzte Formen (a, b, c), (a, —b, c) auf- 
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treten, sind einander reziprok d. h. sie setzen sich zur Hauptklasse 
zusammen. Aus diesen von GauB hergeleiteten Sätzen folgt nun 
nach einem allgemeinen für Abelsche Gruppen von Kronecker be- 
wiesenen Satze, was speziell für die Formklassen vordem schon 
Schering gezeigt hat, da alle Klassen eindeutig aus einer Anzahl 
fandamentaler Klassen zusammensetzbar sind. Soweit ist aber Gauf 
noch nicht gelangt, soweit seine Aufzeichnungen darüber urteilen 
lassen; er hat nur noch an einer späteren Stelle der D. A. (in 
artt. 305 u. 306) sowie in einem nachgelassenen, aus dem Jahre 
1801 (s. W. IT, p. 268) stammenden Fragmente (W. IL, p. 266) für 
diejenige Untergruppe, welche aus den Klassen des Hauptge- 
schlechtes besteht, solche Darstellung ihrer Klassen mittels fun- 
damentaler begonnen. Lassen sie sich sämtlich durch den Zyklus 
C, C?, C*, .… C* der verschiedenen Potenzen einer einzigen darstellen, 
so nennt er die Determinante D regulär, andernfalls irregulär, und 
bezeichnet, wenn dann jener Zyklus der grôfite der vorhandenen 


ist, den Quotienten ee in welchem g die Anzahl aller Klassen 


des Hauptgeschlechts bedeutet, als den Exponenten der Irregula- 
rität; der art. 306 VIIL enthält hierüber noch mancherlei Aus- 
sagen, u. a. daf die Determinante stets regulär ist, wenn g keinen 
quadratischen Teiler hat, daB in der wachsenden Reihe der nega- 
tiven Determinanten die Menge der irregulären stets zuzunehmen 
scheint, usw. — | 

Zn den früheren Betrachtungen zurückkehrend begegnen wir 
der Frage nach dem Verhältnis der Anzahl Klassen in irgend einer 
Ordnung O zur Anzahl der eigentlich primitiven Klassen. Es findet 
sich gleich der Anzahl der letztern Formen, welche mit einer be- 
sonderen Form jener Ordnung zusammengesetzt diese Form repro- 
duzieren. Heifit sie (4, B, C), so sind das diejenigen eigentlich 
primitiven Formen, durch welche 4° darstellbar ist. GauB hat 
ihre Anzahl berechnet für negative Determinanten, für positive 
aber nur zwischen ihr und der Fundamentalaufiôsung der Pellschen 
Gleichung einen Zusammenhang erkannt, den erst nach ihm Dirichlet 
klargelegt und bestimmt hat. — Ferner heben wir den Satz her- 
vor, daf in jedem Geschlechte derselben Ordnung gleichviel Klassen 
befindlich sind, beschränken fortan die Betrachtung auf die eigent- 
lich primitive Ordnung und müssen nun besonders der sogenannten 
Anzepsklassen gedenken, die dadurch charakterisiert sind, daf sie 
durch Duplikation d.i. durch Zusammensetzung mit sich selbst die 
Hauptklasse hervorbringen. Von grôBter Wichtigkeit ist die 
Gauêsche Bestimmang ihrer Anzahl «, welche gleich der halben 
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Anzabl aller angebbaren Gesamtcharaktere: à — 4  gefunden wird. 
Andererseits ist die Anzahl aller eigentlich primitiven Klassen 
h — g.y, wo y die Anzahl ihrer Geschlechter; während sich 
zeigen läft, daB auch  — «.ô gesetzt werden kann, wenn à die 
Anzahl derjenigen unter jenen Klassen bedeutet, welche durch 
Duplikation entstehen kônnen. Da alle diese aber zum Haupt- 
geschlechte gehôren müssen, sodaB à Ty sein muf, so ergibt sich 
y «a d.h. der Satz, daB die Anzahl der Geschlechter hôchstens 
halb so groB, wie die aller angebbaren Gesamtcharaktere, daB also 
für die Hälfte der letztern gewiB kein entsprechendes Geschlecht 
vorhanden ist. | 

Nur beiläufg und doch als ein Glanzpunkt in der Reïhe dieser 
Betrachtungen knüpft sich an das letztere Ergebnis, indem es auf 
den Fall angewandt wird, wo die Determinante eine positive oder 
negative Primzahl bezw. das Produkt von zwei solchen ist, der 
zweite, am 27. Juni 1796 (Nr. 16 T.) gefundene GauBsche Beweis 
des Reziprozitätsgesetzes samt seiner beiden Ergänzungssätze an, 
ein Beweis, der, in seiner Grundlage scheinbar so gänzlich fremd 
der Frage, auf welche er zielt, eben wegen der Verbindung ganz 
verschiedener Gedankenreïhen, die er knüpft, als der tiefste all’ 
seiner Beweise des Gesetzes bezeichnet werden darf. 

Noch tiefer dringend aber ist das von Gau$ erkannte Mittel, 
um die durch den zuvor angefübrten Satz nur beschränkte Anzahl 
y der Geschlechter genau zu bestimmen. Es ist die Theorie der 
ternären quadratischen Formen 

f = ax+ ax" + a" x" + 2bx' x" + 2b' x" x + 2b"xx!, 
für welche der Ausdruck 
4 = ab°+ ab" + a" b"*— aa’ a” — 2bb'b" 

die Determinante der Form genannt wird. An sich zwar lag der 
verallgemeinernde Fortschritt von den binären quadratischen Formen 
zu den quadratischen Formen mit mehreren Unbestimmten oder 
auch zu Formen hôheren Grades nahe genug. Immerhin hat GauB 
mit dem Hinweis und dem am 14. Febr. 1799 (Nr. 96 T.) begonnenen 
erfolgreichen Beschreiten dieser Richtung der weiteren Forschung 
ein schier unermefliches Feld gewiesen, auf welchem dann später 
die Bemühungen von H. St. Smith und Minkowski, von Eisenstein 
u. À. reichsten Ertrag geliefert. Für seinen Zweck bedurfte Gau8 
nur der ersten Elemente der Theorie. Diese laufen, obwohl sie 
mannigfaltigere Verhältnisse und neue Probleme darbieten, den- 
Jemgen der binären' Formen ganz parallel. Zur Seite einer Form 
f ist stets eine zweite F, ihre Adjungierte, zu betrachten, deren 
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Koeffizienten durch diejenigen der Form f bestimmt sind, deren 
Determinante gleich 2°, und deren eigene Adjungierte im wesent- 
lichen wieder mit f selbst identisch ist. Auch hier ist dann jede 
Form einer Reduzierten äquivalent, in welcher ebenso wie in der 
dazu Adjungierten die Koeffizienten durch gewisse Ungleichheiten 
beschränkt sind und deren Anzahl endlich ist. Neben Zahlen sind 
aber durch ternäre Formen auch binäre Formen darstellbar, und 
zwar entspricht einer Darstellung der binären Form p = (p,q,r) 
durch eine ternäre Form f eine Darstellung ihrer Determinante 
D durch deren Adjungierte F und umgekehrt; die letztern Dar- 
stellungen lassen sich also auf die erstern zurückfïühren. -Diese 
aber gehôren wieder zu gewissen Kongruenzwurzelpaaren g, h 
(mod. D), nämlich zu einer Lôsung der Kongruenzen | 
g = dp, gh = — 40, W = dr (mod. D) 

oder, wie GauB kurz sagt, zur Wurzel W2(p, —Q, r) (mod. D), und 
die Aufgabe, sie sämtlich zu finden, läuft auf die andere hinaus, 
die ganzzahligen Transformationen der gegebenen Form f in gewisse 
andere, jenen Lôüsungen verbundene Formen mit derselben Determi- 
nante and in sich zu ermitteln. Die Lüsung der letztern Aufgabe je- 
doch wurde von Gauf nicht mehr allgemein gegeben. In den D. A. 
findet sie sich nur noch für die Form ax'+a'x"+a"x" mit posi- 
tiven a, a’, a” und in einer kurzen, in einem am 22. November 1799 
begonnenen Notizhefte (Scheda Ac, S. 22) des Nachlasses!) ent- 
haltenen Notiz (W. II, p. 311) für die Form 2°+zx"—x". Für 
Formen, durch welche nur positive Zahlen darstellbar sind, hat 
in der Folge Seeber diese Aufgabe wieder aufgenommen. Seine 
Arbeit bedeutete aber auch darin einen Fortschritt über Gauf’ 
Darstellung der Theorie, daB es ihr gelungen ist, die Bedingungen 
für reduzierte Formen so zu fassen, daB in jeder Klasse nur eine 
von diesen vorhanden ist, soda8 die schwierige Frage nach der 
Âquivalenz reduzierter Formen ganz wegfällt. Durch Gau$’ An- 
zeige von Seebers Arbeit (W. IT, p. 188) sah er sich selbst ver- 
anla$t, sich aufs Neue mit den ternären quadratischen Formen zu 
befassen und er gab zunächst den Beweis der nur induktiv von 
Jenem gemachten Bemerkung, da8 für die reduzierten Formen stets 
aa'a” < 24 sei. GauB hat aber auch bei dieser Gelegenheit (am 
9. Juli 1831) der Theorie der quadratischen Formen, sowohl der 
binären wie der ternären, eine ganz andere, nämlich geometrische 
Deutung gegeben, als Erster von Allen ïhren Zusammenhang mit 
den sogenannten Zahlengittern, den geometrischen Sinn der eigent- 


1) Die Hinweise auf den NachlaB entsprechen dem von Herrn Brendel an- 
gefertigten Register desselben. , 
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lichen wie der uneigentlichen Âquivalenz sowie der zuvor ange- 
fiührten Seebersçhen Ungleichheit und anderes klargelegt, wodurch 
die Theorie der ternären Formen sogar praktischen Wert erhält 
als ein Hilfsmittel für die Kristallographie; in einem kurzen, aus 
dem Jali 1831 (W. II, p. 311) stammenden Fragmente (W. II, p. 
805) hat GauB seine bezüglichen Andeutungen durch eine Reihe 
raumgeometrischer Sätze weiter ausgeführt und für die letztge- 
nannte Disziplin verwertet. Ubrigens war ihm die Vorstellung der 
. Zahlengitter, wenigstens solcher von besonderer Art, lange vor 
jener späten Verôffentlichung schon vertraut. Schon die doppelte 
Periodizität der lemniskatischen, allgemeiner der elliptischen Funk- 
tionen, deren Untersuchung ihn bereits zu der Zeit der D. A. be- 
schäftigte, mufte sie ihm nahe legen. Als ihm dann, mit unter 
dem. Einflusse dieser Untersuchungen, der Gedanke kam, der Theorie 
der biquadratischen Reste die komplexen ganzen Zahlen a+ bi zu 
Grunde zu legen, boten sich ihm die quadratischen, bei den kubi- 
schen Resten auch parallelogrammatische Zahlengitter dar, von 
denen er sowobl in seinen Abhandlungen W. II, p. 65 u. 93, wie 
in den nachgelassenen Schriftstücken W. II, p. 313—374 und VIII, 
p. 18 verschiedentlich Gebrauch gemacht hat, desgleichen auch bei 
dem geometrischen Hilfssatze W. II, p. 271, 277, auf welchen er 
seine Bestimmung der Klassenanzah]l quadratischer Formen stützt. 
In der Theorie der letztern aber, wie die D. A. sie enthalten, tritt 
die gedachte geometrische Vorstellung nirgends zu Tage, so wenig 
wie die damit verwandte Zerlegbarkeit der Formen in irrationale 
Linearfaktoren, zu der namentlich die Lehre von der Komposition 
der Formen den besten Anlaf bot; erst Dirichlet hat von der 
letzteren ausgiebigeren Gebrauch gemacht und in neuerer Zeit F. 
Klein gezeigt, wie schôn die Zahlengitter zur Veranschaulichung 
der Kompositionslehte benutzt werden kôünnen. Welche ganz neuen 
arithmetischen Probleme aber aus der Gittervorstellung entspringen, 
bat dann Minkowski in seiner Geometrie der Zahlen und den be- 
züglichen späteren Arbeïten in weitem Umfange entwickelt. 

In den D. A. leistet die Theorie der ternären quadratischen 
Formen aber den ebenso wichtigen Dienst, durch ihre Anwendung 
auf die Darstellung einer binären Form durch die besondere ternäre 
Form x—2x'x" erkennen zu lassen, da jede Klasse des Haupt- 
geschlechts binärer Formen durch Duplikation entsteht, mithin 
8 — g, also auch y = « = 44 und somit für die eine Hälfte aller 
Gesamtcharaktere stets ein dem betreffenden Charakter entsprechen- 
des Geschlecht vorhanden ist. Das Reziprozitätsgesetz gestattet 


auch, diese Hälfte der Gesamtcharaktere näher zu bestimmen; sie 
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umfaft diejenigen, für welche F) — list, wenn # eine durch 


eine Form des entsprechenden Geschlechts darstellbare zu 2D teiler- 
fremde Zahl bedeutet. — GauB hat sich nicht getäuscht, wenn er 
(art. 287 Schluf) diese so einfach lautenden und doch so tief 
wurzelnden Sätze zu den allerschônsten der ganzen Arithmetik 
rechnen zu dürfen gemeint hat. 

Nachdem GauB diesen hochbedeutsamen Punkt festgestellt 
hatte, führte ihn die Theorie der ternären Formen auch zu andern 
schôünen Ergebnissen. Er bestimmte die Anzahl eigentlicher Dar- 
stellungen sowohl einer Zahl wie einer binären Form als Summe 
dreier Quadrate; während für die Zahlen von den Formen 8x, 
8x +4, 8x +7 keine solche môglich ist, läBt jede andere Zahl n 
‘eine Anzahl von Darstellungen zu, welche bemerkenswerter Weise 
von der Anzahl der Klassen im Hauptgeschlechte derjenigen bi- 
nären Formen abhängt, deren Determinante —# ist. So lieferte 
schon Gauf ein ausgezeichnetes Beispiel viel allgemeinerer Ergeb- 
nisse, zu denen nach ihm namentlich H. St. Smith und Minkowski 
gelangt sind und bei denen der von Eisenstein neu eingeführte 
Begriff des MaBes von Formen oder Darstellungen als bestimmend 
in den Vordergrund tritt. Aus der Darstellung als Samme dreier 
Quadratzahlen folgerte er dann leicht auch den zuvor noch unbe- 
wiesenen Fermatschen Satz, daB jede Zahl als Summe dreier Dreiecks- 
zahlen darstellbar sei. Das ‘ETPHK A, mit welchem Gauf$ in Nr.18T. 
unter dem 10. Juli 1796 seinen auf diesen Satz bezüglichen Fund her- 
vorhebt, läft auf den Wert schlieBen, den er ihm beigemessen hat, und 
die Folgerung zu, daf, was er gefunden, neu für ihn war. Wenn 
es die induktive Tatsache des Fermatschen Ausspruchs war, so muñte 
er ihm damals also noch unbekannt sein. Ein direkter, von der 
Theorie der ternären quadratischen Formen unabhängiger Beweis ist 
es gewiB nicht gewesen, ihn würde Gauf sicherlich in seinen D. A. 
mitgeteilt haben. Andererseits zeigt zwar Nr. 17 T. vom 3. Juli 
1796, daB er damals wenigstens schon mit der besonderen ternären 
Form æ +x"”+x"* sich befaft und für diese gefunden, was später, 
als er die Theorie der ternären quadratischen Formen regelrecht 
durchführte, in art. 280 allgemein von ihm festgestellt worden ist. 
Da er aber für die Sätze des art. 288/9 über die Darstellung von 
Zahlen durch jene Form erst viel später (April 1798, Nr. 84 T.) 
den sicheren Boden fand (das betreffende Resultat ist zu art. 288 
erforderlich), bleibt die Annahme eines Induktionsschlusses wahr- 
scheinlich, es müfte denn Gau$ insbesondere der Darstellbarkeit 
der Zahlen 8x +3 irgendwie schon gewif geworden sein und aus 
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ihr den Fermatschen Satz wie in den D. A. gefolgert haben. 
Vielleicht findet letztere Meinung eine Stütze in der Bemerkung: 
Ka: 5. In demonstratione nostra de connexione discerptionum in 


O te et formarum [Linearformen ?] ad formas ubi &« — 8n+3 re- 
spiciendum, welche nebst mehreren anderen unter der Überschrift: 
Inserenda in opere meo de Residuis (wohl einer frühen oder erst be- 
absichtigten Niederschrift seiner D. A.) bei Gauf’ Auszügen aus den 
Miscell. Taurin. vol. I—IV zu finden ist. Übrigens liest man auch 
schon in Gau$’ durchschossenem Exemplare von Leiste, Arithmetik 
und Algebra zu S. 68 den Satz ,Jede Zahl besteht aus drei Trigonal- 
zahlen“ und im Anschluf daran die Angabe, daB jede Zahl von 
den Formen 8n + 1, 3, 5 als Summe von drei, die Zahlen von der 
Form 8n+7 als Summe von vier Quadraten darstellbar sei, mit 
Angabe zugleich von deren Parität oder Imparität. 

Ferner gewährte die allgemeine Theorie der ternären Formen 
die Herleitung der Bedingungen für die Auflôsbarkeit der Gleichung 
ar +a'x"+a"x" = O0, 
die ebenfalls in Leiste zu S. 111 ausgesprochen sind, sowie eine 
Methode zur Auflôsung der allgemeinen Gleichung zweiten Grades 
mit zwei Unbestimmten in rationalen Werthen der letztern, während 
ihre ganzzahlige Aufl‘sung schon an früherer Stelle (art. 216sqq.) 
mittels Zurückfübrung auf die Darstellung einer ganzen Zahl durch 
eine binäre Form geleistet worden war. Die Aufgabe, die allge- 

meine Gleichung 

ax + ax" +a"x" + 2bx'x"+2b'x"x + 2b"xx' — 0 

in ganzen Zahlen zu lôsen, findet sich kurz skizziert auch in einem 
im Juli 1800 begonnenen Notizbüchlein des Nachlasses (Scheda Ae, 
S. 4/5) behandelt und auf dieselben Prinzipien zurückgeführt, welche 
GauB für die Auflôsung der genannten einfacheren Gleichung be- 
nutzt hat. Es ist dabei bemerkenswert, daf er die Bedingungen 
zu ibrer Auflôsbarkeiït, die aus den für jene einfachere Gleichung 
geltenden ableitbar und zuerst von H. St. Smith bekannt ge- 
macht worden sind, a. a. O. in vülliger Übereinstimmung mit dem 
Letztern ausgedrückt hat. 

Noch sei bemerkt, daB aus einer kurzen Notiz des Nachlasses 
(Ed 8) hervorgeht, daB GauB auch schon quadratische Formen von 
der Art, die man Hermitesche nennt, betrachtet hat. Dort gibt 
er die Transformation einer Form 


axz' + by + b'ay + cyy' 
mit reellen a, c, für welche er 4 = bb'— ac als Determinante be- 
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nennt, mittels der Substitution 
T—= —U, y = t+mu' 
a'=—-w, y = t'+m'u, 


wobei die akzentuierten GrôBen die konjugiert imaginären zu den 
nicht akzentuierten sind. Eine andere Notiz über ,duplizierte 
quadratische Formen“, in welcher auch schon die kubische Form 


+ ny + n°2 — Bnxyz 


auftritt (im Handbuche vom Oktober 1805 S. 151) deutet durch 
den dort auftretenden Ausdruck 


a+bV—38.x+cV-7.y+dV21.xy 


auf eine Beschäftigung mit den biquadratischen Formen hin, 
welche Normen komplexer, aus zwei Quadratwurzeln gebildeter 
Zahlen sind. Dies bestätigt eine Notiz in einem der Gaufschen 
Handexemplare der D. A., nach welcher jede Primzahl 8n +1 als 
Norm der komplexen Zahl 


a+BV—-1+y7V-2+0.V-1.V-2 
in der Gestalt 
p = (@+8"—2y"— 20") +8 («y + Bô) 
darstellbar sei. 
Der sechste Abschnitt der D. A. enthält nur einige An- 
wendungen des Vorhergehenden teils zur Zerlegung eines Bruchs 


7 sogenannte Partialbrüche, deren Nenner die in # enthaltenen 


Primzahlpotenzen sind, teils zu seiner Entwicklung in einen pe- 
riodischen Dezimalbruch und zur Bestimmung der GrôBe von dessen 
Periode aus den Exponenten, zu welchen die Zahl 10 bezüglich 
jener Potenzen als Moduln gehôrt; ferner Methoden zur Unter- 
scheidung der Primzahlen von den zusammengesetzten Zahlen und 
im Zusammenhange damit zur Lôsung der Kongruenz z' = À 
(mod. M), der Gleichung mx°'+ny — À usw., was alles mehr 
praktisches als theoretisches Interesse erweckt. — 

Der Fortgang zum siebenten Abschnitte der D. A. aber 
führt uns nun zu Ergebnissen, welche wohl unter Gau$’ arith- 
metischen Entdeckungen das vielseitigste Interesse darbieten. 
Eigentlich nur eine ganz einfache Anwendung eines elementaren 
arithmetischen Satzes, sind sie gleichwohl zur Quelle der schünsten 
zahlentheoretischen Erkenntnisse geworden, ja schlieflich zur 
Grundlage der stolzesten Gebilde, welche die neuere Zahlentheorie 
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in ihrer Lehre von den Zahlenkôrpern und deren Idealen geschaffen 
hat. Andererseits aber hat eben jene Anwendung die engste Ver- 
bindung herbeïgeführt zwischen der hôheren Arithmetik auf der 
einen, und der Theorie der algebraischen Gleichangen auf der 
anderen Seite, und wieder durch die Natur der in Frage kommenden 
Gleichungen jene Wissenschaft auch als Ursprung tiefliegender 
Wahrheiten der Geometrie erwiesen, eines Gebietes, das an sich 
gänzlich ihr abseits zu liegen schien. Hatte die Lüsung der Auf- 
gabe, die Kreïsperipherie in eine Anzahl gleicher Teile zu teilen, 
vôllig auf dem Standpunkte beharrt, den sie vor 2000 Jahren schon 
erreicht und auf dem sie scheinbar sich erschôpft hatte, so lehrte 
jene arithmetische Anwendung neben den schon bekannten noch 
mancherlei Teiler kennen, für welche die Aufgabe ebenfalls mit 
Zirkel und Lineal ausführbar war, insbesondere die Konstruktion 
des regelmäfigen Siebenzehnecks. Wie ein neuer glänzender Stern 
am Firmamente mute diese Entdeckung Aufsehen erregen, und Gau$ 
selbst schätzte sie gebührend hoch ein, indem er nicht nur von 
seinem, am 30. März 1796 (Nr. 1 T.) gefundenen Forschungsresul- 
tate in Nr. 66 des Intelligenzblatts der allg. Litteraturzeitung 
(1. Juli 1796) unter dem Datum des 18. April schon vor der Ver- 
ôffentlichung seiner Theorie Kenntnis gab, sondern es auch seinem 
Freunde Bolyai gegenüber als ein solches bezeichnete, das hin- 
reichend sei, als Ruhmestitel sein Grabmal zu zieren. 

Wie GauB zu seiner Theorie geführt sein mag? Kaum wohl von 
Seiten der Geometrie, der er (s. Sartorius v. Waltershausen, Gauf z. 
Gredächtnis, p. 80/1) in seiner Jugend kein gro$es Interesse geschenkt 
bat, wahrscheinlicher durch algebraische Studien, welchen er ohne 
Zweïfel neben seinen arithmetischen schon frühzeitig obgelegen 
bat und aus denen dann seine Doktorarbeit (1799) hervorgegangen 
ist. Welche Gleichung hôheren Grades konnte ihm näher liegen, 
als die Gleichung x — 1, deren Wurzeln dann das Problem der 
Kreisteilung von selber in den Gesichtskreis zogen! Wie be- 
deutsam dabei, da8 Gau$ diese einfachere Gleichung jenen andern, 


durch welche die trigonometrischen Funktionen von “= selbst be- 


stimmt werden, vorzog, obwohl ihre Wurzeln zu den imaginären 
GrôBen zählen, deren Bürgerrecht in der Wissenschaft damals noch 
so umstritten war, daB er sie in seiner Doktorarbeit geflissentlich 
vermied | 

Bedenkt man aber, daB in Kap. 6 der A. R. die Theorie der 
Gleichung a? — 1 erst derjenigen der Kongruenz # = 1 
nachfolgt und daf die Methode zur Auflüsung der letztern das 
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genaue Vorbild für die Auflôsung der Kreisteilungsgleichung ist, 
so darf man wohl auf den rein arithmetischen Ursprung von 
Gauf’ Beschäftigung mit der letzteren schliefen. Ist doch das 
Prinzip seiner Methode von dieser Art! Die Wurzeln jener Glei- 
chung oder genauer der Gleichung 


pe En 
RE M 


: : LE 
die, wenn wir r — cos ae setzen, durch die Potenzen 


7,7, 7%, -.., 17 dargestellt sind, zeigen, wenn p als eine ungerade 
Primzahl vorausgesetzt wird, auf Grund des arithmetischen Satzes, 
daf die Potenzen 1, 9, 9°, ..., 9° * einer primitiven Wurzel g (mod. p) 
den Resten 1, 2, 8, ..., p— 1 von der Ordnung abgesehen kongruent 
sind, das eigentümliche Verhalten, daB bei der zyklischen An- 
ordnung r,r9,r9,...,»* derselben jede die gleiche rationale 
Funktion (nämlich die g* Potenz) der vorhergehenden ist. Mit 
dieser Einsicht war der schôpferische Gedanke gewonnen, aus 
welchem die ganze Gaufsche Theorie der Kreisteilungsgleichung 
entsprang. Die Verallgemeinerung der Gaufschen Betrachtung, 
welche wir Abel verdanken, lieB darauf später die algebraische 
Auflôsbarkeit aller Gleichungen erkennen, deren Wurzeln analoge 
Eigenschaft zeigen, und erôffnete den Weg zu den bahnbrechenden 
Ergebnissen von Galois und Kronecker über die algebraische Auf- 
l6sung der Gleichungen, deren wir uns jetzt erfreuen. Übrigens war 
sich GauB selbst schon zur Zeit der D. A. bewuBt, daB seine Me- 
thode zur Auflôsurg der Kreisteilungsgleichung viel weiter reichte. 
Im art. 335 weist er in dieser Hinsicht auf die Funktionen hin, 


5 dx 
die aus dem Integrale Î en 
kate gleiche Bedeutung haben, wie die trigonometrischen für den 
Kreiïs, und er hat nach den Angaben seines Tagebuchs schon am 
19. März 1797 (Nr. 60 T.) die Gleichung untersucht, die zur Teilung 
der Lemniskate dient, und am 21. desselben Monats (Nr. 62 T.) die 
Tatsache festgestellt, daf die Fünfteilung auch für diese Kurve 
geometrisch mittels Zirkel und Lineal ausführbar sei. 

Gau$’ Methode beruht nun eïnerseits auf der Irreduktibilität 
der Gleichung X — 0, für welche er in art. 341 den ersten der 
vielen Beweise gab, die man jetzt dafür kennt; nach Nr. 40 des 
T. war er aber erst am 9. Oktober 1796 in seinem Besitze und 
hat dann (Nr. 136 T.) am 12. Juni 1808 auch für die Irredukti- 
bilität der Gleichung, welche die primitiven p‘* Wurzeln der 


entspringen und für die Lemnis- 
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Einheit bestimmt, falls p eine zusammengesetzte Zahl ist, einen 
Beweis gehabt. Diese Gleichung selbst sowie einige Grundge- 
danken des Beweises finden sich in dem im Oktober 1805 be- 
gonnenen und über 1808 hinaus fortgeführten Handbuche des 
GauBschen Nachlasses (auf S.198/9), eine Notiz, der man mithin wohl 
auch jenes Datum des Tagebuchs beilegen darf. Der andere Grund- 
pfeiler seinér Theorie ist die Verteilung der Wurzeln in sogenannte 
Perioden. Ist p—1 — e.f, so erhält man e f-gliedrige Perioden 


M = PAT AU A 5 lee 


(i = 0,1,2,...,e—1). 


Sie sind die Wurzeln einer Gleichung X, — O0 vom ei Grade, 
deren Koeffizienten rationale ganze Zahlen sind, und welcher die- 
selbe charakteristische Grundeigenschaft zukommt, wie der Glei- 
chung X — 0: in der zyklischen Anordnung 7,, %,, M -.., M3, ihrer 
Wurzeln ist jede die gleiche rationale Funktion von der vorher- 
gehenden. Diese Gleichung gestattet somit eine entsprechende 
Bebandlung. Zerlegt man die f-gliedrigen Perioden, indem man 
e — e'.f’ setzt, jede in e’ Perioden von f’ Gliedern, so sind die 
e’ Perioden 


16 
? 


A TT Tune 

_@G= 0,1,2,..,e—1) 

welche die Periode 7, zusammensetzen, die Wurzeln einer Glei- 
chung X! = 0 vom Grade e', deren Koeffizienten rational (ge- 
nauer: linear) durch die f-gliedrigen Perioden ausdrückbar und 
somit nach Auflôsung der Gleichung X, — 0 bekannt sind. Auch 
diese Gleichung ist von demselben Charakter, wie die vorigen, und 
kann daher ebenso behandelt werden, usw.. Hiernach kommt, wenn 
irgendwie p—1 — ee'é"...e°" gesetzt wird, die Auflôsang der 
Kreisteilangsgleichung darauf zurück, der Reïhe nach die Hilfs- 
gleichungen X, — 0, X}, = 0,... X%% = O0 von den Graden 
e,e',.…, €" aufzulôsen. Man erhält die Hilfsgleichungen kleinsten 
Grades, wenn man p—1 in seine Primzahlpotenzen: p—1 = a“bf...c 
zerlegt denkt, und hat dann « Gleichungen vom Grade a, 8 Glei- 
chungen vom Grade b,...,y Gleichungen vom Grade c zu lôsen. 
Nur in dem Falle p — 2*+1 sind alle Hilfsgleichungen qua- 
dratisch, die Kreïisperipherie also mittels Zirkel und Lineal in p 
gleiche Teile zu zerlegen; in jedem andern Falle tritt mindestens 
eine Hilfsgleichang hôheren Grades auf, und mit gesperrtem Druck 
ist in art. 865 von GauB bemerkt worden, daB sie dann auf keine 
Weise zu vermeiden oder zu erniedrigen ist (omni rigore demon- 
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strare possumus, has aequationes elevatas nullo modo nec evitari 
nec ad inferiores reduci posse). Dieser Passus ist offenbar dem 
Werke noch in letzter Stunde während des Drucks eingefügt 
worden, da (nach Nr. 116 T.) Gau$ erst am 6. April 1801 zu solcher 
GewiBheit gelangte, die D. A. aber im Sommer dieses Jabres er- 
schienen, und er zeigt, wie tiefe Blicke GauB schon in die alge- 
braische Auflôsung der Gleichungen getan haben mu. Der 
Beweiïs selbst ist aber weder in den Schriften noch im Nachlasse 
von GauB vorhanden. Das Siebenzehneck gehôrt zu den erstbe- 
zeichneten Fällen, ist also mit Zirkel und Lineal konstruierbar, 
und ist in Übereinstimmung mit der Gaufschen Theorie zuerst von 
Erchinger (s. W. Il, p. 186) rein geometrisch konstruiert worden. 

GauB hat aber ferner jede der Hilfsgleichungen auf eine reine 
Gleichung zurückzuführen gelehrt, indem er sich dazu der Resol- 
vente von Lagrange bediente. Die Verwendung der Resolvente 
ist in Gauf’ Tagebuch (Nr. 6b, 66 T.) auf den 17. Juli 1797 datiert, 
denn die dort angegebene deductio secunda ist nichts anderes, als 
die in art. 360 der .D. A. gelehrte Methode, wie aus dem Passus: 
quae theoriam secundam aequationum purarum in art. 360 D. À. 
inchoatam magis illustrant (W. II, p. 263, Ende von Nr. 18) deut- 
lich hervorgeht, während mit der Notiz Nr. bb T. vom 19. Januar 
1797 die erste Methode der sukzessiven Hilfsgleichungen gemeint 
sein dürfte. Übrigens tritt der Gedanke an das Mittel der Re- 
solvente schon früher (am 17. Sept. 1796, Nr. 37 T.) anscheinend 
selbständig bei Gau$ auf, wie er denn auch andere, elementarere 
Stücke der Lehre von den Gleichungen, wie die Newtonschen 
Formeln (Nr. 6 T. 23. Mai 1796; Nr. 28 T. 21. Aug. 1796) und 
anderes für die Entwicklung seiner Kreisteilungstheorie sich erst 
selbst zurechtgelegt zu haben scheint. Setzt man nun, unter R 
eine primitive et Einheitswurzel verstehend, 


Cr, = r+ Rire RM + ROM, 
(ni =mal,2,... 61) 

wofür auch | 
{r, RE] = %+ ER 7 RM +.+Rt® Ne-1 

(i =1,2, ….,e—1) 
geschrieben werden kann, so findet sich 

kr, RL=iT, 

wo T, gleichzeitig mit der Wurzel R als bekannt betrachtet werden 


kann. Durch Auflôsung dieser e — 1 reinen Gleichungen Êr Grades 
und mit Zuhilfenahme der Gleichung [r, 1] = — 1 findet sich dann 
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d.i. die Auflôsung der Gleichung X, — 0, und ähnlicherweise 
werden die übrigen Hilfsgleichungen gelüst. Die allzugrofie Viel- 
deutigkeit dieser Formel beschränkt man auf das zutreffende Ma, 
wenn man beachtet, daB allgemein auch der Ausdruck 
A F'].fr, BI: — T® 
eine bekannte GrôBe ist, sodaB die vorige Formel auch in die 
Grestalt 
1 12 Te» mi 
lo: (1407 + “y (WT) ) 
gesetzt werden kann, aus welcher dann die übrigen Perioden 
M3 M. Me bhervorgehen, wenn der einen noch auftretenden 
Wurzel ihre sämtlichen Werte beigelegt werden. Nur irrtümlicher- 
weise konnte, wie GauB$ bemerkt hat (W. II, p. 249), Lagrange 
(Traité de la résolution numérique des équations, 2. éd, Schluf- 
paragraph 297) die erstere Formel als die vorzüglichere bezeichnen; 
der hierbei auftretende Zweifel, ob 7, — [r, R] auch nicht Naull 
sei, kann, wie schon GauB bemerkt aber nicht weïter bewiesen 
bat, behoben werden. Auch gab schon GauB (W. II, p. 252) in 
einer Abhandlung, welche aus dem Jahre 1808 stammt (W. II, 
p. 265, Bemerkungen), den später von Jacobi u. A. hergeleiteten 
Summen-Ausdruck für den Quotienten 
fr, A.(r, 2] 
insbesondere auch die Formel 
Cr, R1.[r, R°] = (—1).» 

und zeigte (W. II, p. 250), da zur Bestimmung von V7, bei Hin- 
zunahme der ét Einheïtswurzeln d. h. neben der Teilung der ganzen 
Peripherie in e gleiche Teile die Teilung eines gegebenen Winkels in 
ebensoviel gleiche Teile nebst der Ausziehung der Quadratwurzel 
aus einer békannten GrôBe genügt. Insonderheit erfordert die 
Auflôsung der Kreisteilungsgleichung X — O selbst d.h. die 
Teilung des Kreïises in p gleiche Teile nur die Teilung des Kreises 
und die eines dann gegebenen Winkels in p — 1 gleiche Teile nebst 
der Ausziehung der Quadratwurzel aus einer bekannten Grôbe, 
nämlich \/p. 

Die Wurzeln von X = 0, welche einer der f-gliedrigen 
Perioden », angehôren, sind Wurzeln einer anderen Gleichung 


T® = 


1 
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vom Grade f, deren Koeffizienten linear durch die Perioden 1, aus- 
drückbar sind. Daher zerfällt, wenn die letzteren bekannt ge- 
worden sind, der Ausdruck X in e Faktoren ft“ Grades mit 
rational bekannten Koeffizienten. Als Gleichung für die zwei 


p __ gliedrigen Perioden fand Gau$ die folgende: 


p—1 


FE 
che er == |) 


und die zugehôrige Zerlegung 
En 
à Xe ne Lo 7". 
wo Ÿ, Z ganze ganzzahlige Funktionen von x sind. Auf jener 
Gleichung beruhen die beiden Beweise des Reziprozitätsgesetzes, 
welche die À. R. (W. II, p. 234/5) enthält; den Gaufschen Tage- 
_ buchnotizen zufolge (s. Nr. 30 T.) muB sie ihm also schon vor dem 
2. September 1796 bekannt gewesen sein. Der Herleitung dieser 
Gleichung entnahm er aber auch (D. A. art. 356) einen neuen Be- 


weis für den quadratischen Charakter und ward hier schon 


auf die sogenannten GauBschen Summen geführt, die uns noch nachher 
beschäftigen werden. Desgleichen fand er am 1. Oktober 1796 
zunächst durch Induktion (Nr. 39 T.) die Gleichung für die drei 
?—— -glicdrigen Perioden!) und versah sie (Nr. 67 T.) dann am 
20. Juli 1797 mit dem Beweise, welchen art. 358 der D. A. enthält 
und in dessen Verlaufe nebenbei die Zerlegung 4p = 2° + 27y° für 
die Primzahlen von der Form p — 6n+1 gefunden wird; nach 
Nr. 135 des T. hat er diesen Beweis am 10. Mai 1808 auf wesentlich 
einfachere Grundsätze zurückgeführt, ohne jedoch letztere näher 
zu bezeichnen. Ebensowenig findet sich in seinen Schriften die 
Zerlegung von X in vier den Wurzeln der £ + e gliedrigen Prioden 
entsprechende Faktoren, die er (nach Nr. 128 T.) im Jahre 1806 


1) Diese Gleichung, auf deren Aufsuchung schon anderweitige Notizen, wie 
die in Leiste, Arithm. u. Algebra zu p. 8 und in Hellwig, Anfangsgründe der 
Mathematik (letzte Einbandseiten) deuten, wird in Lamberts Tabellen p. 223 unter 
der Form 

23 — Bpz — p(9a — p — 1) = 0 
gegeben, während 
4p = 83 + (9a — p — 1)\. 
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noch ausgeführt hat. Nur die Hilfsmittel. zur Bildung der dazu 
erforderlichen Hiülfsgleichung vierten Grades liegen in den Be- 
trachtungen der artt. 15—20 der ersten Abhandlung über die bi- 
quadratischen Reste bereit, mit denen sie, wie Gauf selbst in art. 
22 dort angemerkt hat, aufs engste verbunden ist. 

Aus den in dieser Skizze angegebenen Daten ist ersichtlich, 
daB zur Zeit, als GauB seine Entdeckung bezüglich des Sieben- 
zehnecks bekannt gab, ihm, wie er selbst dabei ausgesagt hat, zu 
einer vollständigen, logisch: festgefügten Theorie der Kreisteilang 
doch noch eine ganze Reïhe wesentlicher Sätze fehlte. Kaum wird 
man daher fehl gehen, wenn man jene Entdeckung als einen glück- 
lichen Wurf, weniger als Ergebnis denn als Quelle der allgemeinen 
Methode betrachtet. Vielleicht bestärkt diese Ansicht der Um- 
stand, daB GauB seine Tagebuchnotiz Nr. 1 in seiner handschrift- 
lichen Anmerkung zu art. 365 D. A. (W.I, p. 476) dahin beschränkt: 
Circulum in 17 partes divisibilem esse geometrice deteximus 1796 
Mart. 30. Das arithmetische Prinzip der cyklischen Anordnung 
der Wurzeln wird GauB gehabt haben; der Kosinus des Teilwinkels 
bot ihm die zweigliedrige Periode, die Fünfteilung die quadratische 
Hiïlfsgleichung, welche der Verdopplung der Anzahl der Perioden- 
glieder entspricht, und die Wiederholung der letzteren bei der 
Siebenzehnteilung führte nicht nur zu glücklichem Ziele, sondern: 
auch zur Erkenntnis der allgemeinen Methode, deren Erfolg Gauf 
sicher genug übersah, um ungeachtet der noch vorhandenen Lücken 
die oben erwähnte Anzeige wagen zu kônnen. — 


An die D. A. fügen wir nun naturgemäB zunächst die Be- 
trachtungen der À. R., deren weitere Ausführung GauB als ihre 
Fortsetzung geplant hatte. Im ersten Teiïle derselben (W. II, p. 
199—211) wird die Lôsung der binomischen Kongruenz 2" = 1 in 
Bezug auf einen Primzahlmodul » gelehrt. Man darf n als Teiler 
von p—1 und als eine Primzahlpotenz voraussetzen; ist g(r)—a"b8…., 
so kommt die Auflôsung der Kongruenz auf « Kongruenzen vom 
Grade a, B Kongruenzen vom Grade b,... zurück. Dies zeigt 
sich für eine Primzahl n in ganz entsprechender Weise wie bei 
der Gleichung 2° = 1. Sei r primitive Wurzel von z" = 1 (mod. 
pb), e primitive Wurzel von 49%) = 1 (mod. ») und q(n) = e.f, 
und bildet man die Perioden 


La oH 02H -Dexi 
Mm= Nr re + +... +re % 


( = 0,1,2,...,.e—1) 


Über Gauf’ zahlentheoretische Arbeiten. 48b 


so ist 
nm = C+mmt.-+m in (mod. p), 


wo C und die m ganze Zahlen bedeuten. Setzt man ferner e — e’f' 
und zerlegt », in kleinere Perioden 


Mi = Mi + Mit: + PART 
so ist die Summe 


LE No + mia ut+ Témine Mami 


eine lineare Funktion von den »,. Daher kann man, wenn die 
letzteren bekannt sind, die Potenzensummen 


M PTE TM cal 
bilden und mittels ihrer eine Kongruenz, deren Wurzeln die klei- 
neren Perioden sind. Die Fortsetzung dieses Verfahrens führt 
das obgenannte Ergebnis herbei. Dabei ist zu beachten, daB aus 


einer Periode , die übrigen mittels linearer Kongruenzen von 
der Gestalt 


HA = Cn+ mo mn, + mm, + + me, Ne-1 
( — 0,1,2,...,e—1) 


bestimmt werden kôünnen, vorausgesetzt, daB die Determinante 
dieser Kongruenzen nicht durch p teilbar ist. Die hier bleibende 
Lücke hat GauB, wenn seine Tagebuchnotiz vom 21. Juli 1797 
(Nr. 68 T.) hierauf zu beziehen ist, zu ergänzen gewuBt, indem er 
die Theorie der Kongruenzen zu Hilfe zog, die in Bezug auf einen 
Primzahlpotenzmodul gedacht werden; in welcher Weise aber, 
tritt nicht zu Tage. 

Von der besonderen Kongruenz x" = 1 wendet sich Gauf 
(W. II, p. 212—242) allgemein zur Betrachtung der Kongruenzen 
hôheren Grades F(x) = 0 (mod. p). Da die Aufgabe, eine Wurzel 
einer solchen zu finden, nur ein spezieller Fall der allgemeinen 
ist, die Funktion F(x) (mod. p) in ihre einfachsten Faktoren zu 
zerlegen, sieht man sich zu Untersuchungen geführt, welche den- 
jenigen der Theorie der rationalen ganzen Zahlen vüllig analog 
sind, indem die ganzen Funktionen F{(x) an Stelle der letzteren 
treten. -In solcher Analogie ist die Theorie systematisch von 
Dedekind entwickelt worden, nachdem schon früher Schônemann 
sie auf anderen Grundlagen aufgebaut hatte. Gauf’ Darstellung 
derselben nimmt mehr des Ersteren Weg und liefert bereits die 
grôBte Anzahl der allgemeinen Sätze, zu denen Dieser gelangt ist. 
Nach Definition der Teilbarkeit einer Funktion F(x) (mod. p) treten 
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die Primfanktionen als Grundelemente hervor, in die jede andere 
Fanktion eindeutig zerlegbar ist;. für relative Primfunktionen A(x), 
B(x) lassen sich andere Funktionen C(x), D(x) finden derart, daf 


A(x).C(x)+ B(x).D(x) = 1 (mod. p) 


(s. die Notiz vom 19. Aug. 1796, Nr. 27 T.). Die Anzahl der in- 
kongruenten Fanktionen mt” Grades (mod. p) ist p”. Die Anzahl 
(m) der inkongruenten Primfunktionen mt* Grades hat GauB (am 
26. Aug. 1797, Nr. 75 T.) sehr einfach auf analytischem Wege 
mittels einer sie erzeugenden Funktion bestimmt, nachdem er sie 
früher auf zwei andern Wegen, deren einer in der Handschrift 
der A.R. mitgeteilt ist, umständlicher erhalten hatte, und hat so 
die Formel gefunden 
p" = Zd.(d) 

in welcher die Summe auf alle Teiler d von m sich erstreckt und 
aus deren Umkehrung (”) sich ergibt, eine Formel, welche, wenn 
m als Primzahl gedacht wird, einen neuen Beweis des Fermatschen 
Satzes herbeiführt. | 

| Die Beantwortung der Frage nun nach den Teilern einer 
Fanktion (mod. »), das Grundproblem der Lehre von den Kon- 
gruenzen, welche in Bezug auf einen Doppelmodul oder — in 
Kroneckerscher Ausdrucksweise — in Bezug auf ein Modulsystem 
zweiter Stufe gedacht werden, gründet sich bei GauB auf eine 
Reïhe von Hilfssätzen. Eïnerseits lehrt er für eine Gleichung 
P(x) = 0 die andere Gleichung P,(x) — O bilden, welche zu 
Wuarzeln die pi Potenzen von den Wurzeln der ersteren hat, und 
den (am 18. Aug. 1796, Nr. 26 T.) von ihm gefundenen Satz, daf 
P, (x) = P(x) (mod. p) sei, wenn p eine Primzahl. Andererseits 
zeigt er, daB es für jede von x verschiedene Funktion P(x) einen 
kleinsten Exponenten » gibt, für welchen 2’—1 (mod. p) durch 
P(x) teïlbar ist; und » ist ein Teiler von p”—1, falls P(x) Prim- 
fanktion vom Grade m. Jede solche teilt also (mod. p) die 
Fanktion A Pr z. B. teilt jede von x verschiedene Prim- 
funktion ersten Grades den Ausdruck z°-—1, womit aufs Neue 


wieder der Fermatsche Satz bewiesen ist. Aus diesen Ergebnissen 


folgt auf der einen Seite,. da 7°} 1 (mod. ») dem Produkte 
aller inkongruenten von x verschiedenen Primfunktionen kongruent 
ist, deren Grade Teiler von m sind; auf der andern kann +” —1 
nur solche primitive d. h. in keinem ähnlichen Ausdracke geringeren 
Grades aufgehende Primteiler (mod. p) haben, deren Grad # den 
Exponenten bezeichnet, zu welchem p (mod. ») gehôrt, derart, daf 
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p" = 1 (mod. »), (Nr. 30 T.). Auf solcher Grundlage kann nun 
für jede Funktion 2’—1 nicht nur die Anzahl ihrer Primteiler 
eines bestimmten Grades ermittelt (art. 360, W. II, p. 280), sondern 
auch eine Methode gegeben werden, ihre (primitiven) Primteiler 
selbst zu finden. Dazu dient der am 30./31. August 1797 (Nr. 76, 77 
T.) von GauB erzielte ais, daB jede ganze symmetrische Funktion 


der Grôfen x, «?, x? pos 2 in Bezug auf den Doppelmodal 
?, P(x), wenn P(x) eine Primfunktion mt* Grades bezeichnet, einer 
ganzen Zahl und die Koeffizienten von P(x) den elementaren 
symmetrischen Funktionen jener Potenzen EU sind ; anderer- 
seits die Verteilung der Potenzen z°, xf, ... wo a, B,... die zu » 
teilerfremden Zahlen + bezeichnen, F4 Perioden, &hnlich den 
Perioden der Kreiïsteilungsgleichung, welche durch Kongruenzen 
bestimmt werden, die (mod. ») auflôsbar sind, solange die Perioden 
noch aus solchen von der Gestalt 

pate pal + De SA Ma 
zusammengesetzt sind. Schon viel früher hatte GauB den Zu- 
sammenhang dieser Untersuchungen mit dem Fundamentaltheoreme 
erkannt (13. Aug. 1796, Nr. 23 T.); in der Tat führte ihn am 2. 
September 1796 (Nr. 30 T.) die Anwendung seiner Methoden. auf 
den Fall, wo » eine ungerade Primzahl ist, zu zwei neuen Be- 
weisen jenes Gesetzes, deren zweiter gewissermafen den umge- 
kehrten Gang nimmt wie der erste. Zweiïfelsohne vor den letzt- 
angegebenen Tag datiert eine Notiz in GauB’ NachlaB (Ea 6), in 
welcher bezüglich der Gleichung, deren Wurzeln die e f-gliedrigen 
Perioden pt* £inheitswurzeln sind, unter der Überschrift ,der 
goldene Lebrsatz“ er den Satz unterstreicht: ,diese Geichong ist 
môglich für jeden Primmodulus = ÿ1 (Mod. p)* d.h. welcher zum 
Exponenten f (mod. p) gehôrt, ein Satz, der als ein theorema ge- 
nerale demonstrandum schon in Leiïste, Arith. und Alg. zu Seite 
108 ausgesprochen ist. Die Quelle, aus der die genannten zwei 
Beweise des Reziprozitätsgesetzes flieBen, ist nur ein Spezialfall 
dieses allgemeinen Satzes, und so erklärt es sich, daB GauB in 
seinem Tagebuche (Nr. 16 T.) den Ausdruck theorema aureum 
auch für das Fundamentaltheorem verwendet. 

Die A. R. schlieBt mit einigen Sätzen ab, mit denen Gauf 
begonnen hat, die Theorie der Zerlegung der Fanktionen auf den 
Fall auszudehnen, wo der Modul eine Primzablpotenz oder allge- 
meiner eine beliebig zusemmengesetzte Zahl ist (Nr. 77, 78 T. 
Ende August 1797), und diese Füälle auf den eïinfacheren eines 
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Primzahlmoduls zurückzuführen (9. Sept. 1797, Nr. 79 T.), worin 
er die Hilfsmittel gefunden zu haben scheint, gewisse Schwierig- 
keiten, die jener einfachere Fall noch bot, zu beheben (s. art. 251, 
W. IL, p. 209; art. 363 Ende, W. IL p. 282). — 

Nach den D. A. verôffentlichte Gauf zunächst die drei Ab- 
handlangen: Theorematis arithmetici demonstratio nova (Comm. 
Gotting. 16, 1808 (15. Januar)); summatio quarundam serierum 
singulariam (Comm. Gotting. rec. 1, 1811 (24. Aug. 1808)); theo- 
rematis fundamentalis in doctrina de residuis quadraticis demon- 
strationes et ampliationes novae (ebendas. 4, 1818 (10. Febr. 1817)). 
Sie enthalten vier neue Beweise des Fundamentaltheorems. Die 
zweite von ihnen ist, wie die Disquisitionum circa aequationes 
puras ulterior evolutio, deren Fortsetzung sie ursprünglich zu bilden 
bestimmt war (s. W. II, p. 265, Bemerkungen), unmittelbar aus der 
Kreisteilung hervorgegangen. Dort finden sich in art. 356 bereïts 
die sogenannten Gaufischen Summen, denen man zusammenfassend 
die Gestalt 


2 ee ; 
geben kann, wo r = cos = +isin . gedacht ist, und deren 


Wert für den Fall einer ungeraden Primzahl n bis auf das Vor- 
zeichen einer Quadratwurzel genau dort angegeben ist. Auch ohne 
dies letztere zu bestimmen, erkannte Gau$ hier schon Mitte Mai 
1801 (Nr. 118 T.) einen neuen Weg zum Beweise des Reziprozitäts- 
gesetzes. Aber die Bestimmung des Vorzeichens selbst gestaltete 
sich zu einer so reizvollen wie schwierigen Aufgabe, die zu be- 
wältigen vier Jahre erforderlich waren. An mehreren Stellen 
(W. II, p. 16, 156; Nr. 123 T.), mit besonderer Lebhaftigkeit aber 
in einem Briefe an Olbers vom September 1805 hat GauB die 
Mühen geschildert, die aus jener Aufgabe ihm erwuchsen, bis ihm 
endlich — wie der Blitz einschlägt und ohne daf er sagen kônne, 
wodurch — der befreiende Gedanke kam (30. August 1805, Nr. 
123 T.). Die Lôsung beruht einerseits auf der Umformung der 
Summe W, in ein Produkt, andererseits auf den Eigenschaften der 
beiden eigentümlich gebauten Reïhen 


fm) = À C1). (m9, Fm) = À 2 (ni) 


(—a")(l— at)... (1 — am) 
Ü-91-#)..(-90" 


(me, 1) S 
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und deren jede geeignet ist, jene Umformung zu leisten. Aus 
ihren Eigenschaften entspringt u. a. die für die additive Zahlen- 
theorie bedeutsame Formel 
D 12" D s@—1) 
raser = 14 he", 
sowie für den Fall eines ungeraden » die Gleichung 
W, — (r! [e r*) (r*? ‘a r#) ad (r-29 = pute) 
und hieraus 


= +Ve DT 
während W, — ms + : Vn oder Null . wenn # = 0 oder n = 2 
(mod. 4) resp. Ferner folgt, wenn n eine ungerade Primzabhl ist, 


allgemein 
m, = (VE D 


Ist aber x — abc...ein Produkt verschiedener ungerader Prim- 
zahlen, so besteht die Beziehung 


gp a CR 
WT] litr pr Ppitr ji 
d - 


d,0,C, .e 


aus welcher folgender Satz hervorgeht: die Anzahl der a, b, c,..., 
n 


El ui: 
gerade, je nachdem die Anzahl » der Zahlen a, 6, c, ... welche 
die Form 4u+3 haben, kongruent 0,1 resp. 2,3 (mod. 4) ist. Wird 
n als Produkt von nur zwei solchen Primzahlen gedacht, so folgt 
hieraus das Reziprozitätsgesetz. Âhnliche Betrachtungen ergeben 
auch seine beiden Ergänzungssätze. Im Anfang seiner Abhandlung 
bezeichnet GauB die Summen W, als eine reiche Quelle für Unter- 
suchungen, deren Darstellung er für eine andere Stelle verheifit. 
Da GauB Beziehungen dieser Summen zu den @-Reïhen gekannt 
habe, auf die er hier angespielt haben kônnte, habe ich nicht be- 
merkt. Wahrscheinlich ist hier die mit art. 19 beginnende aber 
schnell abbrechende Fortsetzung der Disquisitionum circa aequa- 
tiones puras ulterior evolutio (W. II, p. 263—65) gemeint, môg- 
licherweise aber auch der zweite der beiden Beweise des Funda- 
mentaltheorems, welche die dritte der oben genannten Abhandlungen 
enthält. Auch er entstammt der Kreisteilung, ist aber von Gauf 
in einer Form dargestellt, die ihn der Theorie der hôheren Kon- 
gruenzen näber bringt. Bedeutet y eine primitive Li für die 


von denen resp. J, . Nichtreste sind, ist gerade oder un- 
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ungerade Primzahl p und £ den Ausdruck 
CN Le 


p—1 
2 


so läBt sich zeigen, daB £*—(—1) ‘ .», also auch, wenn q eine 


andere ungerade Primzahl bedeutef, 


p—1 q—1 g—1 
, LES 
gi (—1) ? ALT 
Larre : ; 
durch RES teilbar ist, desgleichen 
a — 28 Law... ar" (1) #£; 
P 

Durch Verbindung dieser Umstände mit der Kongruenz 
| a — 90 + 90"... — 30" = E1(mod. q) 


wird man einfach zum Reziprozitätsgesetze geführt. 

: _ Auf wesentlich anderer, ganz elementarer Grundlage beruhen 
die beiden andern Beweise desselben. Wie GauB (W. II, p. 60, 161) 
aussagt, sind sie den Bemühungen zu danken, die er aufwandte, 
um den analogen Sätzen der Lehre von den kubischen und biqua- 
dratischen Resten beizukommen. Vermutlich führte ihn die hierbeï 
sich darbietende Verteilung der Reste nach einem gegebenen Modul 
in Drittel resp. Viertel ihrer Gesamtanzahl zur Verteilung der 
absolut kleinsten Reste (mod. p) in die beiden Hälften, welche 
positiv und welche negativ sind, und die Verbindung mit dem 
Eulerschen Kriterium zu dem wichtigen Satze, der als GauBsches 
Lemma benannt wird: Ist (q, p) die Anzahl der Zahlen 


— 1 
q; 2q, 3Q, LR La, 


deren absolut kleinste Reste (mod. p) negativ sind, 50 ist 
p-1 


qg ? =(—1)%? (mod. p). 
Die Ermittlang der von Gau$ mit dem Namen ,Dezident“ belegten 
Zahl (q, p) geschieht nun bei dem ersten der erwähnten Beweise 
(in der Abhandlung vom J. 1808) mit Hilfe der an dieser Stelle 
von GauB eingeführten Funktion [x], welche die grôfte ganze Zahl 
bezeichnet, die nicht grôBer als x ist, eine Funktion, die seitdem 
in den Arbeïten von Kronecker und jüngeren Mathematikern zu 
den mannigfaltigsten Untersuchungen Anlaf gegeben hat. (Gau$’ 
Betrachtung beruht im wesentlichen auf der Bestimmung des 
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»Dezidenten“ durch die Beziehung 


an =3[$t-23[] 


$ 


wo 1 =%1,2,... ? … , Sowie auf der durch die Gleichung 


À, e) + (E] “ré ls 


in welcher [nx] — k gesetzt ist, ausgedrückten Eigenschaft der 
gedachten Funktion. Mit ihrer Hilfe läft sich nachweisen, . daf 
jeder der Ausdrücke 


cn iq Es kp 
cafe co Bpr 
@n+Zf |, HM=(G&o+x : 
einer geraden Zahl gleich, und daf 
—1)(q—1 
L+M = Qpr)+(, RTE 


ist, woraus dann das Reziprozitätsgesetz sogleich sich ergibt. 
Auf dasselbe Gaufische Lemma begründet, findet der zweite 

jener Beweise (in der Abhandlung vom J. 1818) die Beziehung 

zwischen den beiden Dezidenten (y, q), (a, »)}, welche das Gesetz 


bedingt, durch eine Verteilung der Zahlen y = 1, 2, 3, Lu 1 


in acht Gruppen je nach den Vorzeichen von (2), r(2), wo 


(x) das Kroneckersche Zeichen für den Unterschied zwischen x 
und der nächstgelegenen ganzen Zahl bedeutet, und durch die 
Beziehungen, welche zwischen den Anzahlen der in diesen einzelnen 
Gruppen vorhandenen Zahlen bestehen und aus denen sich er- 


schlieBen läBt, daB von den drei Zahlen (y, q), (q, p), en 


entweder nur eine oder alle drei gerade sind. 

An diese Beweise schlieBt sich endlich ein einfacher Algo- 
rithmus, durch welchen der quadratische Charakter einer Zahl 
bezüglich einer andern bestimmt werden kann. Er beruht auf 
dem Euklidischen Algorithmus einerseits und auf der Gleichung 


(a, b)+@p(b, a) = a'.b' 


andererseits, in welcher a! — EI bp — Ë und 
é 15 
tue) — À [9] 


ist, — 
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Werfen wir hier noch einen Blick auf die Chronologie der 
acht GaufBschen Beweise für das Fundamentaltheorem. Zählen 
wir sie, wie GauB in seinen Publikationen, nach der Zeit ihrer 
Verôffentlichung, so ist 

Beweis I( D. A. art. 135 sqq.) vom Jahre 1801 
II (ebendas. art. 262) k: 1 TO00E 
III (Comm. Gotting. 16)  , » 1808 
IV (Comm. Gott. rec. 1)  , “Ho Ioire 


ra KComn. Gott. rec. 4) , .  , 1818 


» Vila. VII (W. II " 1863. 
Von diesen Beweisen ist B. I der zeitlich erste srl am 8. April 
1796 (Nr. 2 T.) von GauB gefunden; B. II ist der zweite, am 
27. Juni 1796 (Nr. 16 T.) gefunden, B. VII und VIIL die im Grunde 
nur einen vollen Beweis bilden, sind spätestens am 2. September 
1796 ue 80 T.) von GauB erhalten und als dritter und vierter 
(W. LI, p. 234) ausdrücklich bezeichnet. Der Beweis IV ist schon 
Mitte Mai 1801 (Nr. 118 T.) von Gau$ gefunden und als fünfter 
gezählt worden. Die übrigen Beweise entstammen, wie bemerkt, 
nach seiner eigenen Aussage seinen Bemühungen um die kubischen 
und biquadratischen Reste, die erst 1805 einsetzten; sicherlich 
ist die in Nr. 134 T. auf den 6. Mai 1807 datierte demonstratio 
principiis omnino elementaribus innixa der Beweis III. Ein An- 
fang desselben, insbesondere die oben angegebene Formel für den 
Dezidenten (g,») findet sich schon im Handbuche vom Oktober 
1805 des GauBschen Nachlasses S. 164 vor der Notiz über den 
Beweis der Irreduktibilität der allgemeinen Kreïsteilungsgleichung, 
also vor dem 12. Juni 1808. In einem andern nachgelassenen, im 
September 1813 begonnenen Handbuche steht $S. 6/8 ein Aufsatz 
mit dem Titel ,Dritter Beweis des Fundamentaltheorems bei den 
quadratischen Resten in einer neuen Einkleidung“ und mit dem 
Datum Novb. 12 [jedenfalls 1813], der.mit den Worten endigt: 
Bei dieser Einkleidung des Beweises ist der wahre Nerf desselben 
mehr in die Augen fallend als bei derjenigen, in welcher er in den 
Gôttingischen Commentationen Bd. XVI erscheint“. Da dieser 
Aufsatz im Prinzip mit dem B. V identisch und nur in der Ent- 
wicklung desselben von ihm abweichend, nur eine Modifikation 
desselben ist, so ist ersichtlich auch B. V erst durch eine ver- 
einfachende Neubearbeitung aus B. III hervorgegangen, also später 
als dieser. Da aber (W. II, p. 50) B. V und VI als die vor neun 
Jahren versprochenen, nämlich (W. II, p. 48) als die bei Ver- 
ôffentlichung von B. IV (24 August 1808) schon vorhandenen 


CIM EC EC | 
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Beweise bezeichnet werden, so muB B. V zwischen dem 6. Mai 
1807 und dem 24. August 1808 entstanden sein. Im Tagebach 
geschieht seiner keine Erwähnung, ebensowenig des Beweises VI, 
dessen Datierung am unsichersten bleibt. Beim Beweise III (W. 
IE, p. 4) und in der Anzeige desselben (W. IE, p. 153) erwähnt 
GauB drei Beweise, die er nach dem Beweiïse Ï gefanden und 
welche ,sehr tiefliegende und ihrem Inhalte nach ganz heterogene 
Untersuchungen voraussetzen“; einer davon sei der Beweis I. 
Von den beïden übrigen ist unter dem einen zweiïfelsohne der B. 
IV gemeïint; der andere kann B. V nicht sein, der, wie gesagt, 
spâter als B. IET ist, und auf welchen die erwähnte Charakteri- 
sierung nicht pañt. Es bleibt also nur die Wahl zwischen dem 
Doppelbeweise der A. R. (der demonstratio tertia und quarta, 
welche eiïgentlich erst zusammen eine einzige ,demonstratio 
completa“ ausmachen) und dem — ïhm übrigens nahestehenden 
— Beweiïse VI, und man môchte sich Kronecker entgegen für den 
erstern entscheiden, da es wuanderbar scheinen mu, daf Gauf 
diesen mit Stillschweigen übergangen haben sollte. Jenachdem 
man nun sein Citat auf den Beweis VI bezieht oder nicht, 
würde dieser Beweis vor B. III d.i. vor den 6. Mai 1807 oder, 
wie B. V, zwischen dies Datum und den 24. August 1808 zu 
datieren sein; ob dann vor den B. V oder nach denselben, 
muB dahingestellt bleiben. Der deutschen Darstellang von B. V 
geht in dem Handbuche vom September 1813 auf $S. 4/5 auch 
eine (im wesentlichen der lateinischen identische) deutsche Dar- 
stellang von B. VI vorauf, die als fünfter Beweis gezählt wird, 
umgekehrt wie in den Commentationen, wo er dem B. V folgt 
und als Demonstratio sexta bezeichnet wird. Da die lateïinischen 
Fassungen dieser Beweise in Comm. Gott. rec. 4 von GauB erst 
1817 der Offentlichkeit übergeben sind, môchte man annehmen, daf 
die deutschen Darstellungen die ursprüngliche Fassung der schon 
1808 vorhandenen Beweise wiedergeben. Der Algorithmus zur 
Bestimmung des quadratischen Charakters einer Zahl B mit Bezug 
auf eine andere À, mit welchem die dritte Abhandlung schlieBt, 
kann hinwieder nicht wohl vor dem August 1808 gefunden sein, da 
er in dem Handbuche vom Oktober 1805 erst S. 218 d. i. nach astro- 
nomischen Beobachtungen von jenem Datum aufgefüihrt wird. — 
Wie gesagt, sind die letzten Beweise des Reziprozitätsgesetses 
zumeist durch die Untersuchungen hervorgerufen, welche Gauf 
über kubische und biquadratische Reste unternahm, Untersuchungen, 
zu denen tiberzugehen für ïhn nahe lag, nachdem er die Theorie 
der quadratischen Reste erledigt. Er sagt darüber in einem Briefe 
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an Dirichlet vom 30. Mai 1828 (W. II, p. 516), was folgt: Die 
ganze Untersuchung, deren Stoff ich schon seit 23 Jahren voll- 
ständig besitze, die Beweise der Haupttheoreme aber (zu welchen 
das in der ersten Commentation noch nicht zu rechnen ist) seit 
etwa 14 Jahren usw. — Fällt hiernach der Beginn seiner bezüglichen 
Forschungen spätestens in das Jahr 1805, so wird dies Jahr von 
Gauf auch früher schon, wo seine Erinnerung sicher zuverlässig 
war, zu wiederholten Malen (s. W. II, p.50 und 161, Comm. prima, 
W. I, p.67 und p. 165 in der Anzeige derselben, Comm. sec., W. II, 
p. 102) bestimmt als deren Anfang angegeben. Dem braucht die 
Tagebuchnotiz Nr. 130 vom 15. Februar 1807: theoria residuorum 
cubicorum et biquadraticorum incepta nicht zu widersprechen, da 
man in ihr den Anfang einer regelrechteren Entwicklung oder 
Darstellung seiner Ergebnisse erblicken darf. Diese finden sich 
dann schlieflich in zwei Abhandlungen, der Theoria residuorum 
biquadraticorum, Comm. I u. II (Comm. Gotting. rec. 6, 1828 (6. 
April), bezw. 7, 1882 (15. April 1831)), welche Gau$ als näher 
verwandt mit derjenigen der quadratischen Reste einer Darstellung 
der kubischen vorzog, wenn auch leider nur zu einem Teile ver- 
ôffentlicht. Sie müssen zunächst in raschem Fortschritte gelungen 
sein, wie die Notizen Nr. 1831—133 T. vom 17., 22., 24. Februar 
bezeugen, die ohne Zweifel die Auffindung der wesentlichsten Sätze 
der Comm. prima bedeuten. Dies sind in der Hauptsache die 
folgenden. 

Beschränkt man sich auf den Fall der Primzahlen p — 4n+1, 
welcher einzig Schwierigkeiten verursacht, so zerfallen die (mod. p) 
inkongruenten Zahlen z, welche bisher nur in zwei Klassen, qua- 
dratische Reste und Nichtreste, sich unterschieden, jenachdem 

p—1 


z * = +1 oder —1 (mod. p) war, in der Theorie der biquadrati- 


schen Reste in vier Klassen À, B, C, D von je P _ Zahlen, die 


bezüglich den Kongruenzen 


p—1 


8 * =1,f,f',f" (mod. p) 


genügen, in denen f* = —1 (mod. p); die Klassen À, C zusammen 
sind die quadratischen Reste, B, D zusammen die quadratischen 
Nichtreste. Die Comm. prima lebrt nun, in welche dieser Klassen 
die Zahlen — 1 und 2 gehôüren. Die erstere gehôrt zu À oder C, 
jenachdem p = 1 oder 5 (mod. 8). Die Zwei ist quadratischer 
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Nichtrest bezüglich der Moduln p = Bb (mod. 8). Ist aber p = 1 
(mod. 8), so lieB die Induktion GauB einen Zusammenhang der 
Frage mit der Zerlegung p — «*+92f" erkennen, wonach 2 zu 4 
oder C gehôrt, jenachdem « = + 1 oder + 8 (mod. 8) ist, ein Satz, 
der unschwer zu begründen war. Hierdurch fand sich nun Gauf zu 
der Untersuchung geführt, ob ein ähnlicher Zusammenhang auch 
mit der für jede Primzahl p — 4n+1 môglichen Zerlegang 
p — a*+b* stattfinde. Das ist in der Tat der Fall, aber er liegt 
tiefer. Die gedachte Zerlegung ist zunächst eng mit den Zahlen 
m® verbunden, welche bei der Bildung der biquadratischen Glei- 


chung für die vier £ Se os gliedrigen Perioden pt* Einheitswurzeln 
auftreten und die Anzahl der Lüsungen f, « der Kongruenz 
LE gite _ ho (mod. D), 


wo g eine primitive Wurzel (mod. p), bezeichnen. Die Beziehungen 
zwischen ihnen, sowie die Werte von a, b bei der durch sie ge- 
lieferten Zerlegung p — a+ b° ergeben den Satz, daB 2 zu 4, B, 
= = 0, 1, 2, 8 (mod. 4). Übrigens 
hängt das Vorzeichen von b und somit die Zugehôrigkeit von 2 
zu einer der Klassen B, D von der Wahl der Zahl f unter den 
beiden Wurzeln der Kongruenz f* = —1 d.i. von der Wahl der 
primitiven Wurzel g ab, und es besteht zwischen a, b und f die 
Kongruenz b = af (mod. p), eine Tatsache, die GauB (Nr. 133 T.) 
am 24. Februar 1807 gefunden zu haben scheint, und welche ver- 
stattet, den biquadratischen Charektar der 2 auch durch die Kon- 
gruenz 


C, D resp. gehôürt, jenachdem 


a'v’ a'b! p-1 
in dt 


(mod. p), 


wo a’, b' in der Formel p = a”+b" positiv gedacht sind, auszu- 

sprechen (W. II, p. 96). — Nebenbei finden sich a, b mittels der 
PE 

Entwicklung von (z*+1) “ (mod. ») als die absolut kleinsten 

Reste (mod. p), welche den Kongruenzen 


2a = _ 2b = +r' (mod. p) 


mit 
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genügen; ihnen zufolge ist a = 1 (mod. 4) und hierdurch seinem 
Vorzeïchen nach bestimmt, wäbrend über dasjenige von d sich ohne 
weiteres nicht entscheiden läft (s. unten p.53). Âlmliche Sätze hat 
Gau$ noch mehrere gegeben in einer Notiz des Nachlasses (Ec 2), 
wo es heift: 
Ist eine Primzahl p — 3n +1 = 2° +8y", so ist 


Eu (1). 10) 
NE RE ET 
D 


in derselben Voraussetzung ist 4p — + 27u° und 


(n+1)(n+2)...2n 
122578 


1 = 


Ist eine Primzahl p — 8n+1 — a+ 2b°, 80 1st 


An (An — 1). at + x 


ns Re 


ist p — 8n+3 — a! +2, 80 ist 


_ (4n+1)4n.…(Bn+2) 
ge 2 .0n 


Bei den Versuchen nun, auch für amdere Zahlen den biqua- 
dratischen Charakter zu ermitteln, sah sich GauB durch Indaktion 
zwar zu mancherlei Einzelresultaten geführt, im Beweise derselben 
wie in der Erkenntnis allgemeinerer Sätze aber durch Schwierig- 
keiten gehemmt, die ihm in keiner Weise mit den Mitteln der 
rationalen Zahlentheorie zu überwinden gelang. Da kam ihm eine 
erlôsende Eingebung, die zugleich die Grundlage des wichtigsten 
Gebietes der ganzen neueren Zahlentheorie, der Arithmetik der 
Zahlenkôrper, geworden ist: mox vero comperimus, principia Arith- 
meticae hactenus usitata ad theoriam generalem neutiquam sufficere, 
quin potius hanc necessario postulare, ut campus Arithmeticae 
sublimioris infmities quasi promoveatur (W. IE, p. 67). Er erfand 
die Theorie der komplexen ganzen Zahklen. Über die Be- 
rechtigung komplexer GrôBen hatte er schon zur Zeit der D. A. 
sich eigene Gedanken gebildet, die er in art. 91 derselben ge- 
legentlich zu entwickeln in Aussicht stellt — ein in der Anzeige 
der Comm. secunda (W. II, p. 174/8) eingelôstes Versprechen — 
und die Kreisteilungslebre, mehr noch seine Untersuchungen über 
die Lemniskatenfunktionen hatten sie immer zwingender ihm auf- 
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gedrängt; vielleicht, daf in der Notiz Nr. 95 T. unter dem novus 
in analysi campus die Theorie der Funktionen einer komplexen 
Variabeln verstanden werden mul. So lag es ihm nahe, auch 
komplexe ganze Zahlen in Betrachtung zu ziehen. Man geht 
aber wohl nicht fehl, wenn man für den Gedanken, sie zur Grund- 
lage der kubischen und biquadratischen Reste zu machen, die 
Quelle in der Beziehung erblickt, welche zwischen dem biqua- 
dratischen Charakter der Zwei und der Darstellung p — a*+b", 
ebenso zwischen ïhrem kubischen Charakter und der Darstellung 
4p = a +27 (Nr. 1383 T.) d. h. den Darstellungen von p als Norm 
komplexer ganzer Zahlen von GauB erkannt worden war. Die 
Verwendung dieser komplexen Faktoren von p tritt grundlegend 
auch in den handschriftlichen Fragmenten über kubische und bi- 
quadratische Reste zu Tage, welche W. VIII, p. 5—14 abgedruckt 
und von Fricke erläutert sind und etwa aus derselben Zeit stammen, 
wie die Notizen Nr. 130/3 T. In diese Zeit fallen dann auch Gauf’ 
Versuche, zu neuen Beweisen des quadratischen Fundamental- 
theorems zu gelangen, in der Hoffnung, daB diese auch auf das 
hôhere Gebiet ausdehnbar sein môchten, eine Hoffnung, die ihn 
nicht trog, denn sie führten ihn zum GauBschen Lemma, dessen 
Erweiterung auf das Grebiet der komplexen Zahlen a + bi die Grund- 
lage seiner bezüglichen Beweisführungen bildet. Neben induktiven 
Studien beschäftigten nun Gauf mannigfache Versuche, den soge- 
nannten Dezidenten einer Zabl für einen gegebenen Modul zu be- 
rechnen bezw. das gesamte Restsystem eines solchen in geeignete 
Viertel zu verteilen und dgl. mehr, wie die von Schering erläu- 
terten und nach 1811 datierten Fragmente (W. II, p. 313—8b) und 
andere, ihnen zeitlich wohl voraufgehende handschriftliche Notizen 
des Nachlasses (in Ec 3 und Handbuch vom Oktober 1805, S. 248 
—256) beweisen. 

Es mu8 Wunder nehmen, daB Gauf nirgends in seinem Tage- 
buche der Einführung der komplexen Zahlen, dieses von ihm selbst 
für so wichtig erkannten Fortschrittes der Arithmetik, eine Er- 
wähnung tut. Man kônnte geneigt sein, Nr. 144, 145 T. vom 28. 
Oktober 1813 dahin zu deuten; doch kônnte damit unmôglich der 
erste Gebrauch komplexer Zahlen gemeint sein, der, wie bemerkt, viel 
frtiher datiert (s. unten p.46), vielmehr nur etwa ihre systematische 
Grandlegung für die allgemeine Theorie der biquadratischen Reste, 
wie die Comm. secunda sie enthält. Wahrscheinlicher aber dünkt 
uns, da jetzt GauB aus jener die Hilfsmittel gewonnen, um die 
(von dem Satze über den biquadratischen Charakter der Zwei 
verschiedenen) Haupttheoreme zu beweisen, von denen er im obigen 
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Briefe an Dirichlet schreibt, daB er ihre Beweise gerade etwa in dieser 
Zeit gefunden habe. Nach seiner Anzeige der Comm. secunda vom 
28. April 1831 waren ïhm freilich diese Beweise schon seit 20 
Jabren bekannt, doch ist diese Angabe wohl nur als eine abge- 
rundete zu betrachten. Vielleicht ist Nr. 144/5 T. aber auch s0 
zu verstehen, daB GauB in der Kreïsteilung, wenn nicht gar, 
wie Eisenstein — was zu denken die anschlieBende letzte Tagebuch- 
notiz nr. 146, die einzige, in welcher von den komplexen Zahlen 
a+ bi die Rede ist, einigen Anhalt bieten kônnte — in der Lem- 
niskatenteilung die Hilfsmittel zu jenen Beweisen gefunden. 

GauB hat ihre Darlegung einer dritten Abhandlung vorbe- 
halten, die niemals geschrieben ist. Die zweite gibt nur den Wort- 
laut des allgemeinen quadratischen (W. II, p. 130), sowie auch des 
allgemeinen biquadratischen Reziprozitätsgesetzes (W. IT, p. 138), 
das zwischen zwei (primären) komplexen Primzahlen besteht, und 
beweist den sogenannten Ergänzungssatz, durch welchen der bi- 
quadratische Charakter der Zahl 1 + und ihrer sogenannten Asso- 
züerten bestimmt wird. Vorauf geht eine, der rationalen vüllig 
parallellaufende, nur entsprechend reichere Arithmetik der kom- 
plexen Zahlen a + bi, gegründet auf das Euklidische Verfahren zur 
Bestimmung des grôften gemeinsamen Teilers von zwei solchen 
Zablen, woraus die eindeutige Zerlegbarkeit jeder komplexen Zahl 
in sogenannte primäre Primfaktoren, deren es auBer der Zahl 1+à 
zwei Arten gibt: die reellen Primzahlen q = 3 (mod. 4) und die 
konjugiert komplexen Faktoren der reellen Primzahlen p = 1 
(mod. 4), hervorgeht. Aus dem verallgemeinerten Fermatschen 
Lehrsatze, nach welchem, wenn x eine komplexe Primzahl und # 
ihre Norm bedeutet, jede durch x nicht teilbare komplexe Zahl x 
der Kongruenz x" = 1 (mod. x) genügt, entspringt eine Verteilung 
aller Reste von x in vier Klassen von gleichviel Zahlen, jenachdem 

n —1 

x * =1,i,—1,—5 (mod. x) ist, und die Frage, welcher dieser 
Klassen eine gegebene Zahl zugehôrt, ist die Frage nach ihrem 
biquadratischen Charakter. Verteilt man aber alle Reste in vier 
Gruppen C, C’, C”, C” derart, daf aus den Zablen r der Gruppe 
C die der übrigen durch Multiplikation mit à, —1, —4 resp. ent- 
steben, ist ferner x eine durch x nicht teilbare komplexe Zahl und 
gehôrt von den Resten aller Produkte xr eine Anzahl c, c!, c”, c” 


resp. jenen unterschiedenen Gruppen an, so besteht die Kongruenz 


Wii: 
4 €! 2 ! (11 
248" (mod, 


LA = 


ñ), 


Über Gau$’ zahlentheoretische Arbeiten. 499 


die ersichtlich das Analogon des GauBschen Lemma ist. Im Verein 
mit den Eigenschaften des schon in Comm. Gotting. rec. 4 auf- 
tretenden Ausdrucks q(a, b) genügt sie zur Herleitung des biqua- 
dratischen Charakters von 1 +1. 

GauB hat, wie bemerkt, einen Beweis des biquadratischen 
Fundamentaltheorems nicht verôffentlicht. Um so interessanter 
ist, daB in seinem Nachlasse (in Ec 3) auf vier Oktavseiten ge- 
scbrieben die flüchtige Skizze eines vollständigen Beweises gefanden 
worden ist, welcher, auf die Kreisteilung gegründet, dem Beweise 
VI des quadratischen Reziprozitätsgesetzes entspricht. Sie scheint 
einer späteren Zeit zu entstammen, vielleicht hervorgerufen durch 
Eiïsensteins bezügliche Arbeiten, dessen Symbol Ë hier auch von 
Gauf zur Bezeichnung des biquadratischen Charakters von x bezüglich 
m für den Fall einer komplexen Primzahl m verwandt wird, während 
er für den allgemeineren Fall einer zusammengesetzten Zahl » das 


Symbol (&) benutzt. Das Gesetz wird hier in etwas anderer 


Fassung wie in der Comm. secunda dahin ausgesprochen, da, wenn 
m —= a+bi, M — A+ Bi zwei ungerade komplexe Zahlen ohne 
gemeinsamen Teiler und a, À ungerade sind, 


see 

M .\m 

sei. An einer andern Stelle des Nachlasses (in Ec 2) sind noch 
verschiedene abweïichende Formulierungen des Gesetzes vorhanden, 
deren eine hier mitgeteilt sei. Bezeichnen m = a+ bi, m' — a’+b'i 
zwei verschiedeñe ungerade komplexe Primzahlen, wobei a, a’ un- 
gerade, und setzt man 


m'irt-1) L 0 (mod. "”), mt +1) Lu (mod. m'), 
so ist 
u—p—#(@—1)6+(a—1)0" 40h") = O (mod. 4). 


Eine wesentlich gleiche Formulierung steht auch in Gauf’ im 
September 1813 begonnenen Handbuche $. 24 d. h. an einer späteren 
Stelle als die dort ebenfalls niedergeschriebenen Beweise V und 
VI des quadratischen Reziprozitätsgesetzes, vermutlich also auch 
jüngeren Datums als 12. Novb. 1813, was mit Gauf’ Angaben in 
dem erwähnten Briefe an Dirichlet sich wohl verträgt. — 

Von dem, was GauB in der Theorie der kubischen Reste, die 
er von Anfang an zugleich mit derjenigen der biquadratischen 
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durchdachte, erarbeitet hat, geben uns nur die zuvor erwähnten 
Fragmente (W. VIII, p. 5—14) einige Kunde. Von ihnen finden 
sich die auf p. b—8 abgedrackten in einem mit der Überschrift 
Uraniae sacrum versehenen, im November 1802 begonnenen Hefte 
(Al) des Nachlasses unmittelbar auf astronomische und magnetische 
Rechnungen folgend, die bis 1805 ausgedehnte Beobachtungen be- 
nutzen, werden also vermutlich nicht sehr viel später verzeichnet 
sein. Teils hat GauB in ihnen den kubischen Charakter einer 
Zahl (mod. p) in Zusammenhang gebracht mit der Darstellbarkeit 
von » durch gewisse binäre quadratische Formen, teils ihn mit 
Hilfe der Kreïsteïlung festzustellen gelehrt. So wird neben einem 
ähnlichen Satze über biquadratische Reste folgende Aussage von 
ihm gegeben (W. VIII, p. 7): Seien p = 1, 9 = + 1 (mod. 3) zwei 
verschiedene Primzablen und es werde entsprechend den doppelten 
Vorzeichen 


H 


a +1 
(a+ 8bV=3) Ÿ = A+ B V=3 (mod. q) 
gesetzt; je nach den drei môglichen Fällen 
B =0, B= À, B = — À (mod. 9) 


ist dann 


pure, Le" 0 IN7L 
2 =L-5-g gr -2t2 2 (mod p) 


In dieser Aussage liegt unmittelbar, wenn man sich p in seine 
komplexen Faktoren zerlegt denkt, das kubische Fundamental- 
theorem für den Fall g = —1 (mod. 3). Gauf’ (in Ec 1 befind- 
licher) Beweis derselben aber (W. VIII, p. 9), der später sein wird, 
als die vorerwähnten Untersuchungen, entspringt aus dem gleichen 
Ideenkreise, wie sein Beweis VI des quadratischen und der er- 
wäbhnte Beweis des biquadratischen (Gresetzes, nämlich aus den 
Eigenschaften des Ausdrucks 


r+ or + or +. Lot 9 
wo g eine primitive Wurzel (mod. p) und @ eine kubische Einheits- 
wurzel bedeutet. Da nach den Frickeschen Erläuterungen (W. 
VIIL, p. 11—14) aus jener Aussage auch für den Fall 9 = +1 
(mod. 3) das kubische Reziprozitätsgesetz, wie es später von Ja- 
cobi und EÆisenstein bewiesen wurde, sich erschliefen läft, ist 
mittelbar durch die GauBsche Methode dies Gesetz schon vordem 
in semer ganzen Allgemeinheit festgestellt worden. Ein weiteres 
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Fragment (W. VIII, p. 15—20) zeigt GauB bemüht, die Methode 
seiner Beweise IIT und V durch geeignete Verteilung des gesamten 
Restsystems eines Moduls in Drittel, wobei die Gittervorstellung 
benutzt wird, auf kubische Reste auszudehnen. Da8 ein auf die 
Zahl Drei und einen Modul p — 3n +1 bezüglicher Beweis in 
ähnlicher Weise ihm geglückt sein mn$, zeigt die vom 6. Januar 
1809 datierte Notiz Nr. 138 T., aus der wohl zu schliefen ist, daf 
das letztgenannte Fragment vor diesem Datum verfaBt worden ist. 
Andererseits kann es nicht vor dem August 1808 geschrieben sein, 
da es in Gau$’ Handbuch vom Oktober 1805 erst S. 205—213 auf 
astronomische Beobachtanngen aus diesem Monate folgt. 

Aus etwa derselben Zeit (s. W. II, p. 398) stammen andere 
handschriftliche Aufzeichnungen, welche die Theorie der aus einer 
dritten Einheitswurzel @ gebildeten komplexen ganzen Zablen all- 
gemeiner zum Gegenstande haben (W. II, p. 387—398). Ist 
a+bo+co" eine komplexe Zahl mit rationalen a, b, c so läft 
sich eine nächstgelegene ganze komplexe Zahl so bestimmen, 
daf der ,Determinant“ (d.i. die Norm) der Differenz kleiner als 
1 wird. Infolge hiervon ist der Euklidische Algorithmus anwendbar 
und folglich herrscht auch im Gebiete dieser komplexen ganzen 
Zahlen eindeutige Zerlegbarkeit. Hiermit hatte GauB die Grund- 
lage gewonnen, um das ,letzte Fermatsche Theorem“ für den 
dritten Grad, nämlich die Unlôsbarkeit der kubischen Gleichung 
a+ y*+2" —= O nicht nur in rationalen, sondern allgemeiner in 
komplexen ganzen Zahlen der gedachten Art zn beweisen. Dieselben 
Identitäten benutzend, deren auch Legendre und die späteren 
Forscher sich bedient haben, zeigt Gau$ zunächst, daf eine der 
drei Zahlen x, y, z durch 1 — 9 aufgehen mu, und leitet dann (auf 
zwiefachem Wege) aus einer vorausgesetzten Lôsung in relativ 
primen Zahlen eine zweïte (und dritte) von gleicher Beschaffenheit 
her. Bei der auf dem zweïiten Wege erhaltenen neuen Lôsung ist 
. die durch 1—6 teilbare Zahl nicht mehr ebenso oft durch 1-6 
teilbar wie früher, daher der Beweis. — Hier tritt auch schon 
der später von Kummer begründete Satz auf, daB eine kom- 
plexe ganze Zahl f(e), deren analytischer Modul gleich 1 ist, + @" 
sein mul. 

Was endlich die Fragmente W. VIII, p. 21—26 anbelangt, 
so finden sich die beiden ersten von ihnen in Gau$’ Handbuch vom 
Oktober 1805, S. 201 bis 204, also nach den schon beim Fragments 
W. VII, p. 15—20 erwähnten Beobachtungen vom August 1908, 
aber vor diesem Fragments selbst und sind demnach zwischen. den- 
selben Daten verfaBt wie dieses. Die im zweiten derselben be- 
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handelte kubische Form 
D +ny + n°2 — Bnxyz 


tritt schon auf S. 151 jenes Handbuchs auf d. i. vor dem Beweise für 
die Irreduktibilität der allgemeinen Kreisteilungsgleichung, den 
man auf den 12. Juni 1808 datieren darf, und findet sich auch an 
andern Stellen des Nachlasses, z. B. wie das dritte der Fragmente 
(W. VII, p. 23) auch in Ec 1, und zwar auf einer leider undatierten 
Rechnung für die Sternwarte in Gôttingen. Alle diese Notizen 
stammen wohl ziemlich aus der gleichen Zeit. Die gedachten 
Fragmente lassen nun ersehen, daf Gauf auch die aus einer be- 
liebigen Kubikwurzel r — Vn für ganzes n gebildeten komplexen 
ganzen Zahlen in den Bereich seiner Untersuchungen gezogen hat. 
Ist a+ bv+cv° eine solche, so ist ihre Norm 


N = &+nb+ nc — 3nabc 


und # ist kubischer Rest in Bezug auf jeden Teiïler von 1». 
Durch die Substitution 


x — ax'+ncy' + nbz' 
y = bx'+ ay + ncz' 
z = cx'+by'+ az! 
geht die Form 4° + ny°+ n°2 — 3nxyz über in 
N. (x + ny" + n° 2° — 3nx' y'z'), 


ein Satz, welcher die Reproduktion dieser Form durch Zusammen- 
setzung mit sich selbst ausspricht und eine Grundlage bildet für 
die Auflôsung der Gleichung 


d'+ny + n°2 — Bnxyz — 1, 


mit der sich Gauf (Nr. 137 T.) vom 23. Dezember 1808 an eben- 
falls beschäftigt hat. — | 
Um vollständig zu sein, muB noch erwähnt werden, da8 Gauf 
auch der Frage nach der arithmetischen Beschaffenheit der Zahl 
æ nahe getreten ist und (W. VIII, p. 27/9) einen eigenen Beweis 
für die Irrationalität der Tangenten rationaler Bôgen gegeben hat 
nebst kritischen Bemerkungen über die voraufgegangenen bezüg- 
lichen Arbeiten von Lambert und von Legendre. Desgleichen die 
umfangreichen Rechnungen und Tabellen (W. II, p. 477—495) zur 
| Zyklotechnie, die Gau8 ausgeführt hat und welche den Zweck ver- 
‘folgen, die Bôgen, deren Kotangenten gegebene rationale Zahlen 
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sind, genau zu berechnen. Auf Grund der Formel 


p+ PTE 


arc cotg L = arc cotg ci arc Cotg “— 


für 
+ = x 


lassen sich diejenigen für kleine Kotangenten aus denen für groBe 
bestimmen, für welche die bekannten Reïhen stärker konvergieren. 


So hat Gauf u.a. für. + die beiden Ausdricke 


. — 12.(18) + 8.(57) —5.(239) 


— 12.(38) + 20.(57) + 7.(239) + 24.(268) L 
gegeben, in denen (18) — arc cotg 18 usw. ist und die wesentlich 
schneller zum Ziele führen als frühere, von Machin, se Vega 
u. a. gegebene ähnliche Formeln. — 

Verôffentlicht hat GauB weitere zahlentheoretische Arbeiten 
nicht, obwohl er zweiïfelsohne noch Manches gewuft hat, dessen 
Kundgebung uns wert gewesen sein würde. Wir haben nun aber, 
auf die Zeit der D. A. zurückgehend, in Anknüpfang an die artt. 
301 und 302 derselben noch von einem andern Gebiete zu handeln, 
dessen Aufschliefung wir gewohnt sind, Dirichlet zuzusprechen, 
wenn wir von seinen ,analytischen Methoden der Zahlentheorie“ 
reden. Den selbständigen Leistungen dieses Forschers geschieht 
kein Abbruch, wenn man auch nach den handschriftlichen GauB$- 
schen Zeugnissen anerkennen muB, da8 vor ihm schon Gau$B auch 
in diesem Gebiete Pfadfinder gewesen ist. Es handelt sich zunächst 
um asymptotische Gesetze der Zahlentheorieï). Hier hatte Gauf, 
wie erwähnt, frühzeitig mit der Abzählung der Primzahlen be- 
gonnen, nach 1811 von Zeit zu Zeit sie fortgesetzt und später 
durch Goldschmidt bis zum Umfange der Tafel W. II, p. 435 
weitergeführt und bald schon den Integrallogarithmus als ge- 
eigneten asymptotischen Ausdruck für die Menge der Primzahlen 
unter einer gegebenen Grenze erkannt. In der Tat finden sich in 
Gau$’ Exemplare der logarithmischen Tafeln von Schulze Auf- 
* zeichnungen vom Mai 1796 (31. Mai, Nr. 9 T.), nach seen die 


Menge der Primzahlen unterhalb a asymptotisch durch rte , die 
Menge der Zahlen, welch aus zwei Primfaktoren zusammengesetzt 
sind, durch loglog a: fe und ,wabrscheinlich“ die Menge 


1) Zum Folgenden vgl. den 9. GauB-Bericht, Nachr. d. K. Ges. d. W. Gütt. 


geschäftl. Mitth., 1911, Heft 1, p. 26—82; Math. Ann. 71. 
Egl. Ges. d, Wiss. Nachrichten, Math-pbys. Klame. 1911. Heft 5. 86 
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derjenigen, welche aus drei Primfaktoren  bestehen, durch 


4 (log log a) - _ 7 USw. in infinitum ausgedrückt werde, ein Gresetz, 


das in neuerer Zeit durch E. Landau bewiesen worden ist. Ferner 
gibt an derselben Stelle GauB für die Menge der Zahlen unterhalb 
a ohne gleiche Faktoren den asymptotischen Ausdruck —, all- 
: . n° 
gemeiner für die Menge derjenigen, welche hôchstens x — 2, 3, 
a 


gleiche Faktoren haben, den Ausdruck ——. Desgleichen für 
Enr 


die Summe der reziproken Primzahlen unterhalb + die Gleichung 


2+ = log log x+ V, 


.wo V wahrscheinlich eine der Zahl 1,266 nahe Konstante sei; für 
das entsprechende Produkt [] - — den Ausdruck a.logx, wo a 
Las 


P 
eine der Zahl 1,874 nahe Konstante. Noch findet sich der Aus- 
spruch: numerus factorum usque ad n 


(log log n +1).n. 


In Gauf’ Exemplare der Lambertschen Tabellen wird für die An- 
zahl aller nur aus den Faktoren 2, 3, 5, 7 bestehenden Zahlen 
unterhalb n der (nicht korrekte) asymptotische Ausdruck gegeben: 


qu LAON) pass 

log 2.1log 3.1og 4.1log b 
Desgleichen steht in einem Hefte des Nachlasses (Ac) vom 22. 
November 1799 S. 19 der Satz, daB die Summe 


” p(n) 
2 _n ? 
wo (x) die Eulersche Funktion, quam proxime durch S log n+Konst. 


ausgedrückt werde, während die Konstante etwa 0,697413 sei; 
und in einem andern Hefte vom Juli 1800 (Ae) S. 89 wird für die 
Anzehl (M) der Teiïler einer Zahl M die asymptotische Formel 


gegeben. Die Notizen Nr. 14 und 81 des GauBschen Tagebuchs 


vom 20. J'uni und 6. September 1796 sprechen ferner zwei asymp- 
. totische Gesetze aus, für die zuerst Dirichlet einen Beweis bekannt 
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gemacht hat, und welche mit Benutzung des Eulerschen Zeichens 


Jn für die Summe der Teiler einer Zahl # sowie der Eulerschen 
Funktion q(n) in den Formeln 


J1+/2+...+/fn _ 
n(n —1) ET 
2 
d. i. 
Ji+f2+..+/n mr 
©. .— —_.} 
n 12 
resp. 


.P@)+p(@8)+:::+p(n) 6 
- GUN si 0e 
ihren Ausdruck finden. Bei dem gänzlichen Fehlen jedes Zeichens 
einer für die Auffindung dieser Formeln dienenden Methode hat es 
fast den Anschein, als ob alle diese Ergebnisse nur induktiv gefanden 
seien, so schwer es zu denken ist, daf derartig verborgen liegende 
. Beziehungen ohne den Anhalt bestimmter theoretischer Gesichts- 
punkte erkannt sein sollen. 

Neben diesen nur handschriftlich vorhandenen Sätzen stehen 
die in den genannten Artikeln der D. A. angeführten asympto- 
tischen Bestimmungen des dort definierten ,Mittelwerts“ für die 
Anzahl der Geschlechter eigentlich primitiver binärer quadra- 
tischer Formen als Funktion ihrer Determinante + D: 

Lg D+0)+ D a. = UE 
und des Mittelwerts für die Anzahl ihrer Klassen bei negativer 
Determinante — D: 


2x 

1 

7: D 

Obwobhl auch hier jede Andeutung der angewandten Methode fehlt, 
wird doch ausdrücklich von GauB ausgesprochen (art. 304), daB er 
durch eine theoretische Untersuchung, deren Grundsätze er bei 
anderer Gelegenheit mitteilen wolle, zu diesen Formeln gelangt 
sei, and ein schriftlicher Vermerk (W. I, p. 476, Anm. zu art. 302) 
in seinem Handexemplare der D. A. setzt die Entstehung derselben 
auf den Anfang d.J.1799. In der Tat findet man in GauB” Heftchen 
vom 22. Novb. 1799 (Ac) S. 19 die erstere Anzahl, freilich erst in 
der unbestimmteren Formel «log D + 8, und an anderer Stelle (Eb) 


_— 
ND-<. 


1) C ist die Eulersche Konstante. 
8b* 
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schon etwas bestimmter und mit dem Zusatz: Multitudo generum per 
disquisitionem theoreticam inventa est, durch À og D + Konst.) 
ausgesprochen. Der für die zweite Anzahl angegebene Ausdruck 
abgesehen von der Konstante 2e. welche GauB auch an späterer 


Stelle (W. II, p. 284) unterdrückt hat, tritt bereits in GauB’ Heft- 
chen Ab vom Novb. 1798 $. 8 auf ohne Angabe seiner Bedeutung. 
Die entsprechende Untersuchung für Formen mit positiver Deter- 
minante, deren Resultat schon in art. 304 D. A. richtig vermutet 
wird, erledigte sich nach dem Additam. ad. art. 306 X (W. I, p. 
466) und der Anmerkung zu demselben (ebendas. p. 476) erst’am 
Ende d. J. 1800. In dieser Zwischenzeit muB GauB die analyti- 
‘ schen Betrachtungen ausgebildet haben, die er in zwei Abhand- 
Jangen aus den Jahren 1834, 1837 niedergelegt hat und die (W. 
II, p. 269—282) mit ausführlichen Erläuterungen Dedekinds ab- 
gedruckt sind, Betrachtungen, welche ïihn zur Bestimmung des 
wahren Wertes der Klassenanzahl schon vor Dirichlet geführt 
haben. 

Sie gründen sich auf denselben geometrischen Hilfssatz wie bei 
Dirichlet. Denkt man sich im rechtwinkligen Gitter ganzzabliger 
Punkte, wie es bei den komplexen ganzen Zahlen a + bi auftritt, 
eine geschlossene Kurve vom Inhalte V und nennt J3{ die Anzahl 
der Gitterpunkte (oder Quadrate x’), welche, in ihr Inneres fallen, 
so ist, wenn die Kurve gleichmäfig nach allen Richtungen un- 
endlich erweitert wird, lim > — 1, oder anders ausgedrückt : 
bleibt V konstant, nehmen aber die Quadrate unendlich ab, 80 ist 


Ë 3 , à 
lim: _ — 1. Da die Anzahl der Punkte innerhalb der Kurve 


ax + 2bxy+cy = À 


bei negativer Determinante — D die Anzahl F(4) der Darstellungen 
aller Zahlen 1, 2, 3, ..., À mittels der Form (a, b, c) ist, so ergibt 
sich dem Hilfssatze zufolge für die mittlere Anzahl der Dar- 
stellungen einer Zahl 4 durch dieselbe Form die Gleichung 

| & HA) Aa 


lim ——— 


1=5 À . VD 


1) Im Nachlasse steht in diesen Formeln N statt D, sicher aber in gleicher 
Bedeutung. 
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Da sie nur von der Determinante D abhängt, erschlieft man für 
die mittlere Anzahl der Darstellungen einer Zahl A durch das 


gesamte Formensystem mit der ‘Determinante — D den Wert 
nu in welchem X die Klassenzahl ,dieses Systems be- 
deutet. 

Stimmen soweit die Methoden beider Forscher mit einander 
überein, so unterscheiden sie sich in der Herleitung eines zweiten 
Grenzwertes für dieselbe mittlere Anzahl d.i. in deren Zurück- 
führung auf die Saumme it — bezüglich welcher auch die er- 
haltenen GauBschen Notizen genügenden Aufschluf nicht geben. 
An einem besonders glücklichen Tage aber, dem 30. November 1800 
(Nr. 114 T.) gelang es GauB, die Klassenanzahl für Formen mit 
‘negativer Determinante unter dreifacher Gestalt zu bestimmen: 
einmal mittels der gedachten Summe, ein zweites Mal unter der 
Gestalt eines unendlichen Produktes, ein drittes Mal mittels tri- 
gonometrischer Funktionen (s. W. II, p. 285/6, wo’ auch für die 
Klassenanzahl bei positiver Determinante entsprechende Ausdrücke 
gegeben sind), und er fand endlich noch am 3. Dezember desselben, 
Jahres (Nr. 115 T.) für Formen mit negativer Determinante — D 
jenen eïnfachen, nur aus der Menge der Zahlen unterhalb D, 
welche Teiler bezw. Nichtteiler der Form x°+ D sind, gebildeten 
Ausdruck (s. ihn W. II, p.286 VII für den Fall D — p = 1 mod. 4), 
den für diesen einfachsten Fall einer Primzahldeterminante —» 
zuerst Jacobi bekannt gemacht hat. 

Mit Hilfe des letztern konnte Gauf eine Reiïihe von Sätzen 
über die Verteilung der quadratischen Reste (mod. ») in den 
Achteln bezw. Zwôülfteln des Intervalls 1 bis p aufstellen (W. II, 
p. 288—291, 301—303), sowie endlich auch, was gelegentlich der 
Comm. prima der biquadratischen Reste noch als eine Lücke an- 
gedeutet worden, für den Fall p = 5 (mod. 8) jene, für den andern 
Fall p = 1 (mod. 8) bis auf den heutigen Tag noch ungelôste 
Frage entscheiden (W. II, p. 287), mit welchem Vorzeichen be- 
haftet die Basis b der Zerlegung p — a*+b* im Schluftheoreme 
jener Abhandlung erhalten werde; eine Verknüpfung einander 
scheinbar sehr entlegener Gegenstände und Gedanken, die Gauf 
selbst als eine sehr verschlungene und interessante bezeichnet hat 
(Brief an Dirichlet vom 30. Mai 1828, W. II, p. 516). — 
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So sehen wir, wohin wir uns auch wenden, Gauf’ Forschung 
schon in jedes der verschiedenen Gebiete, welche die “heutige 
Wissenschaft der hüheren Arithmetik umfaft, tief und bahn- 
brechend eindringen; keins, das nicht — die additive Zahlentheorie 
etwa ausgenommen — auf Gauf’ Arbeiten als seine Grundlage 
oder den Keiïm seiner Entwicklung zu weisen hätte. Denn auch 
die Idealtheorie der algebraischen Zahlenkôrper weist uns auf die 
von GauB erkannte Notwendigkeit der Zahlen a +bi zurück und 
ist nur ihr Analogon auf hôherer Stufe. — 


Über den Mechanismus des Widerstandes, 
den ein bewegter Kôrper in einer Flüssigkeit erfährt. 


Von 
Th. v. Kärmän in Gôttingen. 


Vorgelegt von F. Klein am 14. September 1911. 


Seit Osborne Reynolds’ Untersuchungen über die mecha- 
nische Ahnlichkeit von Bewegungszuständen zäher Flüssigkeiten ist 
es bekannt, daB der Widerstand, den ein fester Kôrper in einer 
unbegrenzten, inkompressiblen Flüssigkeit erfährt, wenn er sich 
mit der gleichfôrmigen Geschwindigkeit U geradlinig forthewegt, 
durch eine allgemeine Formel von der Form 


W.= du (Te) 
gegeben wird, wobei 

u die Zähigkeitskonstante 

o die Dichte der Flüssigkeit 

l eine beliebig gewählte lineare Abmessung des Kôürpers be- 
deutet und f (%e) eine von der Gestalt des Kôrpers und der 
Wahl von / abhängige Funktion der einzigen Variablen R — % 
bezeichnet, welche letztere wir als Reynolds’schen Para- 
meter einführen wollen. 

Die Erfahrung zeigt, daB diese Funktion f(R) für sehr kleine 
Werte von R, d.h. für den Fall sehr groBer Zähigkeit, 
bezw. sehr langsamer Bewegung nahezu einen konstanten 
Wert hat. Den Grenzfall R — O0 haben die Stokes’schen Un- 
tersachungen wenigstens für Kôrper mit einfacher Begrenzung in 
der Tat erledigt und führten zu Widerstandsformein, die besonders 
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in neuester Zeit oft besprochen wurden und einen mit der ersten 
Potenz der Geschwindigkeit, mit der Zähigkeitskonstante und bei 
geometrisch ähnlichen Kôrpern mit den linearen Abmessungen des 
Kôrpers proportionalen Widerstand liefern. 

Schwieriger erscheint die Behandlung des entgegengesetzten 
Grenzfalles À = co, d. h. der Fall sehr geringer Zähigkeit, 
bezw. rascher Bewegung. Dieser ist nicht weniger wichtig, da 
fast sämtliche technisch wichtige Fälle des Flüssigkeitswiderstandes 
und insbesondere auch die Fragen des Luftwiderstandes hierher 
gehôren, weil ja der Einflu8 der Kompressibilität der Luft bei 
den Geschwindigkeiten, mit welchen Luftfahrzeuge fahren und 
Luftschrauben sich drehen, so unerheblich ist, daf die Luft mit 
guter Annäherung als inkompressibel betrachtet werden kann. 
Die Erfabrung zeigt, daB bei grofen Werten des Para- 
meters R der Widerstand von der Zähigkeitskon- 
stante so gut wie unabhängig ist. Mit R — co gelangen 
wir eben zu dem Grenzfalle der reibungslosen Flüssigkeit 
und wir müssen das Grenzgebilde bestimmen, dem der 
Bewegungszustand der zähen Flüssigkeit zustrebt, 
falls wir den Grenzübergang zu der idealen Flüs- 
sigkeit vornehmen. 

Es ist zweifellos, daB weder die Annabme der kontinuier- 
lichen, noch die sog. Theorie der diskontinuierlichen Po- 
tentialbewegung diese gesuchte Lôsung liefern kann. Die 
erstere führt bekanntlich zu dem Widerstand Null für beliebige 
Kôrper; die zweite, die von Helmholtz und Kirchhoff er- 
fandene diskontinuierliche Potentialbewegung, die mit Rücksicht 
auf das Widerstandsproblem insbesondere von Lord Rayleigh 
diskutiert wurde, liefert zwar einen Widerstand, proportional 
dem Quadrate der Geschwindigkeit, wie dies unsere obige 
allgemeine Formel für den Fall fordert, daf der Widerstand un- 
abhängig sei von der Zähigkeitskonstante uw, doch sind die theo- 
retisch berechneten Werte durchaus anders wie die gemessenen. 
Namentlich fehlt in der Theorie vollkommen die Saugwirkung, 
die nach den Versuchen hinter dem Kôrper entsteht und die nach 
neueren Versuchen bei vielen Kôrperformen geradezu als mas$- 
gebend für die Grôfe des Widerstandes erscheint. Auch überzeugt 
man sich leicht, da die Grundannahme der Theorie, daB die Be- 
wegung in bezug auf ein mit dem Kôürper mitbewegtes Koordi- 
patensystem stationär ist, der Wirklichkeit keineswegs entspricht. 
Hinter dem Kôrper entsteht kein ,totes Wasser“, welches mit 
dem Kôrper sich einfach hinziehen würde. Wir müssen also nach 
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anderen, dé Erfabhrang besser entsprechenden Bewegungsformen 
suchen. 

Der Grund, weshalb die Annahme der diskontinuierlichen Po- 
tentialbewegung, d. h. die Annahme einer Trennungsschicht zwischen 
zwei Potentialgebieten mit unstetigem Geschwindigkeitsübergang 
der Wirklichkeit nicht nahekommen kann, liegt in der Labilität 
dieser Trennungsschicht oder , Wirbelschichte, wie es schon von 
Helmholtz erkannt und von Lord Éolo näher erôrtert 
wurde. Die experimentelle Untersuchung der Vorgänge zeigt, daf 
eine solche Wirbelschicht die Tendenz zeigt, sich sozusagen ,auf- 
zuwickeln“, so daB die Wirbelstärke in einzelnen Punkten kon- 
zentriert wird. Das Gebilde nähert sich scheinbar dem Grenz- 
falle isolierter Wirbelfäden und so gelangt man zu der 
Idee, stabile Anordnung isolierter Wirbelfäden zu suchen, die 
etwa als Endprodukt der zerstôrten labilen FA RÉAL AS 
gelten kônnte. Die folgenden einfachen Rechnungen liefern die. 
einfachste stabile Anordnung von Wirbelfäden für 
das ebene Problem, welches übrigens auch von der Theorie 
der Trennungsschicht bisher allein erledigt werden konnte. Allem 
Anschein nach gelangen wir in dieser Weise zu einer Bewegungs- 
form, die der Wirklichkeit gut entspricht. 


Wir betrachten zwei parallele Reïhen geradliniger, unendlich 
dünner Wirbelfäden. Diese wollen wir in jeder Reïhe gleichmäBig 
verteilen und alle von gleicher Stärke, aber in den beiden Reihen 
von entgegengesetztem Rotationssinn annehmen. Es ist zunächst 
leicht einzusehen, daB die beiden Wirbelreihen in zweifacher Weise 
so angeordnet werden künnen, daf das ganze Gebilde — wie wir 
in einiger Entfernung hinter dem Kôrper wobl verlangen müssen — 
unverändert mit konstanter Geschwindigkeit fortschreitet: wir 
kônnen entweder die einzelnen Wirbelfäden der beiden Reiïhen 
einander gegenüberstellen, oder aber die beiden Reiïhen mit der 
halben Teilung gegeneinander verschieben. 

Es zeigt sich nun, daf das Gebilde nur bei der 
zweiten Anordnungsweise und auch dann nur bei 


einem bestimmten Werte des Verhältnisses © (k Ab- 


stand der beiden Wirbelreihen, / Teilung) stabil sein kann. 


1) Vgl. W. Thomson, Mathematical and physical papers, Bd. IV, p. 216 
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Bezeichnen wir die Koordinaten des i-ten Wirbelfadens mit 
2,9, die Wirbelstärke mit €, so ist die Geschwindigkeït, die dieser 
von den übrigen Wirbelfäden erhält, offenbar gegeben durch die 
Formeln 


dx, Let _4\x Yi — Yx 
ê dt Z( D ù 2) +(y —9,) 
dy, hu * X,— ZX, ; 
MC NE AT % FU y) 


wobei die rechts- und Hnksdrehenden Wirbeln abwechselnd gezählt 
werden sollen. 

Bezeichnen wir nun die Abweïichungen der Koordinaten x,, y, 
von den Werten, die der gleichfôrmig fortschreitenden Bewegung 
entsprechen, mit £,», und fübren für die Ableitungen der obigen 
Geschwindigkeiten nach x,,y, die Beziehungen 


(%) — (4) = À 
x, \ dt 0y, \ dt ] + 
o(é) (4), 
Ouss\ ad  snem0rsi\ Edt sx 


ein, so lauten die Bewegungsgleichungen des Wirbelfadens in der 
Näbe der Gleichgewichtslage 


. 


2? (cé brm) 
> Se 2 (Br Ex — Gin lx). 


Denken wir uns nun zunächst ein Wirbelpaar frei beweglich, 
die übrigen festgehalten, uud setzen die Koordinaten der beïden 
freien Wirbelfäden £,,7,,Ë£,,7, proportional e#, so gelangen wir 
offenbar zu der charakteristischen Gleichung 


Œu — À Ba io Bis 
Ba To bis T io 
Car Ba us — À Po 
Ba Us Ps sn 
Aus Symmetriegründen folgt, daB bei beiden oben erwähnten 
Anordnungen die Beziehungen gelten 
Œs —= dy = 0, à, = — ur Bin = — Pau) 
sodaB wir aus der Form der Determinante schliefen kônnen, da8 
bei der stabilen Anordnung B,, = B,, — 0 gelten muf. Diese Be- 


Über den Mechanismus des Flüssigkeitswiderstandes. b13 


dingung kann aber nur bei der zweiten Anordnung erfüllt werden 
und sie liefert die transzendente Gleichung für * und 
4 
5e Ces ee À 
(2k—1) 2 h 


(ee) 


1 
D nr Ur 
RICA ESC 
oder — wie man leicht erhält — 

Gos = (5. 


Eine genauere Untersuchung — die an anderer Stelle einer 
ausführlicheren Darstellung bedarf — zeigt nun, daf wir bei Be- 
rücksichtigung der Bewegungsfreiheit sämtlicher Wirbelfäden — 
wodurch also das System ein solches mit unendlich vielen Frei- 
heitsgraden wird — dieselbe Stabilitätsbedingung erhalten. Es 
müfte allerdings noch gezeigt werden, daf andere Anordnungen 
von Wirbelfäden, namentlich zwei parallelen kontinuierlichen Wirbel- 
schichten dieser stabilen Anordnung zustreben. Physikalisch kann 
man den Vorgang vielleicht dadurch verständlich machen, daf die 
einzelnen Wirbelfäden der Schicht (oder einer Reïhe dicht nachein- 
ander folgenden Wirbelfäden) sich in der Nähe von Punkten ansam- 
meln, wo die ürtlichen Differentialquotienten der von den übrigen 
Ansammlungen herrührenden Fortschreitungsgeschwindigkeit ver- 
schwinden. Und dies ist nur bei dieser einzigen Anordnung der 
Fall. 


Wir wollen als Ergebnis feststellen, daB es nur eine einzige 
stabile Anordnung geradliniger Wirbelfäden geben kann, bei welcher 
zwei Reïhen nach dem entgegengesetzten Sinne drehender Wirbel- 
fäden mit konstanter Geschwindigkeit fortschreiten. Bei dieser 
stabilen Anordnung sind die beiden Reïhen mit der halben Tei- 
lang gegeneinander verschoben. Die Fortschreitungsgeschwindig- 
keit beträgt 
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ère 7 #90) 


una durch Einführung des aus der Stabilitätsbèdingung gewon- 
nenen Wertes 

Fe HE 
— — dr Cos V8, u — E : 


Wir denken uns folgendes Bild des Widerstandsmechanismus : 

Der Kôrper schreite in der ruhenden Flüssigkeit mit der 
konstanten Geschwindigkeit U nach der x-Richtung fort. Durch 
diese Bewegung wird hinter dem Kôrper eine Wirbelbewegung 
erzeugt, welche in einiger Entfernung von dem Kôrper schon 
sehr wenig von der soeben berechneten stabilen Konfiguration 
abweicht. Der Bewegungszustand ist nicht stationär in bezug 
auf ein mit dem Kôrper mitbewegtes Koordinatensystem, da die 
Wirbelfäden mit der Eigengeschwindigkeit w fortschreiten, und 
diese — wie wir weiter unten noch berechnen werden — kleiner 
 ausfällt, als die Geschwindigkeit des Kôrpers. Dementsprechend 
mu der Kôrper einen Widerstand erfahren, da stets neue Wir- 
belfäden hinter dem Kôrper entstehen und damit neue Impuls- 
mengen erzeugt werden. Da die Relativgeschwindigkeit des Kôr- 
pers gegen das Wirbelsystem U —u beträgt (d. h. die Wirbelfäden 
mit der Geschw. U—u hinter dem Kôrper zurück bleiben), so 


< neae Wirbelfäden 


müssen in der Zeiteinheit in jeder Reïhe 2e 


entstehen. Jedes Wirbelfadenpaar erzeugt aber — wie sich leicht 
durch Anwendung hbekannter allgemeiner Sätze über Wirbel- 
bewegangen!) ergibt — eine nach der x-Richtung gerichtete 
Impulsmenge vom Betrage £oh, so daB wir für die in der 
Zeiteinheit erzeugte Impulsmenge und damit für die 
GrôBe der Widerstandskraft die allgemeine Formel 


h 
erhalten. 


Infolge der wechselseitigen Anordnung der Wirbelfäden bei 
der stabilen Konfiguration müssen die Wirbelfäden an beiden 


1) Vel. z. B. Lamb Hydrodynamics 1896, p. 249 f. 
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Seiten abwechselnd entstehen, so daB hinter dem Kôürper eine 
periodische, pendelnde Bewegung entsteht. Dies ent- 
spricht durchaus der Erfahrung. Die Pendelung wurde allgemein 
beobachtet !), doch wollte man sie zumeist stôrenden Nebeneinflüssen 
zuschreïiben. Die vorangegangene Stabilitätsbetrachtung zeigt, da 
diese pendelnde Bewegungsform eine notwendige Folge der Labi- 
lität der symmetrischen Anordnung ist. 

Es bleibt noch übrig, da wir die Wirbelstärke € und damit 
die Fortschreitungsgeschwindigkeit des Wirbelsystems berechnen. 
Wir sind von der Vorstellung ausgegangen, daB die stabile Kon- 
figuration isolierter Wirbelfäden ein Endprodukt der labilen Wirbel- 
schicht sei. Dementsprechend dürfen wir annehmen, daB die 
Wirbelstärke jedes Wirbelfadens gleich ist der Gesamtzirkulation 
einer Wirbelschicht von der Länge !, aus der er entstanden ist. 
Wir wollen daher setzen 

& = Ul. 
Alsdann wird die Fortschreitungsgeschwindigkeit des Wirbel- 
systems 


und die Formel für den Widerstand 


Fe ee 


Führen wir — wie allgemein üblich eine , Widerstandsziffer“ # 
durch die Formel 

W = yoll* 
ein, wo / eine beliebig gewählte Abmessung des unendlich breït 
gedachten Kôrpers bezeichnet, so wird 


nsiNG tr Br 
eut 


d. h. die einerseits aus den praktischen Messungen ge- 
wonnene Widerstandsziffer ist andererseits durch 


Ÿ 


1) Photographische Aufnahmen, die im Institut für angewandte Mechanik 
der Universität Güttingen gemacht worden sind, zeigen sebr klar diese Pende- 
lung; vgl. auch die Beobachtungen von Benard, Comptes Rendus, Paris 1908, 
Bd. 148, p. 839, der das ganze Bewegungsfeld in Wirbelfelder mit entgegenge- 
setztem Rotationssinn zerteilt denkt, ferner die Beobachtungen an Ballonmodellen 
im Technical report of the advisory committee for aeronautics 1910/11. 
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das Verhältnis des Abstandes der Wirbelreihen zu 
der gewählten linearen Abmessung (Plattenbreite, Kreis- 
durchmesser usw.) ausgedrückt. Diese Beziehung liefert eine 
Môglichkeit, die Theorie mit der Erfahrung unmittelbar zu ver- 
gleichen. 

Wir hatten bisher nur Ansätze benutzt, die der Theorie der 
reibungslosen Flüssigkeit entnommen waren. Allerdings kônnten 
in einer idealen Flüssigkeit keine Wirbelfäden entstehen; dieser 
scheinbare Widerspruch wird dadurch gelüst, daB wir die Reibung 
überall vernachlässigen dürfen, nur nicht in unmittelbarer Nähe 
des eingetauchten Kôrpers. Dieser Gedanke tritt vielleicht in 
Prandtl’s!') Theorie der ,Grenzschicht“ bei Flüssigkeiten mit 
sehr kleiner Reibung zuerst in voller Klarheit hervor und er er- 
môglicht es erst, daf wir unseren Grenzfall R =, d. h. die 
Mechanik der idealen Flüssigkeit als Grenzfall der zähen Flüssig- 
keit physikalisch richtig fassen kônnen. Man kann nämlich zeigen, 
daB die Reibungskräfte mit dem Grenzübergange w = 0 
sich zu Null nähern, während die WirbelgrôBen, die durch die 
Reiïbung entstehen, endlich bleiben und durch diese — genauer 
durch die entsprechende Impulsmenge — wird der Widerstand 
bestimmt. Um den Widerstandsmechanismus verfolgen zu kônnen, 
müssen wir die stabile Konfiguration dieser Wirbelfäden suchen, 
deren Entstehen durch die Prandtl’sche Theorie verständlich 
gemacht wird. 

In dem oben dargelegten Falle der ebenen Bewegung erscheint 
es vielleicht etwas befremdend, daf wir als Bewegungsbild ein 
unstetiges Gebilde_ erhalten. Dies hängt aber offenbar damit zu- 
sammen, da wir den Grenzfall eines unendlich breiten Kürpers 
betrachtet haben und fällt hôchstwahrscheinlich in dem räum- 
lichen Falle weg. Die Vermutung liegt nahe, daB man z. B. für 
einen Umdrehungskôürper schraubenfôrmige Wirbelfäden als stabile 
Konfiguration erhält. Die Behandlung des räumlichen Falles ist 
aber schon deshalb schwieriger, weil die Querschnittsabmessungen 
der Wirbelfäden nicht mehr aufer acht gelassen werden dürfen, 
da ein gekrümmter Wirbelfaden — als unendlich dünn betrachtet 
— eine unendlich grofe Fortschreitungsgeschwindigkeit erhalten 
würde. Der räumliche Fall soll daher weiteren ausführlicheren 
Arbeiten vorenthalten bleiben. 

SchlieBlich wollen wir noch auf jene Analogie mit den elek- 
tromagnetischen Erscheinungen hinweisen, die Helmholtz bereits 


1) Verhandlungen des Mathematikerkongresses in Heidelberg 1904, p. 484.. 


Über den Mechanismus des Flüssigkeitswiderstandes. b17 


in seiner ersten klassischen Arbeit über Wirbelbewegung entdeckt 
hat. Nach dieser Analogie entspricht das Geschwindigkeitsfeld 
der Wirbelfäden dem magnetischen Kraftfeld von linearen Leitern, 
falls wir die Wirbelstärke durch Stromstärke, die Geschwindig- 
keit durch magnetische Kraft ersetzen. Der Entstehung von Wir- 
belfäden an der Kôrperoberfläche würde dann Stromzuführung ent- 
sprechen, und die hinter dem Kôrper sich langsamer hinziehenden 
Wirbelfäden dürften durch leichte lineare Leiter dargestellt 
werden, die sich von dem Kôrper loslôsen und ihre Grestalt und 
Bewegung durch ihr magnetisches Feld selbst bestimmen. 


Zur Transformationstheorie der automorphen 
Funktionen. 


Von . 
Robert Fricke in Braunschweig. 
Herrn Richard Dedekind zum 80. Geburtstage gewidmet. 


Vorgelegt von F. Klein am 13. Oktober 1911. 


Für diejenigen automorphen Funktionen, deren Gruppen ein 
arithmetisch erkennbares Bildungsgesetz mit dem Charakter der 
Ganzzahligkeit besitzen, besteht die Môglichkeit der Ausbildung 
einer Transformationstheorie, welche an derjenigen der elliptischen 
Modulfanktionen ihr Vorbild besitzt. Diese seit längerem bekannte 
Tatsache ist bisher einer näheren Prüfung noch nicht unterzogen 
worden. Ich habe nun letzthin versucht, in dieser Richtung vor- 
zugehen, indem ich den Ansatz der Transformation insbesondere 
auf eine solche Gruppe in Anwendung brachté, welche sicher nicht 
mit der Modulgruppe kommensurabel ist. Einige hierbei erhaltene 
Resultate erlaube ich mir in den folgenden Zeiïlen vorzulegen. 

Unter « sei die der quadratischen Gleichung: 


o+o—1 — 0 


genügende reelle ganze algebraische Zahl:: 


su 


verstanden. Der zugehürige reelle quadratische Zahlkôrper & hat 
[1,o] zur Basis, d.h. wir gewinnen gerade die gesamten ganzen 


Zablen von & in der Gestalt (a+ bo) mittelst aller Paare ganzer 
rationaler Zahlen a, b. 
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4, B, C, D seien ganze Zahlen von &. Mittelst positiv ge- 
nommener Wurzel \/« setzen wir alsdann die Substitutionen: 


, - _(4+BVo)6+(C+D Vo) 
(1) eee mie “ 
(— C+D Vo)é+(4-— BV) 
an, deren Bauart sich gegenüiber Kombination zweier Substitutionen 
als invariant erweist. Insbesondere bilden alle Substitutionen (1) 


der Determinanten 2 und 4 eine Gruppe, welche keine andere ist, 
als die Gruppe I' der Signatur (0, 3; 2, 4, 5), d. i. die Gruppe des 


Kreisbogendreiecks der Winkel _ _. De 
Als Erzeugende dieser I' kôünnen wir benutzen: 
y — L o+1+ Vo | 
; — o—1+ Vo, 0/ 
1,—1 
jt 
œ©+1—\Vo, FRrrar ae) 
o+1—Vo, ©+1+Vo/ 


| 


wobei wir die Substitutionen £& = V(£) abgekürzt durch ihre vier 
Koeffizienten bezeichnen. Diese Erzeugenden befriedigen die Re- 
lationen : 


(3) P=l,  M=l, Mel, VVV=1 


Die der positiven £-Halbebene angehôrenden Fixpunkte e,,e,,e, 
der Substitutionen (2) sind: 


à (œ + 1 + Vo) . = =Vo+iVi-e 
V2 | ‘ © + 1 — Vo 


Die Hauptfunktion der Gruppe I' nennen wir J(£) und wählen 
sie so, daf sie in den Ecken e,,e,,e, des Ausgangsdreiecks die 
Werte 0, 1, co annimmt. 

Den Ansatz der Transformation unserer automorphen 
Funktion J(£) hat man nun in der Art zu vollziehen, daf man 
auf 6 eine Substitution T der Gestalt (1) mit ganzzahligen 4, B, C, D 
ausübt, deren Determinante irgend eine von 1, 2 und 4 verschiedene 
positive ganze Zahl: 


m = 4°+C'—(B'+ D!) w 


des Kôrpers & ist. Diese Zahl m werden wir auch dann als 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1911. Heft 6. 36 


I 


(4) LR 
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Grad der Transformation bezeichnen, wenn sie keine ratio- 
nale ganze Zahl ist. 

Die mittelst der Substitution € = T(f) transformierte Funk- 
tion: 


(5) J' = J(8) = J(T(E) 


gehôrt als Hauptfunktion zur transformierten Gruppe 1" = TT FT, 
welche sich mit der ursprünglichen Gruppe I' als kommensu- 
rabel erweist. Die gemeinsame Untergruppe 1°, von I' und I” 
ist durch Kongruenzen nach dem Modul "» definierbar und hat in 
T' und I” notwendig den gleichen endlichen Index w; wir werden 
sie in üblicher Weise als eine Kongruenzuntergruppe der 
Stufe m bezeichnen. Zwischen J und J' besteht demnach eine 
algebraische Relation: 


(6) f(',J) = 0 


vom Grade w in J' und in J, welche als ,Transformations- 
gleichung“ der automorphen Funktion J(f) für den 
Transformationsgrad » zu bezeichnen ist. | 

Diese Gleichung ist das Analogon der Modulargleichung in der 
Theorie der elliptischen Funktionen und besitzt eine entsprechende 
Theorie. Insbesondere notieren wir den Satz: Die ,Haupt- 
kongruenzgruppe“ der Stufe "”m liefert durch ihren 
Diskontinuitätsbereich die Riemannsche Fläche für 
die Galoissche Resolvente der Transformationsglei- 
chung. Man kann auch sagen: Die nach dem Modul ”# re- 
duzierte Gruppe I liefert eine Gruppe G, der end- 
lichen Ordnung M, die mit der Galoisschen Gruppe 
der Gleichung (6) isomorph ist. 

Der niederste Fall, bei dem wir diesem allgemeinen Ansatze 
näher treten kônnen, ist m — 8. Wir bevorzugen als Transfor- 
mation 3t* Grades von der Gestalt (1): 


(o + 1) £ — © 
Te 

m O = GE+Cw+D 
Die einzelne Substitution V von der Gestalt (1) der Gruppe l” 
wird mittelst dieser Transformation übergeftihrt in die Substitution 
V' = T'VT der Gruppe [': 
pr = Lee C'+D' Vo | 

— C'+D' Vo, A'— B'\Vo/’ 


in welcher, sofern sie dieselbe Determinante wie V haben soll, die 


Zur Transformationstheorie der automorphen Funktionen. 521 
4", B', C', D' gegeben sind durch: 
ges 


A'= À, B' = 4}(B(20+1)+2D), 
C'=C, D' = 4(-2B+D(2+1). 


So oft die Kongruenz D = B(1-—«) mod. 3 besteht, wird P’ 
wieder in l'enthalten sein. Da andrerseits durch Auflüsung der 
zweiten und vierten dieser Gleichungen nach B und D die Glei- 
chungen : 


3B — B'(2o+1)—-2D, 3D = 2B'+(2o+1) D' 


entspringen, 80 befriedigen die hier hervorkommenden Substitu- 
tionen PV’ von I' die Kongruenz: 


(8) D'=(w—1)B', (mod. 3), 


und zugleich erhalten wir in den V’ auch die gesamten diese 
Kongruenz erfüllenden Substitutionen von 1. Die gemeinsame 
Untergruppe der ursprünglichen Gruppe I und der 
transformierten I" = T'IT ist die durch die Bedin- 
gung: 

(9) D = (o—1)B, (mod. 3) 


erklärte Kongruenzuntergruppe der Stufe 3. Da diese 
Bedingang (9) für eine Untergruppe definierend ist, kann man 
auch direkt durch Kombination zweier die Kongruenz (9) er- 
füllenden Substitutionen (1) zeigen. 

Da sich die numerischen Rechnungen bei Kombination der 
Substitution V in Zahlkôürper & bewegen, so war die Aufstellang 
des Diskontinuitätsbereiches der fraglichen Untergruppe keine 
ganz einfache Arbeïit. Derselbe erwies sich als aus zehn Doppel- 
dreiecken zusammengesetzt; und zwar konnten dieselben 80 gelagert 
werden, daf fünf von ihnen den Punkt €, rings umgaben, während 
die fünf übrigen den mit e, äquivalenten Punkt e, = V} V,(e,) um- 
lagerten. Der Bereich erschien in dieser Weise aus zwei neben 
einander gelagerten rechtwinkligen regulären Künfecken aufgebaut. 
Die Zasammenordnung der freien Randkurven aber war vermittelt 
erstlich durch zwei Substitutionen der Periode zwei: 


Fr (PP) PET, 


mit den Fixpunkten V:'(e,) und V: V,(e,), durch zwei Substitu- 
tionen der Periode vier: 


ARURALIAUEAELES 
| 8R* 
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mit den Fixpunkten e, und V2 V, Vi(e,), endlich durch die hyper- 
bolische Substitution : 


V, Vi Pi. 


Man kann diese Angaben dadurch hinterher bestätigen, daB man 
die fünf Erzeugenden der I, mittelst der Substitutionen (2) ex- 
plizite berechnet und für sie das Zutreffen der Kongruenz (9) 
dartut. 

Aus dem fertig gezeichneten Diskontinuitätsbereiche der I’, 
geht hervor, daB derselbe durch keine Substitution erster Art von 
T in sich übergeht, auch an keiner Symmetrielinie des Dreiecks- 
netzes selber symmetrisch ist. Dagegen zeigt sich die wichtige 
Tatsache, daB unser Bereich durch eine Substitution 
zweiter Art ohne Fixpunkte (im Innern der £-Halb- 
ebene), welche in der durch Spiegelungen erweiterten 
T enthalten ist, in sich transformiert wird. Diese 
Transformation zweiter Art ist: 


(@+8— Vo) £+ © +1+ (20 +3) Vo 
(@ + 1 — (2 + 3) Vo) É—(0+3)—Vo 


wobei £ der zu € konjugiert komplexe Wert sein soll und PV, die 
Spiegelung an der imaginären £-Axe bedeutet. Man bestätigt auch 
leicht hinterher rechnerisch, daB die Substitution V, die durch die 
Bedingung (9) erklärte Kongruenzgruppe in sich transformiert. 
Der Zusatz von V, zur I’, liefert eine erweiterte I,, deren 
Diskontinuitätsbereich aus dem oben genannten regulären recht- 
winkligen Fünfeck des Mittelpunktes e, besteht, und deren Er- 
zeugende V,, V,* V, V, und V, sind. 

Ubrigens kann man die Substitution 
enthaltenen Substitution : 


(10) 12 à v, y, Lé (6) Te 


V, auch aus der in l 


7.@ = @+I=Vo)E+o+8 + (20 +8) Vo 
(@ +8 — (20 + 3) Vo) €—(o+1)—Vo 


durch Transformation mit T in der Gestalt V — TV, T her- 
stellen. Die Gruppe zweiter Art l, kann also auch als 
umfassendste gemeinsame Untergruppe der beiden 
kommensurabelen Gruppen l'und [= T'TTange- 
sehen werden. 


Zur Gruppe I" gehôrt als Dreiecksnetz dasjenige, welches 
aus dem ursprünglichen Netze durch die Transformation : 
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BREL ñ ASS (o +1) 5 + w 
& = T($) pr Sec qu 


hervorgeht. Der Diskontinuitätsbereich der 1, mu sich, da sie 
auch in der Î” enthalten ist, demmnach auch aus zehn encor, 
dreiecken der neuen Teiïlung aufbauen lassen. Nur ist die wirk- 
liche Durchführung dieses Aufbaus deshalb umständlich, weil die 
Symmetrielinien der neuen Teilung von denen der ursprünglichen 
durchweg verschieden sind. Indessen ist für einen sogleich zu 
ziehenden Schluf wichtig, da$ am Rande des ausgewählten 
Bereiches der I, die beiden Punkte e, = i und 
e,—= V;'(e) als Fixpunkte von Substitutionen, die 
such in l"enthalten sind, notwendig wieder Hs 
gleicher Art im neuen ST ENPORTE sein müssen. 

Der Diskontinuitätsbereich der 1, ist vom Geschlechte 
p = 0 und liefert über der J-Ebene eine Riemannsche Fläche von 
folgender Verzweigung: Bei J — 0 verlaufen 2 Blätter isoliert, 
die übrigen 8 hängen zu je 2 in 4 Verzweigungspunkten zusammen; 
bei J = 1 verlaufen gleichfalls 2 Blätter isoliert, und die übrigen 
8 hängen zu je 4 in 2 Verzweigungspunkten zusammen; endlich 
hängen bei J — © die 10 Blätter zu je 5 in 2 Verzweigungs- 
punkten zusammen. Aus diesen Angaben allein würde man die 
Beziehung zwischen J und der Hauptfunktion der 1, noch nicht 
ohne grofe Mühe herleiten kônnen; auch zeigt sich, daf die 
10-blättrige Fläche aus der angegebenen Verzweigung allein noch 
nicht eindeutig bestimmt ist. Indessen kommt un, hier zu Hilfe, 
daB die I', durch die Substitution zweiter Art V; in sich trans- 
formiert wird, die im Innern der 6-Halbebene keine Fixpunkte 
besitzt, und deren Quadrat in I, enthalten sein muf. Dieser 
Transformation wird für die etwa durch v(f) zu bezeichnende 
Hauptfunktion der I”, eine lineare Substitution zweiter 
Art von der Periode 2 ohne Fixpunkte entsprechen. 
Wir wollen r so wählen, daB die fragliche Substitution unmittel- 
bar die ,Diametralsymmetrie“: 

| — 1 

(11) T = — 


T 


liefert, wobei wir unter 7 wieder den zu + konjugierten Wert 
meinen. Im Punkte e, müge r verschwinden; dann wird zufolge 
(11) im Punkte e = V(e,) der Wert r = oo zutreffen. Obne 
Storung dieser Festsetzungen kann r noch mit einem beliebigen 
Faktor vom absoluten Betrage 1 versehen werden. Dieser Faktor 
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ist bis auf das Vorzeichen bestimmt, indem wir fordern, daB x in 
dem einem bei J — 1 gelegenen Verzweigungspunkte (and damit 
wegen (11) auch in anderen) rein imaginären Wert hat. Das Vor- 
zeichen, welches noch offen bleibt, wählen wir endlich so, daB ein 
gewisser in der unten folgenden Gleichung (12) auftretender 
Koeffizient einer ungeraden Potenz von r positiv imaginär wird. 

Erst auf Grundlage dieser Angaben war es môglich, die 
Rechnungen mittelst der Fanktionaldeterminantenmethode ‘) durch- 
zuführen. Die Relation zwischen J und r bestimmte 
sich in folgender Gestalt: 


(12) J:J-1:1 = (v- V8 4_; 15 + N)(ee AVS +180 « 


V5 2 


1/2) ,3 ‘ 1—iV38 
TU HIVI) = TE VE+ 25e — 5 ] 


:(#+ V15(1+35V3)r + ee +iVbr+1) 


. 21.848 
à EVE (1+i V2) r. 


Die 10 Lôsungen + dieser Gleichung kônnen wir in der Gestalt 
angeben : 


(18) TPE), (7: 7 PE), (v = 0,1,...4). 


Zugleich sind diese Funktionen die Hauptfunktionen der zehn mit 
T,, innerhalb I" gleichberechtigten Untergruppen. Hierbei sei die 
Bemerkung gestattet, daf es innerhalb I" nur ein System solcher 
Fe gibt, was man auch dahin aussprechen kann, daf jene 10 I 
sut in der erweiterten I nur mit sich gleichberechtigt sind. Es 
folgt dies aus dem Umstande, daB I, durch die Substitution 
zweiter Art V, in sich übergeführt wird. 

Um nun von der Gleichung (2) aus zur Transformations- 
gleichung selbst zu gelangen, üben wir zunächst auf £ in (12) die 
zu T inverse Transformation T7 aus und setzen: 


JTE) = J'E) Tr (TT) = 7' (6). 


Dann besteht natürlich zwischen J' und r' wieder 
dieselbe Gleichung wie zwischen J und r. Aber offen- 
bar ist ’(£) Hauptfunktion der Gruppe l°!, = TI, T7', welche 


1) Siebe darüber Klein, Math. Ann. Bd. 14, pg. 141. 
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zufolge der oben an die Gleichung (7) angeschlossenen Rechnungen 
keine andere ist, als ds durch die Kongruenz: 


= (o—1)B, (mod. 3) 
erklärte es el dritter Stufe von I}. Man kann 
offenbar die Substitutionen von I',, einfach durch Zeichenwechsel 
der ganzen Zahl D in die von l'!, umwandeln. Da andrerseits 
ein Zeichenwechsel von C die Gruppe [, in sich überführt, 80 
kônnen wir l'}, aus 1°, auch dadurch herstellen, daB wir in allen 
Substitutionen von I, die Vorzeichen der zweiten und dritten 
Koeffizienten ändern, Aire (was auf dasselbe hinausläuft) da wir 
IT, mittelst der Spiegelung V, an der imaginären f-Axe trans- 
EE Benutzen wir noch die oben festgestellte Relation 
T, = VI, V,, so kônnen wir auch schreiben: 


Th — (P, FF: T,(V, F} 

Diese Gruppe hat aber auch eine der Funktionen (18) zur 
Hauptfunktion und zwar zeigt die nähere Betrachtung, daB es die 
Funktion: 

(14) T = t(P: P, V3(6) 


ist. Zwischen dieser Lôsung r der Gleichung (12) 
und r’ besteht demnach eine lineare Relation: 


j at +b 
(16) tT' — Pr 
Im Punkte £ — à (Fixpunkte von 7) hat s'(£) den Wert der 
ursprünglichen Funktion r(t), während die in (14) gemeinte Funk- 
tion r daselbst den Wert besitzt, der dem ursprünglichen + im 
Punkte V,(i) zukommt. Diese beiden r-Werte sind die Lôsungen 
der Gleichung : 


Ca + VIBG + 59) + NS NE 


Wegen der schon oben betonten Invarianz der in Rede stehenden 
Bereichecken gegenüber der Transformation T'ist also die Relation 
(15) so beschaffen, daB jeder Wurzel r der eben angegebenen 
. Gleichung zweiten Grades die andere Wurzel dieser Gleichang 
als z’ entspricht. Indem man die gleiche Betrachtung für die 
Fixpunkte der Erzeugenden der Periode 2 ausführt, findet man, 
daB auch jeder Wurzel z der Gleichung: 


5 RAP LE CR ENCRES 
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die andere Waurzel als Wert s’ in (15) zugehôürt. Hieraus folgt 
aber sofort weiter, daB die Substitution (15) von der Periode 2 
ist und also a+ d — O0 hat; denn ihr Quadrat hat die fraglichen 
vier Wurzelwerte : zu Fixpunkten, ist also die identische Substi- 
tation. Auf Grand dieser Angaben ist die Relation 
(15) bereits vollständig bestimmt; wir gebensiein 
der symmetrischen Gestalt: 


(16) (8 + 2 V8) ve’ — à VE (5 + 7) + (8— 25 V8) — 0. 


Die Transformationsgleichung f (J',J) — 0 selbst ergibt sich 
jetzt durch Elimination von r und 7’ aus der Gleichung (12), der 
entsprechenden zwischen J’ und +’ und der Gleichung (16) als 
eine in J’ und J auf den zehnten Grad steigende 
symmetrische algebraische Gleichung. Dem Vorgang 
Kleins in der Theorie der Modulargleichungen!) folgend sehen wir 
jene drei Gleichungen als Ersatz der Transformationsgleichung an. 

Die weitere Theorie der gewonnenen Transformationsgleichung 
für den dritten Transformationsgrad kommt auf bereits bekannte 
Entwicklangen zurück. Die modulo 3 reduzierte Gruppe l' liefert 
als Galoissche Gruppe der Transformationsgleichung 
nach einer früheren Note des Verf.?) eine einfache Go: 
welche mit der Gruppe der geraden Vertauschungen von 6 Dingen 
isomorph ist. Daselbst sind unter (7) zwei einander konjugierte 
Gleichungen sechsten Grades angegeben, welche die 
niedersten Resolventen der Transformationsgleichung sind. Sie 
entsprechen zwei Systemen von je sechs gleichberechtigten Iko- 
saedergrappen G,, in unserer Galoisschen G,,, der Transformations- 
gleichung. Eine invariantentheoretische Behandlung der G&,, gab 
bereits etwas früher A. Wiman®) auf Grand der interessanten 
Tatsache, daB es eine mit unserer G,, isomorphe Gruppe 
von 860 ebenen Kollineationen gibt. Siehe über die Be- 
rübrang der Wimanschen Entwicklungen zu den hier vorliegenden 
die eben genannte Note des Verf. 

Karlsbad, den 15. September 1911. 


1) Math. Ann. Bd. 14, pg. 141. 
2) Gôtt, Nachr. von 1896, pg. 199. 
8) Math. Ann. Bd. 47, pg. 581f. 


Über Zustandsgleichungen im Gebiete kleiner 
Volumen. 


Von 
G. Tammann. 
Mit 4 Figuren im Text. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 28. Oktober 1911. 


Die im folgenden zu entwickelnden Zustandsgleichungen für 
isotrope und anisotrope Stoffe, haben ihren Ursprung in der Er- 
fahrung. 

Die Zustandsgleichung der Flüssigkeiten bei kleinem Volumen 
gründet sich auf die Messungen der Volamenflächen mehrer Flüssig- 
keiten von E. H. Amagat’). Auf Grund der unübertroffenen Unter- 
suchungen von Amagat kann gezeigt werden, daB bei Drucken, 
die grôBer sind els die einer gewissen p-T-Linie, die Volumen- 
flächen der Flüssigkeiten sich durch sehr einfache Gresetze wieder- 
geben lassen, die betreffs ihrer Durchsichtigkeit an die Gesetze 
idealer Gase erinnern. 

Über die Volumenflächen anisotroper Kôrper sind wir be- 
kanntlich sehr wenig unterrichtet, wir kennen aber ein Gesetz, 
welches die Wärmeausdehnung eines Stoffes in isotropen und an- 
isotropen Zuständen verbindet, und welches, wie wir sehen werden, 
darauf hinweist, daB die einfachen Volumengesetze, denen bei 
hôheren Drucken die Flüssigkeiten unterworfen sind, wahrscheinlich 
aach auf krystallisierte Stoffe übertragen werden dürfen. 

Diese Erfabrungen ermôglichen die Behandlung einer Reïhe 
von Fragen aus der Gleichgewichtslehre nach Methoden, die bisher 
auf die Gleichgewichte zwischen isotropen und anisotropen Phasen 


1) E. H. Amagat, Ann. de chim. et de phys. S. 6, T. 29, p. 606. 
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nicht angewandt werden konnten, weil es an jeder Andeutung 
über Zustandsgleichungen, die für das hier in Betracht kommende 
Gebiet der p-T-Ebene gelten, fehlte. 

Der Weg, der zu den folgenden Zustandsgleichungen führte, gibt 
auch Auskunft über ihr Wesen und ihren Gültigkeitsbereich. Vor 
Jahren fand ich für die Lage der Volumenisobaren eines Krystalls 
und seiner Schmelze beim Schmelzpunkt eine einfache Regel!). 
Denkt man sich die beiden Volumenisobaren zu tiefen Temperaturen 
geradlinig verlängert, so findet man, daf sie sich beim absoluten 
Nullpunkt schneiden. Schon damals wurde geprüft, ob eine analoge 
Regel auch für die Volumenflächen der von Amagat untersuchten 
Flüssigkeiten gilt. Doch ergab sich, daB bis zu Drucken von 
1000 Atm. diese Regel auf die Volumenfläche von Flüssigkeiten 
bei Temperaturen etwa 100° über ibren Schmelzpunkten nicht 
übertragbar ist. Von einer weiteren Prüfung bei hôheren Drucken 
wurde damals Abstand genommen. Als diese Frage nun wieder 
aufgenommen wurde, ergab sich, daB von 1000—3000 Atm. auch 
die Volumenisobaren der Flüssigkeiten, wenn man sie geradlinig 
zu tiefen Temperaturen hin verlängert, sich bei der Temperatur 
des absoluten Nullpunktes schneiden. Es scheint also die Wärme- 
ausdehnung mindestens eines Teiïls der Stoffe bei kleineren Volamen 
durch ein einfaches Gesetz, welches sowobl für den isotropen als 
auch den anisotropen Zustand gilt, geregelt zu werden. Damit 
war auch der AnstoB gegeben, eine môglichst einfache Form einer 
Gleichung für die Volumenisothermen der Flüssigkeiten »: cr 
Drucken, tiber. 1000 Atm., zu suchen. 

Nachdem erst die Forderung, da dieselbe GA dates welché 
die Isothermen von 1000—3000 Atm. darstellt, auch die Iso- 
thermen bei kleineren Drucken wiedergeben soll, Fete war; 
brauchte ich nach einer geeigneten Gleichung nicht HAS zu 
suchen. . 

Es stellte sich heraus, da für Âther eine Gleïchung von der 
Form 

K 


v = tsotA- K+p’ 


WO tp=e, À und X Konstante bedeuten, genügt, um die Van 
isothermen des Âthers von 1000—83000 Atm. mit hinreichendem 
Asschlu8 an die Erfabrang wiederzugeben. Damit war eine Grand- 
lage gewonnen, auf der sich weiter bauen lief. 


1) Annalen der Pbysik, Bd. 1. 1900, S. 276. 
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1. Die Volumenisothermen der Flüssigkeiten. 


Im folgenden wird gezeigt werden, daB bei Drucken über 
1000 Atm. die Formel: 
Le, V) = pot — = 


K+? 


die Volumenisothermen des Âthyläthers, die Amagat bis 3000 Atm. 
festgelegt hat, in befriedigender Weise wiedergibt. 

Nachdem sich für 2 Isothermen des Âthers ergeben hatte, daB 
die Formel 1) bei Drucken über 1000 Atm. einen guten Anschluf 
an die Beobachtungen von Amagat ergibt, überuahm Herr Dr. 
Kôrber die Prüfung dieser Formel am gesamten Amagatschen 
Beobachtungsmaterial. Um dem Leser ein Beiïspiel für den An- 
schluf der Formel 1) an die Beobachtungen von Amagat zu geben, 
sind den Rechnungen von Herrn Dr. Kôrber für 3 Isothermen des 
Âthers die Werte der Konstanten Æ, À und v,-. entnommen 
worden (Tabelle 1); auBerdem finden sich in Tabelle 1 die mittels 
er Formel berechneten und die von Amagat bestimmten Volumina. 


Tabelle 1. Âthyläther. 


t 0°.00 | 20.20 | 50° 

K 2558 

A 0.3540 

Vp=o 0.7000 
Amagat 1.0865 (extr.) 

0 berechnet 1.0540 

4.104 + 826 

, Amagat 0.99956 

Pe  berechnet 0.9961 

500 7.104 + B4 

Amagat 0.9546 

P.  berechnet 0.9546 

O2 108 0 

Amagat 0.9281 

Pr berechnet 0.9231 

PRO LE TT) 0 

Amagat 0.8988 

pe BA 0.8987 

2000 7.104 + 1 

Amagat 0.8790 

Pr berechnet 0.8790 

2500  %,104 0 

Amagat 0,8629 

Pr berechnet 0.8629 

9000 7.10: 0 
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Aus den Differenzen der gefundenen und berechneten Volumen 
ist zu sehen, daf von 0—1000 Atm. die gefundenen Volumen 
grôBer sind als die berechneten, daB sich aber bei hôheren Drucken 
die berechneten und gefundenen Volumen kaum merklich unter- 
scheiden. | 

Einen ähnlich guten AnschluB an die Erfahrung gibt die 
Formel 1) bei Drucken über 1000 Atm. für alle von Amagat unter- 
suchten Flüssigkeiten mit den von Herrn Dr. Kôrber berechneten 
Konstanten. 

In dieser Hinsicht besteht zwischen normalen und assoziierten 
Flüssigkeiten kein wesentlicher Unterschied. 

Aus der Tabelle 1 ist, wie erwähnt, zu ersehn, daB man den 
Anschluf der berechneten Volumen an die beobachteten so weit 
treiben kann, daB die verbleibenden Differenzen kleiner werden als 
die zu erwartenden Beobachtungsfehler, welche im Mittel auf etwa 
0.0006 des Volumens zu schätzen sind. Es kann uns das nicht 
wundern; denn dem Rechner stehen drei Konstanten zu Gebot, 
über die er willkürlich verfügen darf. Wir werden später sebn, 
daB man sich von dieser Willkür befreien kann, und da auch 
dann noch die Formel 1) die Beobachtungen Amagats bei Drucken 
über 500 Atm. innerhalb der Beobachtungsfehler dar- 
zustellen imstande ist. Hier sollte nur gezeigt werden, daf die 
Formel 1) dank ihrer Anpassungsfähigkeit die Volumen über 
1000 Atm. mit fast beliebiger Annäherung an die Erfahrung D 
zustellen vermag. 

Den Konstanten der Formel 1) darf man folgende bestimmte 
physikalische Bedeutungen geben: v,—. ist das Grenzvolumen bei 
unendlich hohem Druck, À ist das freie Volumen beim Druck 


p = 0, der Ausdruck À F5 gibt das freie Volamen beim äuferen 


Druck p an, und X ist der Teil des inneren Druckes, der durch 
die gegenseitige Anziebung der Moleküle bedingt wird. 

Man kommt also auf Grund des Verlaufes der Volumen- 
isothermen zum Resultat, daB sich das Volumen der Flüssigkeiten 
bei hohen Drucken s0 ändert, als ob die Molekularanziehung un- 
abhängig vom Volumen ist. 

Aus den letzten ÂuBerungen von van der Waals:') über 
die Abhängigkeit seiner Konstanten b vom Volumen ist zu ersehn, 
daf man auf atomistischem Wege die Frage nach dieser Abhängig- 


1) J. D. van der Waals. Die Zustandsgleichung. Akademische Verlags- 
gesellschaft Leipzig 1911. 
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keit bei kleinen Werten des Volumens nicht gelôst hat. Damit 
bleibt auch die Frage nach der Abhängigkeit der Molekularan- 
ziehung vom Volumen offen. Daher ist es auch vom Standpankt 
der Atomistik angezeigt, zuerst unabhängig von den Vorstellangen 
von van der Waals die Gesetze der Volumenflächen bei hôheren 
Drucken zu suchen, und dann erst, wenn diese feststehn, diese 
Gresetze mit denen des Gebietes der van der Waalsschen Glei- 
chung auf Grund atomistischer Theorien zu verbinden. 
Schreibt man die Gleichang 1) in der Form: 


(,—%=)(K +9) = AK, 
so fällt ihre formale Analogie mit dem Boyle-Mariotteschen Gesetz: 


= konst. 
in die Augen. 

Sowobhl die Volumenisothermen der Flüssigkeiten über 1000 Atm. 
als auch die Volumenisothermen idealer Gase sind gleichseitige Hy- 
perbeln, ein Unterschied besteht nur in der Hinsicht, da8 für die Vo- 
lumenisothermen bei hohen Drucken die Koordinaten der Gas- 
gleichung um v,=—. und X parallel sich selbst zu verschieben sind. 
Es gilt also betreffs des freien Volumens (#,—+,-.) und betreffs 
des inneren Druckes (ÆK+») für das Volumen der Flüssigkeiten ein 
Gesetz, welches mit dem Boyle-Mariotteschen Gresetz formell iden- 
tisch ist. Das Volumen idealer Gase ändert sich auf dem Schenkel 
einer gleichseitigen Hyperbel, dessen Asymptote die v-Achse ist, 
und das Volumen stark komprimierter Flüssigkeiten ändert sich 
auf dem Schenkel einer gleichseitigen Hyperbel, dessen Asymptote 
parallel der p-Achse ist. 

Auf die Beziehungen der drei Konstanten v,-+, À und X 
zur Temperatur und zum Druck werden wir epäter näher einzu- 
gehen haben. 


2. Dico Isobaren der Flüssigkeiten. 


Aus den Messungen von Amagat folgt, daf die Wärmeaus- 
dehnungen für eine konstante Masse bei konstantem Druck, die 


Werte sa um so weniger von der Temperatur abhängen, je 


hôher der betreffende konstante Druck gewählt wird. Bei nicht 
assoziierten Flüssigkeiten wird der Einfluf der Temperatur auf 


den Wert von 4 zwischen 1000—1500 Atm. 80 gering, daf bei 


hôheren Drucken die Differenzen der Werte EL. bei verschiedenen 
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Temperaturen die Versuchsfehler nicht mehr übersteigen, man darf 
also bei Drucken über 1000 Atm. die Ausdehnung normaler Flüssig- 
keiten als unabhängig von der Temperatur betrachten und die 
Gültigkeit der Gleichung: 


dv 
ar — 0 
annehmen. 
Da Amagat nicht die Werte Pa, sondern die Werte dre 
aT ? ‘ v d1'? 


tabelliert hat, die Ausdehnungen also durch die jeweiligen Volumen 
dividiert hat, so wurden aus seinen Tabellen für die Volamen bei 
verschiedenen konstanten Drucken und verschiedenen konstanten 
Temperaturen, die Volumenänderungen für Temperatursteigerungen 
bei konstanten Drucken entnommen und durch die entsprechenden 
Temperatursteigerungen dividiert. Man erhält in dieser Weise die 

dpv 
Werte AT” 
und # — 0° die Volumeneinheit erfüllt. Um diese Werte auf 1 gr 
zu reduzieren, müfte man dieselben noch durch die Dichte der 
Flüssigkeit bei p — 1 und é — 0° dividieren. 


.bezogen auf eine konstante Masse, welche bei p = 1 


Die Ausdehnungen, ie bezogen auf dieselbe konstante Masse, 
die bei & — 0° und p = 1 die Volumeneinheit erfüllt, sind in der 
Tabelle 2 zusammengestellt. 


Tabelle 2. Die Wärmeausdehnung bei konstantem Druck: 


3 Schwefel- ; 
Athyläther kohlenstoff Methylalkohol Athylalkohol 
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Propylalkohol Wasser 
pin Av Av 
RE Es 
An GT +10 TT +106 
von von von von 
0°—250 109—400 0°—20° 209—500 


Bei Drucken unter 1000 Atm. sind die Wärmeausdehnungen 
für ein hôheres l'emperaturintervall durchweg grüBer als für ein 
tieferes Temperaturintervall. Mit zunehmendem Druck schwindet 
aber dieser Unterschied, und die noch bleibenden Differenzen sind 
nicht grôBer als die Versuchsfehler, re 2—4 Einheiten der 
fünften Stelle. 

In dieser Beziehung unterscheiden sich die assozierten AL 
kohole von den normalen Flüssigkeiten, Âther und C&, nicht, nur 
das Wasser nimmt eine Ausnahmestellung ein. 

Man darf also behaupten, daB mit steigendem Druck die 
Wärmeausdehnung der Flüssigkeiten sich dem einfachen Grenz- 
gesetz nähert, daB die Isobaren der Flüssigkeiten gerade 
Linien werden; bei normalen Flüssigkeiten wird dieses Gebiet 
schon bei 1000 Atm. und bei Temperaturen 150° über ihren Schmelz- 
kurven erreicht. Mit sinkender Temperatur verschiebt sich das 
Giltigkeitsgebiet zu kleineren Drucken, so daB für unterkühlte 
Flüssigkeiten wie auch die Erfahrung am Betol!) gezeigt hat, die 
Isobaren für p — 1 Atm. gerade Linien werden. Auch die asso- 
ziüerten Flüssigkeiten fügen sich im allgemeinen dieser Regel, nur 
das Wasser bildet eine D ci da bekanntlich beim Schmelz- 


1) Zeits. f. phys. Chem. Bd. 28, 1899, S. 31. 
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Die Gleichang der Isothermen und die Tatsache, daB die Iso- 
baren bei hôheren Drucken gerade Linien sind, genügen aber zur 
Festlegang der Volumenfläche nicht. Das wird erst durch folgende 
sich ebenfalls auf die Messungen von Amagat stützende Regel er- 
môglicht. 

Es hat sich nämlich herausgestellt, daB bei Drucken über 
1000 Atm. die gradlinigen Isobaren sämtlich nach einer Geraden 
hin verlaufen, welche parallel der T-Achse im Abstande v,—< von 

der T-Acbse liegt, daf also für die Isobaren die Gleichung : 


Urp—tp=e _ pv 
#) Tics Wired d'apine” 
gilt. 
Zur Prüfung dieser Gleichung wurden für je drei Temperaturen 
aus den Volumen von Amagat, vr?, und dem Grenzvolumen v, 


der Tabelle 7 die Werte ES mu berechnet. Die den Werten 


oe. entsprechenden Werte wurden für die in der Tabelle 3 


angegebenen Temperaturintervalle ebenfalls aus den Volumen 
Amagats berechnet. 


Der Mittelwert je zweier 2° su -Werte bei demselben Druck 


Av 
A1) 
Vp — Vo 


intervall der beiden r - Werte bezieht. Da die Zv-Werte 


sich von 200.107—100.10* ändern, die Volumen Amagats aber mit 
einem Fehler von +6.10* behaftet sein kônnen, so kônnen die 
Fehbler der Ausdehnungen us bis auf 10°/o ihres Wertes wachsen. 
Nun ist aus der Tabelle 3 zu ersebhn, daB von 1000 Atm. an die 
Differenzen der Werte 2 Te und diese Fehlergrenze nicht 
überschreiten, man darf also behaupten, da von 1000 Atm. an, 
die Gleichung 2) innerbalh der Fehlergrenzen die Ausdehnungen 
wiedergibt. Allerdings ist nicht zu leugnen, daf die Ausdehnungen 
bei Drucken von 1000 Atm. an durchweg etwas kleiner sind 


als die ©? _ -Werte, während man zu erwarten hätte, daB die 


sollte gleich sein der Ausdehnung die sich auf das Temperatur- 


dv F 
T7 Werte innnerbalb der Versuchsfehler sowobhl grôfer als auch 
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kleiner als die “= 2--Werte sein sollten. Diese einseitige Ab- 


weichung weist darauf hin, daB die Werte des Grenzvolumens, => 
etwas zu klein angenommen worden sind. 


Tabelle 8. 
Âther. v-> — 0.6905. 


116.5 


1000 81.5 81.5 | 81.7 83 

2000 65.2 64.8 | 64.5 61 
1 

3000 54.3 48 


53.9 | 53.4 


Âthylalkohol. v,=> — 0.7880. 


dp — Vo _ ns A0. 05 
ie mi 10 TT 10 


t — 09.00 | 190.80 | 409.35 | 0°.0—190.8 | 19°.8—40°.35 


96.0 96.7 


1000 71.9 71.6 67 68 
2000 57.6 57.4 55 55 
8000 47.6 47.5 


Methylalkohol. v,=x — 0.7266. 


Pere 0 A0 30 
» T 10 AT 0 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasso. 1911. Heft 5. 37 
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Schwefelkohlenstoff. v,=+ — 0.7246. 


| 


1 100.9 101.9 | 104.2 116 127 
1000 79.5 79.3 79.8 76 80 
2000 65.9 65.5 65.1 59 61 
3000 | 55.8 55.3 b4.9 50 | 51 


Auch in anderer Weise kann das Gesetz 2) an der Erfahrung 
geprüft werden und zwar in der Art, da man von einer Be- 
stimmung des Grenzvolumens unabhängig wird. Schreibt man die 
Gleichung 2) für zwei Drucke p, und p, hin, so ergibt sich: 


3) RL Eh (re) 5 (7) 
2 aT }p, AT pr; 

Es soll also die Differenz zweier Volumen bei verschiedenen 
Drucken, dividiert durch die ihnen entsprechende absolute Tempe- 
ratur, gleich sein der Differenz der Ausdehnungen bei jenen 
Drucken, oder es soll für die Differentialquotienten die Gleichung: 

d TV dv 
“ Fe de 
gelten. 

Rechnet man das Beobachtungsmaterial von Amagat für 
Druckintervalle von 500 zu 500 Atm. und für die von Amagat 
gegebenen Temperaturintervalle nach der Formel: 


Go Vp) + 6 
2 


ns " GR 
t— (A ty —t, 


durch, so erhält man die in der Tabelle 4 zusammengestellten 


Resultate. T gegeb. entspricht der Temperatur hs, T ber. ist 


aus der Formel abgeleitet, Tm sind die Mittel der für die ver- 
schiedenen Druckintervalle berechneten T-Werte. 

So vorzüglich auch die Bestimmungen von Amagat sind, 80 
kônnen doch nur brauchbare Werte für die Ausdehnungen erhalten 
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werden, wenn man für die von Amagat gemessenen Temperatur- 
intervalle die Mittel nimmt. Da die Samme der Differenzen T gegeb. 
T ber., dividiert durch die Anzahl der Fälle den geringen Betrag 


0 
von en also die Abweïchung von —4° ergibt, so darf man 


wobl. behaupten, daf die Gleichungen 3) oder 4) durch die vor- 
liegende Erfahrung bestätigt werden. 


Tabelle 4. 
Druckintervall | - T ber. Tm | T gegeb. | 1 
Ather 2000—3000 340 | E 
2000—2500 252 295 298 + 3 
2500—3000 294 
Athylalkohol 2000—2500 351 
2500—8000 | 306 | 28 0 RE 
Âthylchlorid 1500—2000 242 278 +21 
2000—2500 279 295 
Athylbromid 1500—2000 308 
2000—2500 BA 2962 71298 Fra 
Âthyljodid 1500—2000 239 , 
2000—2500 490 344 300 —44 
2500—3000 800 
Aceton 1500—2000 274 
2000 —2500 506 [#27 “© 0 
Phosphorchlorür 1500—2000 244 
2000—2500 333 307 299 — 8 
2500—3000 244 
Schwefelkohlenstoff 1500—2000 208 
2000—2500 307 270 295 +26 
2500—3000 292 


Durch die Gleichungen 1) und 2) sind die Volumenflächen der 
Flüssigkeiten bei Drucken, die grôBer sind als die einer gewissen 
pT-Linie, festgelegt. Dieses Stück der Volumenfläche kann mit 
Hilfe nur einer gegebenen Isotherme in folgender Weise konstruiert 
werden. LäBt man eine Gerade auf der gegebenen Isotherme und 
einer anderen Geraden gleiten, und zwar so, da die sich be- 
wegende Gerade bei ihrer Bewegung immer parallel der vT-Ebene 
bleibt, so erkiält man das betreffende Stick der NPA 
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Die andere Gerade liegt in der vp-Ebene bei der Temperatur 
T = 0 und verläuft im konstanten Abstande v,—. von der p-Achse. 

Man kann ferner beweisen, wenn die Volumenfläche in der 
beschriebenen Weise entstanden ist, daB dann Ebenen, welche senk- 
recht zur v-Achse durch die Volumenfläche gelegt werden, diese 
‘in geraden Linien schneiden müssen. Wir wollen aber, bevor wir 
hierauf eingehn, prüfen, was man empirisch betreffs dieser Schnitte 
der Volumenfläche, der isometrischen Linien, festgestellt hat. 


8. Die isometrischen Linien der Flüssigkeiten. 


C. Barus!) hat sich auf Messung je einer isometrischen Linie 
für Âther, Alkohol, Thymol, Diphenylamin und Paratoluidin be- 
schränkt, und gezeigt, da beim Âther, Alkohol und Thymol die 
isometrischen Linien, welche von 17° und 30 Atm. zum Zustands- 
punkte bei etwa 220° und 1600 Atm. verlaufen, geradlinig sind, 
und das dasselbe auch für die isometrischen Linien des Diphenyl- 
amins und Paratoluidins die von 68° und 400 Atm. nach dem Zu- 
standspunkte bei etwa 170° und 1200 Atm. verlaufen, gilt. 

Amagat (loc. cit. S. 588) hat der Verallgemeinerung von Barus, 
daB die isometrischen Kurven von Flüssigkeiten auch bei hôheren 
Drucken Gerade sind, nicht ganz beigestimmt, er meint, daB die 
isometrischen Linien vom geradlinigen Verlauf Abweichungen auf- 
weisen, die etwas grôüBer sind als die Versuchsfehler, und weist 
darauf hin, daf seine HF) 
Temperaturen ein wenig ab- und beim Alkohol sehr wenig zu- 
nehmen. Untersucht man aber die Resultate von Amagat genauer, 
so findet man, da die geringen Abweichungen vom geradlinigen 
Verlauf seiner isometrischen Linien durchweg die Versuchsfehler 
nicht überschreiten. F 

Amagat hat für Ather, Athylalkohol, Methylalkohol und 
Schwefelkohlenstoff die Volamen bei mebr als zwei Temperaturen 
bis zu 3000 Atm. gemessen, und für Temperaturintervalle von 10 


.. qd : 
zu 10° die _ -Werte bei konstantem Volumen angegeben. Diese 


Werte sind in der Tabelle 5 verzeichnet. Ferner sind für jedes 
konstante Volumen die Drucke für die tiefste und hôchste Tem- 
peratur aus Amagats Volumenflächen ermittelt worden und aus 


diesen Werten die entsprechenden Quotienten æ bei konstantem 
Volumen berechnet worden. 


- Werte beim Âther mit steigenden 


1) C. Barus, Phil. Mag. Ser. 5, Vol. 80, 1890, p. 338. 
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Methylalkohol. Amagat Tab. No. 62. 


rh or. pr 7 MiPr> CR LS 
Onst = 00e ed D : 
00—90.2 | 90.2—930,8 | 92308—3901 |Mittell O°—902 | 902-9308 | 9230.8—390.1 

1.00 1 427 10.91 11.2 10.9 10.9 11.00 0.20 —0.10 —0.10 

0.98 266 747 12.32 12.3 12.2 12.0 12.16 +0.14 +0.04 —0.16 

0.96 506 | 1018 | 18.11 13.3 13.0 13.2 15.16| 0.14 — 0.16 +0,04 

0.94 854 | 1404 | 14.08 14.6 14.1 14.0 14.23] 0.37 — 0.13 —0.23 

0.92 1273 1867 15.21 15.0 15.4 15.5 15.80 — 0.30 +0.10 +020 

0.90 1775 | 2419 | 16.49 16.9 16.5 16.2 16.53] +0.37 — 0.03 —0.33 

0.88 2397 3096 17.90 17.6 17.7 17.65 —0.05 —+-0.05 

Schwefelkohlenstoff. Amagat Tab. Nr. 62. 

D 

5 bei d d d d d d} d d 

v bei | P A ee ns 19p: Pa GP EP CR" CET 
pus, in | à ä d dt di de hour 
; —90.1 1 90.1—190.8 |190.3—290.9/290.9—410.2/416.2—490.8| Mittel| 09—90.1 | 90.1—190.3 [190.3-—290,91290.9— 410.2/410.2—490 1 

0.99 ! 134 | 830 |14.16| 142 14.1 14.6 14.1 13.9 |1418| +0.02 | —0.08 40.42 —0.08 02: 
0.97 | 451 | 1192 |15.08| 14.5 15.4 15.3 15.2 15.2 |15.12| —0.62 | +0.28 +0.18 +0,08 +-0.08 
0.95 | 824 | 1617 |16.13| 15.7 16.3 162 16.3 16.0 [16.10] —0.40 | +0.20 +-0.10 +4-0.20 —0.10 
0.93 | 1278 | 2116 | 17.09] 16.8 17.2 17.4 16.5 122 M r0o2| 022010 +0.38 —0.52 +0.18 
0.91 | 1833 | 2709 | 17.82 18.3 17.8 17.9 17.7 172 Dlitre| 40520 het +0.12 — 0.08 —0.58 
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Diese Quotienten stimmen mit den Mitteln der von Amagat 


angegebenen 3 o ; = Werte naturgemäB sehr viel besser überein als 


die ne unter einander. Nun ist aus den Differenzen 


d : x 

HR LE LP. Mittel zu ersehen, daf ein regelmäfiger Gang dieser 
Differenzen im allgemeinen nicht zu konstatieren ist, und daf 
auBerdem diese Differenzen erheblich grôBer sind als die Diffe- 


renzen der Werte æ und der Mittel aus den Werten sp: von 


dt 
Amagat. 

Man darf also auf Grund dieser Zusammenstellung behaupten, 
da8 innerhalb der geringen Fehlergrenzen von etwa + 8 Atm. und 
+0°.05 die isometrischen Linien auch bei hohem Drucke gerad- 
linig verlaufen. 

Wie aus. der Tab. 5 ersichtlich, bleibt das Gesetz der geraden 
isometrischen Linien für Flüssigkeiten bei erheblich kleineren 
Drucken gültig als die Gesetze der Gleichungen 1) und 2). 

Bei kleineren Drucken liegen, wie wir sahen, die wirklichen 
Volumenflächen über den durch die Gleichungen 1) und 2) be- 
stimmten Volumenflächen. Da die isometrischen Linien auch in 
dem Gebiete kleinerer Drucke gerade Linien sind, so muf für die 
Abweichungen der wirklichen Volumenflächen Zv bei kleineren 
Drucken die Beziehung 


Av 

21 ei AD 
Ar (57) 
2p 


gelten. 

Eine genauere Begrenzung des Gebietes, für welches die iso- 
metrischen Linien gerade sind, läft sich wohl zur Zeit nicht durch- 
führen. Dieses Gesetz gilt aber sowohl für sebr groBe Volumen 
als auch für solche, die sich dem Grenzvolumen bei p — ©° nähern. 
Für das Zwischengebiet sind auch bei sonst normalen Stoffen, wie 
für das [Isopentan durch S. Young’), Abweichungen vom gerad- 
linigen Verlauf der isometrischen Linien für grôBere Temperatur- 
intervalle festgestellt worden. 

Jedenfalls ist direkt an der Erfahrung gezeigt worden, daf 


1) S. Young Proc. Phys. Soc. L. 1894/1895 p. 602. 
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bei hôheren Drucken im Gebiet, in dem die Gleichungen 1) und 
2) gelten, die isometrischen Linien Gerade sind, _daf also die Ab- 
hängigkeit des Druckes von der Temperatur bei konstantem Vo- 
lamen durch die Gleichung 


b) Pr — D; = B(T,=T,) 
. : dp\ um. 
dargestellt werden kann, oder daB der Quotient Gr). für ein ge- 


‘ gegebenes Volumen einen konstanten Wert hat, der gleich der 
Konstante B ist. Die vorliegenden Messungen, und hier handelt 
es sich hauptsächlich um die von Amagat, lassen dieses Ergebnis 
als gesichert erscheinen. 


Die Konstanten der Volumenfläche. 


An der Erfabrung konnte gezeigt werden, daf die drei Haupt- 
schnitte durch die Volumenflächen der Flüssigkeiten, ausgenommen 
die des Wassers, durch Gleichungen folgender Form dargestellt 
werden. 

Für die Isothermen gilt: 


a) (v—v9=0)(K+0) = AK, 
für die Isobaren gilt: 


dv 
b) Case) = (op) T = 0,7 
und für die isometrischen Linien gilt die Gleichung: 
d 
o p = (55) (T-Ted = B(T- Ton. 


Die Schnittkurven der Volumenfläche mit Ebenen parallel der 
vp-Ebene sind also gleichschenklige Hyperbeln, deren Asymptoten 
parallel der v- und p-Achse verlaufen und durch die Gleichungen 
p = —K und v = v,_. bestimmt wurden. Die Schnittlinien der 
Volumenfläche mit Ebenen parallel der vT-Ebene, die Isobaren, 
und die Schnittlinien mit Ebenen parallel der p1-Ebene, die iso- 
metrischen Linien, sind Gerade. Eine solche Fläche nennt man ein 
hyperbolisches Paraboloid. Diese Fläche kann man sich in dreifacher 
Weise entstanden denken: 1) durch Gleiten einer Geraden ce, Fig. 1, 
auf einer gleichschenkligen Hyperbel und einer Geraden f im Ab- 
stande v,_. parallel der p-Achse in den vp-Ebene, wobei die Gerade 
während ihres Gleitens parallel der v7-Ebene verbleibt, 2) durch 
Gleiten einer Geraden b, auf der festliegende Geraden c und einer 
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Fig. 1 


im Abstande X parallel der v-Achse in der pv-Ebene verlaufenden 
Geraden d; die Gerade db verbleibt also während ihrer Bewegung 
parallel der »T-Ebene, und erzeugt die isometrischen Linien; 
3) kann man sich auch die isometrische Gerade b festliegend denken 
und die Gerade c, welche die Gerade à und die Gerade f berührt, 
gleiten lassen in der Weise, daf die Gerade c beständig parallel 
der vT-Ebene verläuft. 

Die auf diesen drei Wegen entstandenen Flächen sind mit- 
einander identisch. 

Die Gleichung der Volumenfläche selbst ist: 


6) (©—v%p=0)(K+p) = CT, 


da sich aus dieser Gleichung die der drei Hauptschnitte ergeben. 

Auf die Bedeutung der drei Konstanten: v,—.,, C und X 
haben wir im folgenden näher einzugehn und zu zeigen, daB diese 
Konstanten vom Druck und der Temperatur für die untersuchten 
Flüssigkeiten unabhängig sind, daB sie also sich nur mit der Natur 
der Flüssigkeiten ändern. 

Die Konstante v,=.!, das Grenzvolumen der Flüssigkeiten bei 
unendlich hohem Druck, muB schon deshalb als unabhängig von 
der Temperatur betrachtet werden, weil die vorliegende Erfabrung 
nicht zuläBt, auf ein Ansteigen von v,— mit der Temperatur zu 
schliefen. Die Gleichung der Volumenfläche verlangt aber ferner 
daB auch die Gleichung : 
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gilt. Diese Bezeichnung würde aber zur Folge haben, da ein 
isotroper Kôrper bei T = 0 inkompressibel sein müfte. Mit dieser 
Folgerung ist aber die aus Amagats Versuchsergebnissen abge- 
leitete Tatsache, daB die den inneren Druck bedeutende Konstante 
K von der Temperatur unabhängig ist, nicht zu vereinigen. Denn 
wenn der isotrope Stoff bei T = 0 inkompressibel wäre, so müfte 
K mit abnehmender Temperatur wachsen und bei T — 0 müfte 
K unendlich groB werden. Daher und auch aus anderen Gründen, 
auf die wir später einzugehen haben, ist es notwendig, daf bei 
sehr tiefen Temperaturen die reale Volumenfläche etwas über der 
durch die Gleichung 6) bestimmte Volumenfläche liegt. 

Für die Konstante C gilt die Beziehung 
7) C=KF, 
da À aber proportional der Temperatur wächst, so ist C unab- 
hängig von der Temperatur. 

A ist das freie Volumen v-o——% beim Drucke p = 0. 
Hierzu ist zu bemerken, daB bei kleinen Drucken die Beziehungen: 


dv A 
o) CE AY ne 


dv 
aT 
standen wird, nicht mehr zu gelten brauchen. Die Konstante À 
hat dann keine reale Bedeutung, sie gibt dann nur das Volumen 
der Flüssigkeit für den Fall an, daf sich dasselbe bei kleinen 
Drucken so ändern würde, wie es bei hôheren Drucken wirklich, 
nämlich entsprechend der Gleichung 6), zutrifft. Es scheint, da 
bei Temperaturen unterbalb des Schmelzpunktes die Beziehung 8) 
auch beim Druck p = 0 gilt, und da8 der wirkliche Wert von 


(5) , "2 50 mehr von dem durch die Gleichung 8) geforderten 
p= 


wenn unter die reale Ausdehnung der Flüssigkeit ver- 
2—0 


abweïcht, je weiter sich die Temperatur der Flüssigkeit von der 
ihres Schmelzpunktes entfernt. 

Für die Wärmeausdehnangen bei verschiedenen Drucken gilt 
die Gleichung : 


9) (7) = 4, = y EA 
aT }, p PK 


Diese Gleichung kann leicht aus den Gleichungen 6) und b) abge- 
leitet werden. Betreffs der Realität dieser Beziehung gilt das 
über die Gleichung 8) gesagte. 
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Aus der Entstehung der Volumenfläche folgt, da die Kon- 
stante À unabhängig von der Temperatur ist. Hierauf haben wir 
näher einzugehen. 

Wie wir im $ 1 gesehen haben, ist die Ermittelang von K 
aus den Isothermen nicht ohne Willkür auszuführen, und da der 
Wert von À von EinfluB auf die beiden anderen Konstanten À 
und #%—% ist, so ist für die Frage nach der Gestalt der Volumen- 
fläche eine Methode zur Ermittelung von X, welche frei von jeder 
Willkür ist, von grundlegender Bedeutung. Die Aufgabe der will- 
kürfreien Ermittelung von ÆX wird durch eine Beziehung von K 
zur Konstanten B der isometrischen Geraden gelôst. Diese Be- 
ziehung ergibt sich auf folgendem Wege. 

Aus der Gleichung der Volumenfläche 6) ergibt sich die Be- 
ziehung von » zu T bei konstantem Volumen zu 


pP = E) . Te 
v —=konst. 


Up — Vp = © 
Anderseits gilt für die isometrischen Linien die Gleichung: 
p = BT-— BT,_. 


Sollen die isometrischen Linien auf der Volumenfläche Gerade sein 
und soll auBerdem die Gleichung der Volumenfläche bestehen, so 
müssen beide Gleichungen gelten. Das kann aber nur dann der 
Fall sein, wenn in den beiden Gleichungen die von T freien 
Glieder und die Koeffizienten von T einander gleich sind. 

Es folgen also die Gleichungen: 


10) D Tres 5x 
und 

(8 
11) B — Re ’ 


Die geometrische Deutung der Gleichung 10) ist sofort zu 
d : 
übersehn, wenn man in sie für B den Wert 5) einsetzt, man 


erhält dann: 


aT 


Mittelst der Gleichung 10) läft sich aus der Richtung der 
Projektion der isometrischen Geraden auf die pT-Ebene, aus dem 
dp 


Werte B = (57) , und der Temperatur, bei der die Projektion 


(#) gi 4 


v Tp=0 
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der isometrischen Linie auf der pT-Ebene die T-Achse schneidet, 
die Konstante K frei von jeder Willkür berechnen. 

Aus den Gleichungen 10) und 11) erhält man ferner für die 
isometrischen Geraden nach Eliminierung von B eine Gleichung 
von geometrisch anschaulicher Bedeutung. 


Führt man für C den Wert X 


AK 
K+?p 


_ und für v—v,—, den Wert 


in die Gleichung 11) ein, so erhält man: 


D 


und setzt man diesen Wert von B in die Gleichung 10) ein, so 
ergibt sich: 
L K+p. 


12) er 


Interpretiert man diese Beziehung geometrisch, so ersieht man, 
da die Prejektionen der isometrischen Geraden auf die p T-Ebene 
sich alle in einem Punkte D Fig. 2, welcher auf der nach nega- 
tiven p-Werten hin verlängerten »-Achse im Abstande X von p = 0 
liegt, schneiden müssen. 


Vis const 


Vas const 


Vas= Const 


mr 


Fig. 2 

Um das einzusebn, denken wir uns die Volumenfläche nach 
dem zweiten Verfahren erzeugt. 

Da die isometrischen Geraden durch die Bewegung einer Ge- 
raden, welche die Geraden d und c berührt, Fig. 1, erzeugt werden 
und die Grerade d senkrecht zur p-Achse steht und im Abstande 
K parallel der v-Achse verläuft, so müssen die Projektionen der 
isometrischen Geraden die p-Achse in ein und demselben Punkte 
D, dessen Abstand vom Punkte p — 0 gleich X ist, schneiden. 

Mit abnehmendem konstantem Volumen nehmen die T,_4- 
Werte, der Schnittpunkte der Geraden b,, b, etc. mit der T-Achse 
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ab, und die Werte () wachsen. Wird schlieflich das Volumen 


gleich dem Grenzvolumen bei T = 0, so würde die Projektion der 
isometrischen Geraden mit der p-Achse zusammenfallen, da ‘für 
unsere Volumenfläche vr-0 — ty=« ist. 


Dieses Resultat kann mit der allgemein geltenden Formel: 


d,0 
L'URSS aT 
eee 
dp 


nur dann in Einklang gebracht werden, wenn man annimmt, daf 
bei T — 0 _ = O0 ist, und daf bei T = 0 Se einen endlichen 


Wert hat. 

Der Inkompressibilität amorpher Stoffe bei T — 0 würden 
die für unsere Volumenfläche geltenden Gleichungen entsprechen. 

Nan lehren aber die Messungen von Herrn Dr. F. Kôrber, 
daf der Extrapolation nach zu urteilen, vr_o=> = ist, daf 
also auch bei T — 0 die amorphen Stoffe nicht inkompressibel 
sind. Die wirklichen Volumenflächen müssen also bei sehr tiefen 
EE für kleine Drucke über unserer Volumerfläche liegen. 


Wenn 2° bei T — 0 Null werden sollte, dann würde, da 


_. bei T — 0 den Messungen von Herrn Dr. F. Kôürber nach zu 
urteilen einen endlichen Wert hat, (5) — 0. Dann aber 
Vr=0 


müfbte, da (2%) mit abnehmendem Volumen zunimmt und be 
vr=0o den iNullwert annehmen sollte, (5) ein Maximum für 


einen Wert von v,—0, der einer sehr tiefen Temperatur entspricht, 
haben. Aus der direkten Erfahrung ist aber eine solche Abhängig- 


dp 
keit von (CF a #1} 


Zanahme von 5) mit abnehmendem Volumen bis zu T = 0 


wäre nur dann môüglich, wenn _ bei T = 0 noch einen end- 


von = 0 respektive 7,0 nicht zu schliefen. Eine 


lichen Wert besitzen würde. 
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Zusammenfassend darf man wohl behaupten, daB bei sehr 
tiefen Temperaturen die wirkliche Volumenfläche über unserer 
Volumenfläche liegt, daB aber aus der direkten Erfahrung zurzeit 


noch keinerlei Hinweise auf die Werte der Quotienten () und 
lobbies à . : 
AT bei T — 0 abzuleiten sind. 


Wir wenden uns nun zur Prüfung der Gleichung 10) an der 
Erfahrung. Sollte die Beziehung B.T,-0 — K, was ja zu er- 
warten ist, gelten, so ist die Môglichkeit gegeben, ÆX aus zwei 
Punkten der Volumenfläche gleichen Volumens, die in das Gebiet 
der Giltigkeit unserer Volumenformel fallen, ohne jede Willkür zu 
ermitteln. Ist dann ferner für eine der Isothermen, die durch 
einen der beiden Pankte geht, noch ein zweiter Punkt bekannt, 
so kann mit Hilfe zweier Punkte einer Isotherme zuerst v,—+ und 
dann auch À berechnet werden. Damit sind dann alle Konstanten 
der Gleichung der Volumenfläche bestimmt und auch die der drei 
Hauptschnittkurven sind auf Grund der gegenseitigen Beziehungen 
der Konstanten untereinander leicht anzugeben. Es würde schlieB- 
lich nur darauf ankommen, das Zustandsfeld, für welches unsere 
Volumenfläche gilt, genauer zu begrenzen. 

Im folgenden beschränken wir uns auf die von Amagat ein- 
gehender untersuchten vier Flüssigkeiten: Âther, Âthyl- und Me- 
thylalkohol und Schwefelkohlenstoff, da das sich abnorm verhal- 
tende Wasser hier nicht in Frage kommt und für die anderen 
Flüssigkeiten Amagat eine nicht genügende Anzabl von Isothermen 
festgelegt hat, um die (5) - Werte mit einer für die Prüfung 
genügenden Genauigkeit zu ermitteln. 

In der Tabelle 6 sind für die genannten vier Flüssigkeiten 
die Werte des konstanten Volumens, auf die sich die Werte B 


qd é 
= (7) beziehen, zusammengestellt, diese Werte sind die Mittel 


aus den von Amagat angegebenen 2 -Werten der Tab. B. 


Die Isobaren des Druckes p = 1 Atm. der vier Flüssigkeiten 
sind von Herrn Dr. F. Kôrber von 0° bis etwa — 140° bestimmt 
worden. Aus diesen Messungen wurden die Temperaturen inter- 
poliert, bei denen die Flüssigkeiten das konstante Volumen » beim 
Drack p = 1 Atm. erfüllen. Die Produkte: B.7,-, — K+1 
sollten vom Volumen unabhängig sein, was in der Tat im Allge- 
meinen zutrifft. 


Über Zustandsgieichungen im Gebiete kleiner Voluman. 549 


Tabelle 6. 
Âthyläther. 
© 1.00 0.98 0.96 0.94 0.92 0.90 0.88 0.86 
Tp=1 273 258.8 2442 228.8 212.6 195.6 177.5 168.4 
B 9.90 10.66 11.66 12.62 13.54 14.58 16.88 16.92 


B. Tp=1 2703 2759 2847 92887 2879 2852 2730 2680 


Âthylalkohol. 
o) 1.000 0.985 0.970 0.955 0.940 0.920 0.910 0.890 
Tp=1 273 257.8 242.7 927.2 211.5 190.3 179.5 157.6 
B 10.87 1137 12.05 12.88 13.35 15.22 15.60 17.10 


B.Tp=1 2967 2930 2925 2926 2823 2896 2800. 2695 


Methylalkohol. 
® 1.00 0.98 0.96 0.94 0.92 0.90 0.88 
Tp= 273 2549 236.5 217.9 1989 179.5 160.1 
B 11.00 12.16 13.16 14.23 15.30 16.53 17.65 


B.Tp=1 3003 3100 3112 3030 8043 2967 2826 


Schwefelkohlenstoff. 
) 0.99 0.97 0.95 0.93 0.91 0.89 
Tp=1 263.6 244.4 92247 2042 1830 1610 
B 14.18 165.12 16.10 17.02 17.78 19.65 
B. Tp=1 8738 8695 8639 38476 3264 8164 


Man sieht, daB diese Produkte beim Âther mit abnehmendem 
Volumen ein wenig zunehmen und dann abnehmen. Das Mittel 
der Abweïchungen vom Mittel (2793) beträgt 73 oder 2. Prozent. 
Beim AÂthylalkohol schwanken die Produkte B. 7, vom Volumen 
1.0—0.92 um das Mittel 2912 und nehmen dann mit abnehmendem 
Volumen deutlich ab. Das Mittel der Differenzen gegen den Mittel- 
wert beträgt hier 34 oder 1.2 Prozent. Beim Methylalkohol findet 
man ganz Analoges. Das Mittel aus den Produkten bis v — 0.9 
beträgt 3051 und die mittlere Differenz 37 oder 1.2 Prozent. Beim 
Schwefelkohlenstoff ist wiederum eine schwache Abnahme der Pro- 
dukte mit abnehmendem Volumen zu konstatieren. Das Mittel 
der ersten drei Produkte beträgt 8692, die mittlere Differenz 84 
oder 0.9 Jo. 

Die regelmäBig bei sehr kleinen Werten von 7,1 auftre- 
tende Abnahme des Produktes B.T,-\ ist wahrscheinlich dadurcb 
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bedingt, daB die B-Werte mit abnehmendem 7, nicht so schnell 
wachsen, wie es der umgekehrten Proportionalität beider Werte 
nach zu erwarten wäre. Man hat also auch hier wieder ein An- 
zeichen dafür, da8 die wahre Volumenfläche bei sehr tiefen Tem- 
peraturen von der der Gleichung 6) abweïcht. 

Jedenfalls ist, wenn man bedenkt, daf ein kleiner Fehler in 
der Volumenbestimmung zu erheblichen Fehlern von B und T,=1 
führt, die Beziehung B.T»-1 — K+1 innerhalb recht weiter 
Grenzen des Volumens durch die Erfahrung gestützt. Wir kônnen 
jetzt} mit Hilfe der Konstanten Æ und der von Amagat festge- 
legten Isothermen bei 0° die Volumen der Flüssigkeiten berechnen, 
und durch den Vergleich der beobachteten und berechneten Vo- 
lumen uns am unmittelbarsten vom AnschluB der wirklichen Vo- 
lumenfläche an die der Gleichang 6) überzeugen. 

In der Tab. 7 findet man die Mittel der aus der Tab. 6 ent- 
nommenen Konstanten X. Mit diesen und den Volumen bei 0° für 
1000, 2000 und 3000 Atm. wurden zwei Werte der Konstanten 
Vr= » aus der Formel 


v,(K+p,)—v,(K+p,) AA Fa dut 
P3 —P: ds 


berechnet. Das Mittel dieser beiden v, =. - Werte findet man in 
| K 
der Tab. 7. Aus der Formel À — Cotes) wurden dann 


für 1000, 2000 und 8000 Atm. drei 4-Werte für 0° ermittelt. Die 
Mittel dieser Werte sind wieder in der Tabelle 7 zu finden. Für 
die anderen Temperaturen wurden die A-Werte nach der Pro- 
portion 4;=0 : À, — 273:273+{ aus dem A-Wert für t — 0° 

AK 
ot Ep 
die Volumen für die Drucke » der Tabelle 7 berechnet. Die 
Differenzen: Volumen beobachtet von Amagat minus berechnetem 
Volumen sind in den Spalten Zv.10* tabelliert worden. 

Man ersieht, daB die berechneten v-Werte für den Druck 
p = 1 fast durchweg kleiner sind als die beobachteten Volumen, 
ferner ersieht man, daB diese Abweichungen mit wachsender Tem- 
peratur erheblich zunehmen und daB sie sich von 20° an auch bei 500 
Atm. geltend zu machen beginnen. Die wahre Volumenfläche üiber- 
lagert also bei kleinen Drucken die berechnete Volumenfläche, und 
zwar über einen Streifen der p1-Ebene, der mit wachsender Tem- 
peratur allmählich breiter wird. Bei Drucken, die grôBer sing als 
die pT-Kurve, welche diesen Streifen begrenzt, übersteigen aber 


ermittelt, und schlieBlich nach der Gleichung v — v,— 
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die Differenzen der beobachteten und berechneten Volumen wahr- 
scheinlich nicht die Fehlergrenzen Amagats. Leider hat Amagat 
über die Grôfe seiner Fehler sich nicht geäuBert, auch hat er 
direkte Beobachtungen wahrscheiïnlich nicht angegeben. Daher 
muf man bei der Schätzung der Fehler Amagats auf eigene Er- 
fahrungen zurückgreifen. Bei solchen Bestimmungen ist nur bei 
groBer Sorgfalt die Vermeidung von Fehlern über +3 Atm. und 
+0.1° môglich, diesen Fehlern entsprechen Fehler des Volumens 
von 0.0003—0.0006. Aus den Tabellen von Amagat ist aber er- 
sichtlich, da die Differenzen der Volumen bei verschiedenen 
Drucken und Temperaturen sich in einer Weise ändern, welche es 
wahrscheinlich macht, daB der mittlere Fehler des Volumens den 
geschätzten ein wenig übersteigt. 


Tabelle 7. 
Âthylalkohol ÆX — 2911 w,-+ — 0.7380. 


p in | Isotherme bei 00.0 ne Isotherme beï 190.80 D doi Isotherme bei 40°.35 


Atm. A — 0.2644 A = 0.2836 A — 0.3035 


Av .10* 


Methylalkohol. ÆX — 3060 v,—. — 0.72bb. 


p in |Isotherme beï 00.0 Isotherme bei 23.85 Isotherme bei 39.05 


4 
nn UN Lino its a — Genoa ? 
1 1.0000 — 6 | : 10268 +22 1.0438 +38 
600 0.9604 er 0.9813 ME 0.9943 —15 
1000 0.9324 =" 0.9499 me 0.9610 ET 
1500 0.9105 JS 0.9257 > 0.9356 — 
2000 0.8923 + 6 0.9060 et 0.9148 7 
2600 0.8769 +2 0.8893 216 0.8974 —10 
8000 0.8640 Er 0.8752 —12 0.8827 ae 

4 7 10 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klase. 1911. Heft 6, 38 
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Schwefelkohlenstoff. X — 3691 v,—. — 0.7246. 


p in | Isotherme bei 00.0 10 Isotherme bei 190.35 De 10: Isotherme bei 41.250 Pure Isotherme bei 49.15 Te 

Atm. A — 0.2764 A = 0.2960 A — 0.3182 A — 0.3262 

1 1.0000 — 9 1.0225 +20 1.0500 +73 1.0605 +172 

500 0.9672 — 8 0.9840 A7 1.0050 + 2 

1000 0.9417 — 4 0.9564 —11 0.9738 —11 0.9802 + 48 

1500 0.9215 + 4. 0.9343 — 8 0.9495 —13 0.9551 + 41 

2000 0.9046 + 7 0.9160 — 6 0.9293 —16 0.9343 + 30 

2500 0.8897 + 3 0.9008 — 8 0.9122 —21 0.9167 + 21 

3000 0.8768 — 8 0.8864 —19 0.8977 —24 0.9015 + 11 
4 10 ME 50 


Âthyläther. Æ — 2792 v,. — 0.6908. 


p in | Isotherme bei 0°.0 | Isotherme bei 10°.80 | Isotherme bei 200.20 | Isotherme bei 300,35 | Isotherme bei 400.45 | Isotherme bei 499.95 
Atm. A — 0.3033 A = 0.3153 A — 03257 A — 0.3372 A = 0.3482 A = 0.3588 


v Amagat | Zv. 104|» Amagat | Zv.104| y Amagat | Zv.104 | v Amagat | Zo.10* | o Amagat | Zv.10*| v Amagat | Zv.104 


1 1.0000 | +63 | 10166 | +109 | 1.0320 1.0680 | +294 
500 | 0.9465 | —12 | 09575 | — 4! o0.9674 | + 6| o.9782 | + 17 | o.9889 0.9995 | +47 
1000 | 09130 | — 8 | 09219 | — 7| 09295 | — 8 09380 | — 8| o.9465 0.95645 | — 2 
1500 | 0.8886 | + 7 | 0.8956 0 | 0.9020 | — 4 o.9089 | — 9/| 0.9160 0.9231 | — 8 
2000 | 0.8684 | +12 | 0.8750 | + 8| o.8805 | — 7| oss7o | + 11 0.8928 0.8988 | — 7 
2600 | 0:8522 | +17 | 08680 | + 11| 0.8651 | + 7| o.s686 | + 21 0.8740 0.8790 | — 8 
3000 | 0,8387 | — 6 | o0.8439 | — 11 o.8485 | + 10 | o.8530 0 | 0.8578 0.8629: | _ 6 
6 7 7 4 6 
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Da nun das Mittel aus den Abweichungen beim Âther, aus- 
genommen die beim Druck p — 1 und die bei 500 Atm. für die 
Temperaturen 30, 40 und 50°, 0.0006 beträgt, so darf man wohl 
behaupten, daf die Differenzen zwischen gefundenen und berech- 
neten Volumen noch innerhalb der Fehlergrenzen von Amagat 
liegen. Daf die berechneten Volumen bei 40 und 50° auch über 
500 Atm. durchweg etwas grôBer sind als die Amagatschen Vo- 
lamen, kônnte seinen Grund darin haben, daB die von Amagat für 
diese Isothermen angegebenen Temperaturen um etwa O0.5° zu 
tief sind. | 

Beim Athyl- und Methylalkohol sind die Differenzen bei 
kleinen Drucken kleiner als beim Âther und Schwefelkohlenstoff. 
Das Mittel der Differenzen für die beiden Alkohole beträgt 0.0006 
respektive 0.0007 und liegt wohl in den Grenzen der Beobachtungs- 
fehler. Beim CS: sind die grofen Differenzen bei 41 nnd 49° zum 
Teil jedenfalls grôBeren Beobachtangsfehlern zuzuschreiben, denn 
bei 41° sind die beobachteten Volumen kleiner als die herechneten 
und bei 49° gilt die umgekehrte Beziehung. 

Zusammenfassend darf man wohl behaupten, daB die Ab- 
weichungen bei hüheren Drucken zwischen den beobachteten und 
den berechneten Volumenflächen, auf kaum zu verkleinernde Beob- 
achtungsfehler zurückzuführen sind. 

Es kommt schlieBlich darauf an, das Gebiet der pT-Ebene, 
in dem Gleichung 6) die wirklichen Volumenflächen wiedergibt, 
etwas genauer zu begrenzen. Dieses Gebiet liegt zwischen zwei 
pT-Kurven, von denen die eine wahrscheinlich durch die Gleichung: 


4 ZE L+F 50° + O.1° p, 


in der 7, die Temperatur des Schmelzpunktes bedeutet, allgemein 
dargestellt wird. Die untere Grenzkurve scheint bei T — 200° 
die T-Achse zu schneiden und fällt wahrscheinlich mit steigendem 
Druck zu tieferen Temperaturen. In Fig. 8 sind für Ather die 
beiden Kurven 7, und 7, angedeutet und ebenso die Schmelz- 
kurve, T,, von der entsprechend den Erfahrungen für viele Stoffe 
angenommen ist, daf ihr Maximum bei etwa 15000 Atm. und bei 
einer Temperatur von etwa 100° über der Temperatur des Schmelz- 
punktes bei p = 0 liegt. Man ersieht, daB der grôfite Teil der 
Schmelzkurve in dem Gebiete verläuft, für welches unsere Vo- 
lumenfläche die wirkliche Volumenfläche wiedergibt. Durch diese 
Tatsache gewinnt unsere Volumenfläche eine besondere Bedeutung 
für die Behandlung von Fragen aus der Gleichgewichtslehre, welche 


die Gleichgewichte anisotroper und isotroper Phasen betreffen. 
aa * 
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Der Punkt Kr deutet die Lage 
des kritischen Punktes für Âther 
an. Mit dem Gebiet in der nächsten 
Gegend dieses Punktes hat sich die 
Forschung bisher hauptsächlich be- 
schäftigt. 

Aus der Volumenfläche ist 
noch ein wichtiger SchluB auf die 
Energiefläche zu ziehn. Da(r rs), 

bei hôheren Drucken verschwindet, 
so wird für komprimierte Flüssig- 
keiten, so wie bei idealen Gasen 

der Energieinhalt bei konstanter Fig. 4. 
Temperatur unabhängig vom Volumen oder vom Druck. 
Es ist das leicht aus der allgemein gültigen Formel 


()--1(3) 
dp 1 11 Fr ii pP 
zu ersehn. Da für Krystalle aller Wahrscheinlichkeit nach die 
Isobare nebenfalls gerade Linien sind, so muB der Abstand der 


Energieflächen eines Krystalls und einer Schmelze bei konstantem 
Drack unabhängig. von der Temperatur sein. 


4. Die Beziehungen der Volumenflächen eines Krystalls und 
sciner Schmelze. 


Bei der Krystallisation von nicht assoziierten Flüssigkeiten 
beobachtet man beim Druck » — O durchweg eine Kontraktion, 
man hat also anzunehmen, da8 bei der Krystallisation normaler 
Flüssigkeiten der innere Druck diskontinuierlich um einen Betrag, 
JK, anwächst. 

Der innere Druck in einem Krystall K+ZJK bei p = 0 ist 
ein Vektor, doch kann man, um den hieraus folgenden Kompli- 
kationen zu begegnen, einen gewissen mittleren inneren Druck im 
Krystall, dem das Volumen des Krystalls entspricht, annehmen, 
um die Kontraktion bei der Krystallisation auf eine Kompression 
der Schmelze zurückzufithren. Da sich der innere Druck X bei 
p = 0 in einer Flüssigkeit als unabhängig vom Volumen, ent- 
sprechend dem guten AnschluB der Bestimmungen Amagats an die 
Formel 6), ergeben hat, so wollen wir annehmen, daf auch der 
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inttlere innere Druck bei p — 0 in einem Krystall unabhängig 
vom Volumen ist. 

Die Annahme einer Erhôhung des inneren Drucks bei der 
Krystallisation wird den beiden Hauptbeziehungen zwischen dem 
Volumen eines Krystalls und seiner Schmelze gerecht, nämlich 
der, daB das Volumen des Krystalls beim Drucke p — 0 immer 
kleiner ist als das seiner Schmelze, und der, daf die Kompressi- 
bilität des Krystalls in demselben Zustandspunkte immer kleiner 
ist als die seiner Schmelze. Man kann die Erhôhung des inneren 
Druckes, den Wert ZX, sowohl aus der Volumenänderung als 
auch aus der Anderung der Kompressibilitäten bestimmen, voraus- 
gesetzt, daB bei der Krystallisation Volumenänderungen, die nicht 
durch Anderung des inneren Drucks bedingt sind, nicht auftreten. 
Nehmen wir fürs Erste an, da die Ânderung des inneren Druckes 
die einzige Ursache der Volumenänderungen bei der Krystallisation 
ist, so kann die Volumenänderung bei der Krystallisation aus der 
Ânderung des inneren Drucks berechnet werden. 

Setzt man in der Isotherme der Flüssigkeit : 


K 
“TD 
p das eine Mal gleich O und das andere Mal gleich ZX + p, 
urd -subtrahiert von der ersten der beiden Gleichungen die zweite, 
so erhält man für die berechnete Volumenänderung bei der 
Krystallisation Z,v, die Gleichungen : 


K43K 


V, —= Va,p=w+ À 


2) MU RENTE TETE) 
und 
4K 
Anis CT 


Aus der gegebenen Volumenisotherme x POREOE und der 


gegebenen Kompressibilität des 


ergibt sich der Wert ZK in folgender ira Durch Differen- 
tiation der Gleichung für die Flüssigkeitsisotherme erhält man: 


GE re À 
OR C7) 
Die Kompressibilität der Flüssigkeit mub aber unter dem 


inneren Druck Æ+ZJXK, entsprechend unseren Annahmen, gleich 
sein der Kompressibilität des Krystalls, es muB also gelten: 
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de TRIER) 


Fübrt man den Wert von ZX, welcher die Gleichung 14) be- 
friedigt, in die Gleichung 13) ein, so ist die Volumenänderung 
beim Schmelzen Z,v, aus der Kompressibilität des Krystalls und 
der Isotherme der Schmelze bestimmt worden. 

Mit wachsendem p nimmt Z,v, ab und konvergiert schlieflich 
gegen den Wert Null. Es künnen sich also bei der Annähmie, 
daf die VergrôBerung des innerét Drucks bei der Krystallisation 
die einzige Ursache der Volumenverkleirierung bei der Krystalli- 
sation ist, die Isothermen eines Krystalls und seiner Schmelze nie 
schreiden. 

Nan lehrt aber die Erfahrang, allerdings hauptsächlich Mt 
polâtionen nach zu urteilen, da$ sich die beiden Volumenisothermen 
in der Regel bei einem endlichen Druck schneiden. Um zu einem 
solchen Schnittpunkte zù kommen, muf man die Annabme machen, 
da8 bei der Krystallisation auBer der Volumabnahme durch Stei- 
gerung des inneren Druckes noch eine VolumenvergrôBerung ein- 
tritt. Es müfte also bei der Unmlagerung der Moleküle aus dem 
Zustande vollkommener Unordnung in dem Zustand einer be- 
stimmten Anordnung, z. B. in die eines Rauingitters, eine Volumen- 
vergrôBerung eintreten. 

Die in Fig. 4 gestrichelte Kurve ist durch Subtraktion der 


14) 
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#,v, von den Volumen v,, der Flüssigkeitsisotherme 2 entstanden. 
Diese Kurve kann man sich dadurch entstanden denkten, da die 
Isotherme der Flüssigkeit, die Kurve 2, parallel sich selbst um 
das Stück ZX in der Richtung zu kleineren Drucken hin ver- 
schoben worden ist. Bei dieser Verschiebung ändert sich der 
Grenzwert des Volumens für p — nicht, die Kurve 2 und dié 
gestrichelte Kurve werden also nach p — co hin sich asymptotisch 
einander nähern. 

Damit sich die Isothermen des Krystalls und seinet Schmelze 
bei einem endlichen Druck schneiden, braucht man nur eine zweite 
Verschiebung der Isotherme des Krystalls, der gestrichelten Kurve 
Fig. 4 in der Richtung nach wachsenden Volümen vorzünehmén. 

Diese Verschiebung kann entweder eine Parallelverschiebung 
sein, oder bei der Verschiebung kann eine Ânderung der Isotherme 
vorgenommen werden. Über diese Ânderung der Krÿstallisothermen 
muf eine spezielle Annahme eingeführt werden. 

Eine solche naheliegende Annahme ist folgende: die Ver: 
schiebungen, Dv,, der in der Richtung der p-Achse um ZX ver- 
schobenen Fier Va sollen sich mit dem Druck nach demselben 
Gesetz ändern, nach dem sich das Volumen der Flüssigkeit selbst 
ändert. Diese Annahme führt für die Verschiebungen zur Gleichong: 


K+4K 
K+4K+p 


Beide Annahmen ergeben dieselbe allgemeine Form dér Iso- 
therme des Krystalls: 


Vs = Vyp=o + À 


nur in den Beziehungen der Konstanten der Krystallisotherme 
zu denen der Flüssigkeitsotherme sind Unterschiede je nach der 
Annahme, zu der man sich entschlieft, zu beachten. 

Die erste Annabme éiner Parallelverschiebang in der Richtung 
der v-Achse gestattet die Konstanten der Krystallisotherme aus 
denen der Flüssigkeitsisotherme abzuleiten, went nur die wirklich 
beobachtete ANAASNEE 2e beim Schmelzen für eine bestimmten 
Druck p, Zv,, und die Kompressibilität des Krystalls gegeben 
sind. Dann fe auf Grund def Gleichung 14) der Wert 4K er- 
mittelt werden und mit Hilfe der Gleichung 13) der Wert 4,v,. 
Da ferner die Beziehung: 
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besteht, so kann auch Dv,—. bestimmt werden und infolgedessen 
auch die Konstante v,,,—. und À,, da für diese die Beziehungen: 


17) Pons = Vir=s | Dre 
und 

18) À, = À,—4,0p=0+ Dry = © 
gelten. 


Bei Einführung der zweiten Annahme ist die Kenntnis einer 
grôBeren Anzahl von Punkten der Krystallisotherme notwendig, 
um deren Konstanten zu berechnen. 

Zur Prüfung, ob die der Gleichung 15) zugrunde liegende An- 
nahme der Lage der beiden Isothermen zu einander entspricht, 
kann man untersuchen, ob die Differenzen der Krystall- und der 
um ZX verschobenen Flüssigkeitsisotherme durch die Gleichung 15) 
dargestellt werden kônnen. Wenn das der Fall ist, so werden 
für die Konstanten der Flüssigkeits- und der Krystallisotherme 
die Gleichung 17) und die Gleichung : 

19) À, = À,— d,vp=0+Dvp=0— Dry 

gelten. Man erhält diese Beziehungen, wenn man die Gleichung 
der um ZX verschobenen Flüssigkeitsisotherme zur Gleichung 15) 
addiert, und die so entstandene Gleichung mit der Gleichung der 
Krystallisotherme vergleicht. 

Aus den Volumenisothermen eines Krystalls und seiner Schmelze, 
die für dieselbe Temperatur gelten, kann der Druck des Schnitt- 
punktes der beiden Isothermen p 0 — o für den v, — v, wird, be- 
rechnet werden. 

Die Gleichungen der beiden Isothermen sind: 


Va = V,p=0o + À, Pa 
und 
K+4K 
ae 7 
Setzt man v, — v, und %,p=0—Vyp=e — Dv,, 80 erhält 


man für p,_, eine Gleichung zweiten Grades aus der sich 
Dé berechnet zu: 


a halle cr 

+ ÉnRRE ' ES 
ET ON Ne 

à RÉF SDn Men 


(4,— 4,—Do,,) 
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Wenn (4,— 4,-— Dv,) —0, so ist p Jo = o Stets reell. 


Wie früher ‘) bewiesen, ist das Sichschneiden der beiden Vo- 
Jamenisothermen bei einem endlichen Druck eine notwendige, aber 
auch hinreichende Bedingung für das Auftreten eines zweiten 
Gleichgewichtsdruckes für einen Krystall und seine Schmelze bei 
einem Druck, der grôfer ist als der Druck des Schnittpunktes 
beider Isothermen. Die Einfübrung der Konstanten Dv, hat also 
nicht nur das Auftreten eines Schnittpunktes der beiden Isothermen, 
sondern auch das Auftreten eines zweiten Gleichgewichtsdruckes 
für einen Krystall und seine Schmelze bei einem Druck, der grôBer 
als p , _Q ist, zur Folge. Diese zweite Folge kann man sich 
durch Fhende Überlegung plausibel machen. Bei gleichen inneren 
Drucken muf das Volumen der anisotropen Phase mit dem inneren 
Druck K + JK grüBer sein als das Volumen der isotropen Phase 
mit dem inneren Druck K+»p, wo p — 4K ist, weil der Mole- 
kularaufbau einer anisotropen Phase sperriger ist als der einer 
isotropen Phase, was die Konstante der Sperrigkeit Dv, zum 
Ausdruck bringt; daher ist zu erwarten, daB beim Wachsen der 
äuferen auf die anisotrope Phase wirkenden Kräfte, dieselben die 
Phase mit dem grüferen Volumen in das der Phase kleineren 
Volumens zwingen werden, wodurch bei einem gewissen Druck 
Gleichgewicht zwischen beiden Phasen eintreten kann. 


Nachdem die Beziehungen der Isotherme eines Krystalls zu 
der seiner Schmelze erôürtert sind, haben wir die Beziehungen der 
Isobaren eines Krystalls und seiner Schmelze zu untersuchen. 

Diese Beziehungen werden durch folgende Gleichung geregelt. 
Die Erfahrung hat gelehrt, daB dieVolumenänderung beim Schmelzen 
gleich ist der Differenz der Ausdehnungen einer Schmelze und 
ihres Krystalls beim Schmelzpunkt multipliziert mit der absoluten 
Temperatur des Schmelzpunktes. 


dv dv, 
21) Va,p=1—Vyp=i1 = AVp = = re) (9e), 


Diese Gleichung ist ganz analog der Gleichung 3), die für 
Flüssigkeiten gilt. Die Erfahrung lehrt also, da die Isobare eines 
Krystalls beim Druck p — 1 mit der Isobare seiner Schmelze bei 
demselben Druck durch dasselbe Gesetz verknüpft ist, welches die 


1) Nacbrichten der K. Ges. der Wiss. zu Güttingen vom 18. Mai 1911, S. 9. 


22) 
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Isobaren zweier verschiedener Drucke einer Flüssigkeit verbindet, 
oder da sich ein Krystall betreffs seiner Wärmeausdehnung s0 
verhält, wie eine einem bestimmten hôheren Druck unterworfene 
Flüssigkeit. Hierauf weisen, wie wir sahen, auch die Volumen- 
änderung bei der Krystallisation und die Tatsache, daB die Kom- 
pressibilität eines Krystalls kleiner ist als die seiner Schmelze, hin. 

Die empirische Gleichung 21) ist aber, wenn bei derselben 
Temperatur zwei Gleichgewichtsdrucke für einen Krystall und 
seine Schmelze existieren, nicht ganz richtig. És fehlt der Vo- 
lumenänderung beim Schmelzen Zv,=—: ein Glied, die Sperrigkeits- 
konstante Do, = à. 

Denn, wenn für die Isobaren einer Flüssigkeit die Gleichung : 


dv 
 PITRE v ,2=@ = T( +) 
Vs,p 2 P aT : 
gilt, so muB für den entsprechenden Krystall die Gleichung: 
dv dv 
Vy,p — Vy =. = 1($+) = :) 
En nv AT yr A AT }» 


gelten, und subtrahiert man die zweite Gleichung von der ersten 
und berücksichtigt, daf 


Vg, p = © — Ve, p = © Es Dvy = © 
und 
= 4v 


? ? 


v 


2,p.  °8,p 


ist, so erhält man die Gleichung: 


_rl(ées do, ENT de aue 
Arp+ Die = EE Re 2 rl mn Ta), C2) 


Es unterscheiden sich die beiden Gleichungen 21) und 22) um 
das Glied Dv, =», und die Erfahrung hätte nicht die Gleichung 21) 
sondern die Gleichung 22) ergeben sollen. Da aber die Bestimmungen 
der GrôBen Zv,, (5%) und (Se) auch beim Druck einer Atmo- 

P ? 

sphäre schwer genauer als bis auf 1 Prozent auszuführen sind, 
und Dv, = wahrscheinlich von der GrôBenordnung von 0.001 Zv, 
ist, so hat man sich nicht darüber zu wundern, daf die Erfahrung 
nicht zur theoretisch richtigen Formel 22) geführt hat. Jedenfalls 
hat man in der Verschiedenheit der beiden Gleichungen 21) und 22) 
nicht einen Widerspruch zu erblicken, sondern darf wohl behaupten, 
daB auch die Gleichung 22) innerhalb der Fehlergrenzen durch die 
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Erfabrung bestätigt wird. Eine Bestimmung von Dv,_. wird 
sich aber auf Grund der Gleichung 22) kaum ausführen lassen, 
und zwar besonders aus dem Grunde, weil bei sehr tiefen Tempe- 
raturen man über die Lage der Volumenisobaren eines Krystalls 
und des ihm entsprechenden amorphen Kôrpers nichts weis. 

: Die Gleichung 22) verbindet die Volamenfläche eines Krystalls 
mit der seiner Schmelze, aber auch wenn diese Gleichung für be- 
liebige Drucke gilt, ist diese Verbindung doch keine ganz be- 
stimmte, denn allein durch die Isobaren des Krystalls ist diese 
Beziehung nicht festgelegt; hierzu wäre noch die Kenntnis weniger 
Punkte je einer Isotherme für den betreffenden Stoff notwendig, 
aber solche Beobachtungen fehlen zur Zeit. Deshalb kann auch 
noch nicht die Entscheidung darüber getroffen werden, ob die 
Volumenisothermen der Krystalle Hyperbeln sind, und erst recht 
nicht, ob, wenn das der Fall ist, die Sperrigkeit des Molekular- 
aufbaues eines Krystalls von Druck unabhängig ist oder ob und 
hach welchem Gesetz sie sich mit dem Druck ändert. Aber mit 
einer gewissen Wabhrscheinlichkeit darf man vermuten, daf die 
Isothermen von Krystallen Hyperbeln sind und dann müfite, wenn 
für einen Stoff im isotropen Zustande die Zustandsgleichung 


K, 


Put, pots 


gilt, für denselben Stoff im anisotropen Zustande die Zustands- 
gleichung 
K, 
Vs = tipmn TA F4 +p 


gelten. 
FEES =" 


Die Erfahrung hat gelehrt, daB das Volumen einer Reihe von 
Flüssigkeiten in einem weiten Zustandsfelde durch die sehr ein- 
fache Gleichung : 

(@—%=0)(K+p) = 


dargestellt werden kann. 

Versteht man unter v—,— das freie Volumen, unter À +p 
den inneren Druck, so ist man von der Analogie dieser Gleichung 
mit der Zustandsgleichung idealer Gase überrascht. Aber während 
die Gaskonstante R unabbängig von der Natur des Gases für 
molekulare Mengen desselben ist, hängt die Konstante C von der 
Natur der Flüssigkeit ab. 

Im Sinne von La Place ist die Konstante Æ gleich der Mo- 
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lekularattraktion pro 1 qem, gemessen in Kilogrammen. Daf sich 
die Flüssigkeiten in einem weiten Zustandsgebiete so verhalten, 
als ob ‘die Molekularattraktion unabhängig vom Volumen jst, wird 
nicht weniger überraschen. Diese Erkenntnis steht mit den An- 
nahmen der herrschenden kinetischen Flüssigkeitstheorien in di- 
rektem Widerspruch. Man wird aber die Flüssigkeitstheorien der 
neuen Erkenntnis anzupassen haben, und speziell darnach zu trachten 
haben, das Gebiet kleiner Drucke, in dem die Zustandsgleichungen 
auf so groBe Schwierigkeiten stoBen, mit dem Gebiete, in dem die 
einfachen Gresetze gelten, durch geeignete Hypothesen zu ver- 
binden. l 

Für anisotrope Kôrper gilt wahrscheinlich eine der Zustands- 
gleichung isotroper Kôrper analoge Zustandsgleichung. Doch die 
Entscheidung über die Zustandsgleichung anisotroper Kôrper steht 
noch der Erfahrung zu. Wenn aber eine solche Entscheidung ge- 
fallen sein wird, ist den Anwendungen der beiden Zustands- 
gleichangen auf die Gleichgewichtslehre isotroper und anisotroper 
Zustände ein weites Feld erôffnet. 


Beïiträge zur Kenntnis des Oberdevon am Nord- 
rande des rechtsrheinischen Schiefergebirges. 


Von 


Privatdozent Dr. R. Wedekind, Gôttingen. 


Vorgelegt von A. von Koenen in der Sitzung am 28. Oktober 1911. 


I. “Allgemeines und Uebersicht. 


Auf Anregung des Herrn Geheimrat v. Koenen hatte ich 
mich vor einigen Jahren mit den geologischen und palaeontolo- 
gischen Verhältnissen des Enkeberges beschäftigt!). Es hatte sich 
dabei gezeigt, da® zwischen dem Adorfer Kalke und den Cly- 
menienschichten eine Schichtenserie liegt, die durch den unge- 
wôühnlichen Reichtum an Vertretern der Gattung Cheiloceras aus- 
gezeichnet ist. Innerhalb dieser ,Cheilocerasschichten“ lieBen sich 
zwei Horizonte unterscheiden, von denen der tiefere auf Grund 
eingehender palaeontologischer Untersuchungen den Goniatiten- 
schiefern von Nehden gleichgestellt wurde. Schon damals konnte 
die Vermutung ausgesprochen werden, daf die Gattung Cheiloceras 
auf die Cheilocerasschichten beschränkt ist. Bei meinen weiteren 
Untersuchungen, die sich auf den ganzen Nordrand des rechts- 
rheinischen Schiefergebirges ausdehnten, hat sich dies bisher be- 
stätigt. Es sind mir zwar aus den Clymenienschichten von Balve 
Cheiloceras-ähnliche Formen bekannt geworden, die aber bei leid- 
licher Erhaltung von den Nehdener Formen scharf unterschieden 
werden künnen, wie demnächst an anderer Stelle ausführlicher ge- 


1) Vgl. meine Dissertation ,Die Cephalopodenfauna des hôheren Oberdevon 
am Enkeberge“. Neues Jahrbuch für Mineralogie etc. Beilage-Band 26. 1908. 
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zeigt werden soll. Die Môglichkeit, daf echte Cheiloceras-Arten 
in den Enkeberger Kalk noch hinaufreichen, bestreite ich jedoch 
keineswegs. 

Des Weiteren hatte sich bereits bei meiner ersten Arbeit ge- 
zeigt, da der Wechsel der Cephalopodenfaunen im Oberdevon ein 
überaus schneller ist, ebenso wie ihn etwa der Jura und die untere 
Kreide zeigt. Es lassen sich in der Tat, was ja auch bereïts nach 
A. Denckmanns Arbeiten zu erwarten war, eine ganze Reiïhe 
palacontologisch begründeter Zonen unterscheiden. Von Bedeutung 
ist nun der Nachweis, daB sich die am Enkeberg ausgeschiedenen 
Zonen auch bei Balve wiederfanden'). Die Feststellung der pa- 
laeontologisch begriündeten Unterzonen ist allein deshalb schon von 
grüBter Wichtigkeit, weil die Frage der Faziesvertretung im Ober- 
devon nur dadurch gelôst werden kann. Um hierfür ein Beispiel 
anzuführen, greife ich eines jener Probleme heraus, dessen Lôsung 
ich nahe zu sein glaube: 


1. Im Tagebau der Grube Martenberg?) ist die Grenze 
des Mitteldevon gegen das Oberdevon aufgeschlossen. Ueber den 
Prolecanitenschichten folgt der Adofer Kalk, der als Plattenkalk 
mit geringen tonigen Zwischenlagen ausgebildet ist. 


2. Nur 2 km nôrdlich findet sich ein neuer Aufschlaf im 
unteren Oberdevon, der ebenfalls die Grenze gegen das Mitteldevon 
zeigt. Der mitteldevonische Eisenstein wird hier überlagert von 
milden Tonschiefern. Im Hangenden der Tonschiefer folgen schwarze 
bituminôse Kalke. Während die liegenden Tonschiefer aufer ver- 
kiesten Goniatiten der Intumescensstufe noch Seesterne und Cri- 
noidenkelche in guter Erhaltung einschliefen, lieferten die dunklen 
Kalke bisher noch keine Goniatiten, an denen die Lobenlinie zu 
präparieren war. Immerhin läft sich nach der Gestalt und den 
Querschritten der Goniatiten sagen, daB diese Kalke ebenfalls noch 
der Intumescensstufe angehôren. Hangendere Schichten sind nicht 
aufgeschlossen. 


"1) Es sei erwähnt, daB sich an der Strafe Hôvel—Beckum (Blatt Balve) 
ein kleiner Steinbruch befindet, in dem während des letzten Jahres frisch ge- 
brochen wurde. In diesem Steinbruch findet sich auBer zahlreichen Exemplaren 
von Prolobites delphinus die gesamte Fauna, die ich aus den Schichten mit Pro- 
lobites delphimus und Clymenia involuta vom Enkeberge beschrieben habe. Die 
Cheilocerasschichten sind am Beil gut zu studieren. 

2) A. Denckmann: Bericht über wissenschaftliche Ergebnisse 1901—1902. 
Mitteldevon, Oberdevon und Culm des Sauerlandes, BI. Balve. Jabrb. d. K. Geol. 
Landesanst. Bd. 28. Seite 590ff. 
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3. Wenige km nôrdlich ist im Diemeltalbei Giershagen 
wiederum eine interessante Schichtenfolge aufgeschlossen. Ueber 
Tentaculitenschiefern (mitteldevonisch ?) folgt ein Gestein, das beim 
ersten Anblick den Tonplatten des Güttinger Muschelkalkes recht 
ähnlich ist. Die tiefsten Teile dieser ,devonischen Tonplatten“, 
sowohl die Kalkplatten wie die tonigen Zwischenlagen, sind unge- 
wôbnlich reich an Tentaculiten. Die Kalke selbst gleichen 
dem später noch zu besprechenden ,Padberger Kalke‘ (Séringoce- 
phalus-Stufe). In dem oberen Teile der Tonplatten fanden 
sich in einem kleinen Steinbruche zahlreiche Gephyro- 
ceras-Arten. 

Wenn wir nun von den Beobachtungen Denckmanns (Keller- 
wald u. s. w.) ausgehen, so wäre die in den unter 1 und. 2 er- 
wäbhnten Aufschlüssen beschriebene Schichtenfolge so zu deuten: 


Normale Zonenfolge 


Adorf: 2 km nôrdi. Adorf : 
n. Denckmann: 


8. Adorfer Kalk. Plattenkalk. | Dunkle plattige Kalke. 


2. Büdesheimer Schie-| Lücke. Schiefer. 
fer. 
1. Prolecanitenschicht.| Prolecanitenschichten. | Schiefer (?* 


Eisensteine des oberen Mitteldevon. 
Da nun anderseits bei Martenberg im Hangenden des Adorfer 
Kalkes noch schwarze Goniatitenkalke, aber nur ganz vereinzelt 


und linsenfôrmig, auftreten, kônnte die Schichtenfolge auch fol- 
gendermafen gedeutet werden: 


Adorf : 2 km nürdl. Adorf : 


Adorfer Kalk. Dunkle Kalke, Schiefer. 
Prolecanitenschichten. Schiefer. 


Eïsensteine des oberen Mitteldevon. 


Mit anderen Worten: Der Adorfer Kalk ist im Aufschluf 2 
z. gr. T. durch Schiefer mit verkiester, der Adorfer sehr ähnlichen 
Goniatitenfaana vertreten. Dabei ist dann aber das Fehlen von 
Beloceras in den Schiefern sehr auffällig, das übrigens m. W. bisher 
nie in Schiefern gefunden ist. Da Fazieswechsel im Oberdevon 
keine Seltenheit ist, zeigt Beispiel 8. 
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Ob die erste oder zweite Deutung der Schichtenfolge richtig 
ist, lasse ich vorläufig unentschieden, behalte mir jedoch vor, aui 
diese von mir angeregten Fragen später zurückzukommen. Vor- 
läufig sollen diese Beispiele nur zeïigen, wie notwendig eine im 
einzelnen genau palaeontologisch begründete Schichtenfolge für das 
Oberdevon ist. 

Da für die Einteilung des Oberdevon Lokalnamen gewählt 
sind, muBten meine Untersuchungen von den namengebenden Lo- 
kalitäten ausgehen. Wenn ich hier als Ausgangspunkt das Bri- 
loner Devongebiet wähle, so geschieht das deshalb, weïl gerade 
über dieses Gebiet noch verhältnismäfig wenig bekannt ist und es 
gerade hier Probleme gibt, die von grundiegender Bedeutung für 
das Oberdevon sind. 


Uebersicht. 

Die Hôhe des Altenberges — südlich der Grube Grottenberg 
auf Blatt Madfeld — gewährt einen vortrefflichen Ueberblick über 
das Briloner Devongebiet. Das Gebiet quert von O nach 
W der Rôsenbecker-Diabassattel mit seinen einzelnen Bergen wie 
Enkeberg, Burg, Weiïfe Frau, Rôsenbecker Berg und Sticklenberg. 
Dem Rôsenbecker Diabassattel nahezu parallel zieht im N eine 
steile Massenkalkkante, die südliche Begrenzung des Briloner 
Massenkalkplateaus, dem das Nehdener Karbon-Devon-Gebiet einge- 
lagert ist. Im Süden des Diabassattels folgt die Altenbergmulde 
mit dem Kriesenberge, Hômberge, Altenberge, Raumberge, Eisen- 
berge und Hansenberge. 

Die fazielle Entwicklung des Oberdevon ist in diesen drei 
räumlich nicht nennenswert voneinander entfernt liegenden Ge- 
bieten — Nehden ist von dem Rôsenbecker Diabassattel ca. 5 km 
und dieser von der Altenbergmulde nur 1,5 km Luftlinie entfernt 
— eine in vieler Beziehung recht verschiedene. 


H.  Stratigraphie. 


1. Das Nehdener Karbon-Devongebiet. 


Literatur: 1860. Stein, R.: Geognostische Beschreibung der Umgegend von 
Brilon. Zeitschrift d. D. G. G. Bd. 12. Seite 245. 
1873. Kayser, E.: Ueber die Fauna des Nierenkalkes vom 
Erkeberge und der Schiefer von Nehden. Ebenda. Bd. 26. 
Seite 604—605. 
1895. Denckmann, A.: Zur Stratigraphie des Oberdevon im 
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Kellerwald und in einigen benachbarten Devongebieten. 

Jahrb. d. K. Geol. Landesanstalt. Bd. 15. Seite 54ff. 
1908. Wedekind, R.: Die Cephalopodenfauna des hôheren Ober- 

devon am Enkeberge. N. Jahrb. f. Min. etc. B. B. 26. S. 574ff. 


Darauf wie die devonische Schichtenfolge von Nehden von den 
verschiedenen Forschern gedeutet ist, braucht hier schon deshalb 
nicht eingegangen zu werden, weil Frs Punkt in meiner Disser- 
tation bereits eingehend behandelt ist. AuBerdem mag hier darauf 
hingewiesen werden, da die Nehdener Fauna von Spanien bis 
nach Rufland verbreitet ist. Der Horizont der Nehdener Gtonia- 
titenschiefer ist also sowohl palaeontologisch wie petrographisch 
ein Leiïthorizont ersten Ranges, sodaB nicht besonders betont zu 
werden braucht, wie wichtig die exakte Festlegung dieses Hori- 
zontes bei Nehden selbst ist. 

Die Lagerungsverhältnisse des Nehdener Karbon-Devon-Ge- 
bietes sind auf Dechens Karte von Westfalen 1:80000 Blatt 
Soest so dargestellt, als ob es sich um eine dem Massenkalk a1ll- 
seitig eingesenkte Mulde, also um einen Kesselbruch handle. Die 
Deutung der Schichtenfolge scheint auch bei Kayser auf dieser 
Auffassung zu beruhen, wenn er a. a. O. Seite 604 sagt: während 
von da aus“ — von der Muldenmitte im Dorfe Nehden nämlich 
— ,nach N wie nach S liegendere Schichten auftreten“. 

Nach meinen Untersuchungen handelt es sich im Devongebiet 
von Nehden um äuBerst komplizierte Lagerungsverhältnisse, die 
an die Schuppenstrukturen der Ense-Hauern bei Wildungen 
erinnern. Die gänzlich abweichende Ausbildung des unteren 
Karbon, in denen u. a. pflanzen- und kohlenschmitzenführende 
Schichten mit Cephalopoden und Trilobiten führenden Schiefern 
und vermutlich auch Cephalopodenkalken wechsellagern, machen 
es mir zur Zeit noch unmôglich eine geologische Karte des ganzen 
Gebietes zu geben, sodaB ich mich hier mit einer Skizze des 
Immentales begnügen muB, um die Lagerungsverhältnisse zu de- 
monstrieren (vergl. die Skizze auf Seite 8). 

Das Immental'), das sich in NW—SO-Richtung ôstlich von 
Nehden hinzieht, gewährt den besten Einblick in die Schichtenfolge 
und den Aufbau des Gebietes. Wenn man von einer Hôhe, etwa von 
dem kleinen Tannenwäldchen aus, das gleich ôstlich von Nehden 
liegt, in das erwähnte Tal hineinschaut, so sieht man, da sich 
oberhalb des Immentales auf dessen Ostseite eine nahezu horizon- 
tale Kante hinzieht, die ganz aus Massenkalk besteht. Unter dieser 


1) Siehe Meftischblatt Alme. 
&Kgl. Ges. d. Wies. Nachrichten. Matb.-phys. Klusse. 1911. Heft 6, 39 
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Kante treten einige Kôpfe hervor, die nahezu senkrecht gegen die 
obere Massenkalkkante Stunde 6 streichen. Sie werden durch 
Schluchten und durch Wasserrisse voneinander getrennt. Während 
die obere Kante nur aus Massenkalk gebildet wird, bestehen die 
unter dieser Kante heraustretenden Kôpfe aus mittel- und ober- 
devonischen Schichten, die in mehrfacher Wiederholung aufeinander- 
folgen. Allein im Immental konnten 3 derartige Schuppen fest- 
gestellt werden (vgl. die Skizze S. 8). 

Von besonderem Interesse ist zunächst die südlichste Schuppe. 
In Hôhe 440,1 des MeBtischblattes Alme tritt als ältestes Glied 
dieser Schuppe Massenkalk mit dem Streichen h 6 unterhalb der 
oberen Massenkalkkante gegen das Immental vor mit südlichem 
Einfallen. Es folgt im S eine kleine Schlucht in der bis zur 
oberen Kante hinauf sich nicht selten die bekannten Goniatiten 
der unteren Cheïlocerasschichten finden. Auch Herr Geheimrat 
von Koenen hat hier bereits in früheren Jahren Nehdener Go- 
niatiten gesammelt. Die sich im S an diese Schlucht anschlieBende 
Klippe besteht aus Kramenzelkalk (Clymenienschichten), der wie 
die übrigen Glieder dieser Schuppe nach S einfällt. Die jüngeren 
Horizonte sind in der nôrdlich folgenden Schuppe leichter zu- 
gänglich und besser aufgeschlossen. 

Hier sind in dem durch den Fossilreichtum bekannten Wasser- 
risse am Hassel wiederum die Nehdener Schiefer aufgeschlossen. 
Im Hangenden folgt eine mächtige Serie von Kramenzelkalken und 
Schiefern des oberen Oberdevon, die durch einen roten und grünen 
Knollenkalk in 2 Teile geteilt werden, die hier kurzweg die lie- 
genden und hangenden‘) Kramenzelkalke genannt werden sollen. 

Der rote and grüne Knollenkalk entspricht auch hier seiner 
Ausbildung und seiner Lage nach dem ,Fofley“. Nach meinen 
in den letzten Jahren gesammelten Erfahrungen kann ich mit A. 
Denckmann nicht an der Horizontbeständigkeit des Fofley:) 


1) Mit Bezug auf die roten und grünen Knollenkalke. 

2) Demgegenüber bin ich durch meine Untersuchungen zu der Ansicht ge- 
langt, daB das, was man kurzweg und meist mit Unrecht als ,Cypridinenschiefer“ 
bezeichnet, in allen Horizonten des Oberdevon auftreten und die verschiedenen 
Horizonte des Oberdevon vertreten kann. Es ist ja, um einige schlagende Bei- 
spiele anzuführen, bekannt, daB bei Adorf inmitten des Adorfer Kalkes Cypridinen 
fübhrende Schiefer auftreten ebenso wie bei Nehden in den Nehdener Schiefern. 
Es ist am besten, den Begriff Cypridinenschiefer überhaupt fallen zu lassen, da 
vielfach die als Cypridinenschiefer bezeichneten Schiefer überhaupt keine Cypri- 
dinen führen, wie z. B. der Fofley Denckmanns. 

Um Mifverständnisse zu vermeiden wiederhole ich : FoBley ist horizsont- 
‘eständig, die Cypridinenschiefer nicht! 
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#weïfeln. Da weder unterhalb noch oberhalb dieses Horizontes 
bisher eine Diskordanz bei Nehden beobachtet werden konnte, ist 


das Alter der liegenden und hangenden Kramenzelkalke bestimmt. 
Es entsprechen: 


1) die liegenden Kramenzelkalke den Schichten mit Prolobites 
*  delphinus spa. und der Clymenia involuta w. bis hinauf zu 
den Dasberger Kalken Denckmanns, 


2) die hangenden Kramenzelkalke dem Wocklumer Horizonte 
Denckmanns. 


An der Basis dieser ganzen Schichtenfolge und anderseits immer 
an den Massenkalk gebunden liegen im Nehdener Karbon-Devon- 
Gebiet die Nehdener Goniatitenschiefer. Leider sind die Kramenzel- 
kalke der Gegend von Nehden zur Zeit sehr schlecht aufgeschlossen, 
sodaB es mir bisher unmôglich war, die einzelnen Clymenienhori- 
zonte palaeontologisch festzulegen. Da auch das Liegende der 
Nehdener Schiefer an keiner Stelle so aufgeschlossen ist, daB es 
einem Studium zugänglich wäre, lieB ich an mehreren Stellen 
künstliche Aufschlüsse herstellen ‘), die sowohl palaeontologisch wie 
stratigraphisch beachtenswerte Resultate ergaben. 

Abgesehen von kleineren Schürfen wurden 3 grôBere Schurf- 
gräben gezogen;, von denen der erste dazu diente, die fossilfüh- 
renden Lagen der Nehdener Schiefer in einem grüBeren Schichten- 
verbande kennen zu lernen und weiter dazu, ein grôBeres Material 
für eine Revision der Nehdener Fauna zu erlangen. Ein weiterer 
Schurfgraben wurde angelegt, um das unmittelbar Hangende und 
ein dritter um das unmittelbar Liegende der Schiefer kennen zu 
lernen resp. festzustellen. 

Der 1. Schurfgraben wurde nur wenige Scbritte westlich 
des kleinen Schieferbruches am Uberg angesetzt und von dort aus 
in der Richtung gegen den Kramenzelkalk getrieben. Es wurden 
die folgenden Schichten angefahren, deren unterer Teil auch in 
dem oben erwähnten Steinbruche aufgeschlossen ist : 

Zuunterst: 

1) Eine ca. 20 cm mächtige Bank eines festen schwarzen, bi- 
tuminüsen Kalksteines mit spärlichen und schlecht erhal- 
tenen Groniatiten der unteren Cheilocerasschichten. 

2) Dunkle Schiefer in denen die verkiesten Goniatiten das 
Maximum der Häufigkeit erreichen. 


1) Herr Oberfürster Riedel-Alme hat mir hierzu bereitwilligst die Erlaubnis 
erteilt, so daB ich ibm zu grofem Dank verpflichtet bin. Fe 
8 
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3) Eine ca. 20 cm mächtige Bank des unter 1) beschriebenen 
Gesteines. 

4) Es folgt eine hôchstens 10 m mächtige Serie von grünen, 
z. T. auch rôtlich und violett gefärbten Schiefern, die zahl- 
reiche Abdrücke von Brachiopoden und schlecht erhaltenen 
verkiesten und nicht verkiesten, dann flach gedrückten 
Goniatiten einschliefen. 
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Geologische Skizze des Immentales bei Nehden. 
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Dem unteren Teile der unter 4 aufgeführten Schiefer sind 
tiefschwarze ‘brotleibfôrmige Kalkknollen eingelagert, die durch 
einen groBen Reichtum an inartikulaten Brachiopoden ausgezeichnet 
sind. Etwa einen halben m hôüher erscheinen teils grôBere teils 
kleinere Kalkknollen von hellgrauer Färbung, die neben zahlreichen 
Tornoceras- noch Cheïloceras-Arten in grôBerer Zahl führen. Die 
grauen Kalkknollen, die lagenweise angeordnet sind, bezeichnen 
den tiefsten Teil der oberen Cheilocerasschichten. Ob bereits Di- 
meroceras-Ârten hier vorkommen, mu noch die Durcharbeitung 
des gewonnenen Materials ergeben. 

Die hôheren Teile dieser Schiefer lieferten hier keine Ver- 
steinerungen ebensowenig wie die tiefsten Teile der hier anstehenden 
Kramenzelkalke. Bereits vor einem Jahre, im Winter 1910, ge- 
lang es mir am Uberg im Hangenden der Goniatitenschiefer auf 
dem dem Anbauer Wegener gehürigen Acker Goniatiten und 
Clymenien nachzuweisen. 

Ein zweiter Schurfgraben wurde am Hassel, an dem 
in der Literatur vielgenannten Wasserrisse angesetzt. Zunächst 
wurden auch hier wiederum die erwähnten den Schiefern einge- 
lagerten grauen Kalkknollen angefahren. Der grüne Schiefer wird 
durch eine eingelagerte wenig mächtige Kramenzelbank in zwei 
Teile geteilt. In dem über den Kramenzelkalken liegenden Schie- 
fern wurde eine kleine Fauna gesammelt. Einen auffälligen Gegen- 
satz gegen die Fauna der unteren Cheilocerasschichten bildet auch 
hier wiederum der Reichtum der Tornoceras-Arten. Besonders 
interessant und wichtig erscheinen mir auBerdem die Formen, deren 
Gehäuse eine ausgesprochen Sporadoceras-artige Grestalt zeigt. Sie 
stehen der Lobenlinie nach Sporadoceras biferum Paizz. am nächsten, 
nur ist die Einsenkung des Aufensattels, welche Spor. biferum 
PHILL. augzeichnet, noch äuferst schwach. Es ist beachtenswert, 
daB ich auch am Enkeberg in den oberen Cheilocerasschichten ähn- 
liche Formen beobachtet und erwähnt habe. 

Der Übergang in die Kramenzelkalke ist ein ganz allmählicher, 
indem sich zunächst ganz vereinzelte Kalkknollen oder an deren 
Stelle mit erdigem Material angefüllte Hohlräume einstellen. Die 
Kramenzelkalke selbst lieferten bisher an dieser Stelle keine Fos- 
silien. 

Der dritte oder Hauptschurf ergab das wichtigste Re- 
sultat. Er wurde 10m ôüstlich des Schieferbruches am Uberg an- 
gesetzt und führte von dieser Stelle aus von den Nehdener Schie- 
fern, die durch Fossilfunde als solche sichergestellt waren, bis im 
den Massenkalk. Unmittelbar unter den Nehdener Schiefern liegt 
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ein stellenweise stark dolomitisierter plattiger Kramenzelkalk, 
der nur wenig mächtig, vermutlich nicht mächtiger als 3—4m, 
ist. AuBer mehreren kleineren schlecht erhaltenen 
Goniatiten wurde in diesem Plattenkalk ein grobes 
Exemplar eines Gephyroceras gefunden, und zwar 
der Art, die am Martenberg bei Adorf am häufigsten 
ist. AuBerdem fanden sich mehrere noch zu bestimmende Car- 
diola-Arten. Die tieferen Lagen des Plattenkalkes 
sind besonders reich an Rhynchonella acuminata. 

Das Liegende der Plattenkalk bildet eine massiger ungemein 
fester Kalk von dunkelblauer Farbe. 

Wie weit der Briloner Massenkalk noch dem Oberdevon an- 
gehôürt, läBt sich zur Zeit noch nicht mit Sicherheit angeben. Es 
wurden jedoch bereits an zahlreichen Stellen zwischen Rôsenbeck, 
Madfeld und Nehden neue Fundpunkte aufgefunden, die neben 
Korallen, an Brachiopoden und Gastropoden reich sind, sodaf ich 
hoffen kann, in kurzer Zeit die Gliederung des Briloner Massen- 
kalkes durchzuführen. 

Die Schichtenfolge des Oberdevon von Nehden ist somit die 
folgende : 

Wocklumer Schichten. 

Fofley. 

Untere Clymenienschichten (noch ungegliedert). 

Obere Cheilocerasschichten. 

Untere ju 

Adorfer Kalk. 

Iberger Kalk mit Rhynchonella acuminata. 

Briloner Massenkalk (zum grôfiten Teile mitteldevonisch !)). 


ol LE 5 ol 


2. Der Rôsenbecker Diabassattel. 
Literatur: 1860. Stein, R.: Geognostische Beschreibung der Umgegend von 

Brilon. Zeitschr. d. D. Geol. Ges. Bd. 12. Seite 208f. 

1873. Kayser, E.: Ueber die Fauna des Nierenkalkes vom Enke- 
berg und der Schiefer von Nehden. Zeitschrift d. D. Geol. 
Ges. Bd. 25. Seite 603 ff. 

1895. Denckmann, À.: Zur Stratigraphie des Oberdevon im 
Kellerwalde etc. Jahrb. d. K. geol. Landesanstalt. Bd. 15. 
Seite 29—832, 

1908 Wedekind, R.: Cephalopodenfauna des hôüheren Oberdevon 
am Enkeberge. N.Jahrb. für Mineral. etc. B. B. 25. S. 565 ff. 


Die Kartierung des Rôsenbecker Diabassattels verbunden mit 
einer langjährigen Beobachtang der Aufschlüsse ergab einige Re- 


1) Führt stellenweise häufig Séringocephalus Burteni. 
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sultate, durch welche die Schichtenfolge der Clymenienkalke dieses 
Zuges vervollständigt wurde. Der untere Teil der Schichtenfolge, 
der am Enkeberge von mir genauer untersucht ist, wurde insbe- 
sondere in dem Steinbruche auf der Westseite der Burg, oberhalb 
des Rüsenbecker Bergmannsweges, in gleicher Vollständigkeit wie 
am Enkeberge nachgewiesen. 

Zur Orientierung sei den Angaben, die A. Denkmann über 
diesen Steinbruch (a. a. O.) bereits gemacht hat, hinzugefügt, da 
eine Kluft, welche senkrecht zu den Schichten steht und nach N 
einfällt, die Schichtenkôpfe der Kramenzelkalke abschneidet, ohne 
sie aber zu verwerfen. Dort wo diese Kluft zu Tage streicht, 
stehen die Cheilocerasschichten an. Ca. 3m vor der Devon-Karbon- 
Grenze findet sich Prolobites delphinus spsc. sehr häufig nebst an- 
deren Goniatiten und Clymenien der Schichten mit Prolobites del- 
phinus spBc. und Clymenia involuta w. 

Den Abschluf der gesamten Schichtenfolge bilden dunkelblaue 
nur 2 cm dicke Kalkplatten, die durch einen grofen Reichtum an 
Clymenien der Guppe der Clymenia laevigata, striata ete. und an 
Goniatiten ausgezeichnet sind. Die Stellung dieses Horizontes 
kann nicht zweifelhaft sein. Sie liegen konkordant über den 
Schichten mit Prolobites, delphinus etc. und noch über den unmit- 
telbar auf diese Kalke folgenden unteren Annulatakalken mit C{y- 
menia costa-protacta W.  Anderseits habe ich die reichen Fund- 
stellen von Balve aufgesucht und mich davon überzeugen müssen 
und künnen, daf der dunkelblaue 2—3cm mächtige Clymenien- 
horizont an der Burg — ich nenne ihn vorläufig kurz den oberen 
Burgkalk — sowohl vom Annulatakalk, wie vom Dasberger Kalk 
faunistisch verschieden ist, wie ihn Denckmann in der Gegend 
von Balve festgelegt hat. Der obere Burgkalk bildet einen Teil 
und zwar einen tieferen Teil der Annulatakalke Denckmanns. 
Hôhere Teile der Clymenienschichten finden sich an der Burg 
und WeiïBen Frau nicht, dagegen kann stellenweise in einzelnen 
Koulissen das ganze Oberdevon fehlen. Nur am Südflügel des 
Rôsenbecker Diabaszuges findet sich zwischen Culm und Massen- 
kalk ein Schieferhorizont, der keine andere Deutung zuläfit, als 
daB es sich um Schiefer des Wocklumer Horizontes handelt.. Im 
Fortstreichen nach O finden sich am Messinghäuser Tunnel Adorfer 
Kalke und untere Clymenienschichten. 

Das Enkeberger Profil kombiniert mit dem der Burg ergibt 
für den .Rôsenbecker Diabassattel die folgende Schichtenfolge: 
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Alaunschiefer des unteren Karbon. 


Lücke! 
Oberer Burgkalk. 


Unterer Annulatakalk. 
Schichten mit Prolobites delphinus etc. 
Sandbergeri Zone. 
Obere Cheïlocerasschichten. 
Untere . 
Adorfer Kailk. 
Massenkalk (z. T. oberdevonisch). 
Es fehlt somit am Rôüsenbecker Diabassattel zwischen dem oberen 
Burgkalk und den Alaunschiefern ein mächtiger Teil der Cly- 
menienschichten. 


HW RON. 


8. Die Altenberg-Mulde. 

Literatur: 1895. Holzapfel, E.: Fauna der Schichten mit Maeneceras 
terebratum etc. Abhandl. d. K. Geol. Landesanst. Seite 317. 
1905. Denckmann, A.: Mitteldevon, Oberdevon und Culm des 
Sauerlandes. Jahrb. d. K. Geol. Landesanst. Bd.23. $S. 589. 
Die einzelnen Horizonte sind im allgemeinen nicht besonders 
gut aufgeschlossen. Ein immerhin lehrreiches Profil gewähren die 
Aufschlüsse des Kriesenberges und Bellersteins südlich von Pad- 
berg. Im Dorfe Padberg selbst stehen Diabase an, die von mittel- 
devonischen Schiefern überlagert werden. Fossilführend sind diese 
u. a. aufgeschlossen an der Strafe, die südlich des Hômberges von 
Padberg nach Hessinghausen führt. Wichtig ist der Fundpunkt 
am Hüttenberge ôstlich Padberg, wo diese Schiefer auBer Tenta- 
culiten verkieste weitgenabelte Anarcestes-Arten in meist kleinen 
Exemplaren einschlieBen. ÆErst die genauere Untersuchung des 
gewonnenen Materials muB ergeben, ob es die Aequivalente der 

Wissenbacher Schiefer sind. 
L Die Diabase werden überlagert von einem grobkôrnigen, dick- 
bankigen Kalke, in dem ich bisher nur ganz vereinzelte und un- 
bestimmbare Brachiopodenreste gefunden habe. Durch die Fossil- 
armut, durch die petrographische Ausbildung wie durch die geringe 
Mächtigkeit ist dieser Padberger Kalk von dem Massenkalk der 
beiden nôrdlich gelegenen Gebiete verschieden. Seinen Charakter 
bewahrt er im ganzen Verlaufe der Altenbergmulde, wo er mehr- 
fach durch Steinbrüche und Bingen aufgeschlossen ist. Nebenbei 
sei bemerkt, da ich ihn in der gleichen Ausbildung weiter im W 
nôrdlich von Hoppecke in der gleichen Schichtenfolge wiederge- 
fanden habe. Auffällig ist, daf die Bingen immer dort liegen, wo 

grôBere Querbrüche den Padberger Kalk durchsetzen. 
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Nach oben hin gehen die Padberger Kalke direkt über in 
Plattenkalke, in denen sowohl an der StraBe Padberg—Bredelar 
wie an mehreren anderen Punkten Adorfer Fauna nachgewiesen 
werden konnte. Steinbrüche fehlen in dem Plattenkalke der 
Altenbergmulde gänzlich, sodaB die gesammelte Fauna spärlich ist. 
Nach dem Fossilreichtum einzelner Gesteinsplatten zu urteilen, 
die direkt aus dem Anstehenden herausgebrochen wurden, dürfte 
die Fauna ebenso reich sein wie bei Martenberg. Durch die Funde 
von Adorfer Goniatiten hat sich somit die bereïits früher von A. 
Denckmann (a. à. O.) ausgesprochene Ansicht glänzend bestätigt, 
daf es sich hier um Plattenkalke der Intumescensstufe handle. 
Die obere Grenze der Plattenkalke ist nur an einer Stelle aufge- 
schlossen und zwar an dem Wege, der von Padberg aus zwischen 
dem Kriesen- und dem Kalvarienberge hindurch in NO-Richtang 
nach der groBen Binge der Grube Charlottenzug führt. Auch an 
diesem Wege konnte der Adorfer Kalk durch Fossilien nachge- 
wiesen werden. Nach oben hin wechsellagern die Plattenkalke 
mit Tonschieferlagen. Dieser Wechsel ist nur wenig mächtig, da 
sich bald zusammenhängende dunkle und dann hellere Tonschiefer 
einstellen. Nôrdlich der Schlucht, die den Kriesenberg und Beller- 
stein trennt, stellt sich Fofley ein, der wiederum von einer 
mächtigen Folge von Tonschiefern überlagert wird. Als Hangendes 
der Tonschiefer erscheint auf der Hühe des Bellerstein, westl. Hôhe 
443, den Schiefern muldentôrmig eingefaltet, Kulmkieselschiefer. 

Diese Schichtenfolge ist folgendermaBen zu deuten : 


Petrographische Entsprechender nach Denck- 


nach Holzapfel: 
Ausbildung: Horizont : mann: 
Kulmkieselschief. | Kulmkieselschief. Kulm. Kulm. 
Tonschiefer mit | Wocklumer Schich- | , Aequivalent des |,,blaue mitte]lde- 
spärl. Kalkeinla- | ten. Wocklum.Kalkes“.| vonische Ton- 
gerungen. schiefer“:. 
Grünrote Knollen- | FoBley. »FoBley“. »Cypridinenschie- 
kalke. fer‘. 
Dasberger- Le 
Milde Tonschiefer.| Annulata- | Ron 
Enkeberger- | 
Zuunterst: dunkle | Nehdener Schiefer. 
Tonschiefer. 
Plattenkalke. Adorfer Kalk. vermutl. oberdev. 
Padberger Kalk. | Stringocephalus- Massenkalk. Stringocephalus- 
Kalk. kalk. 
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Wie man aus dieser Tabelle ersieht, sind bezüglich der Deu- 
tung gro8e Meinungsverschiedenheiten vorhanden. Ich war des- 
halb bemüht meine Anschauung, welche ja auch von der A. 
Denckmanns in einigen Punkten verschieden ist, durch weitere 
Fossilfunde sicher zu stellen. 

Zunächst ist die Deutung des wichtigen, weitverbreiteten 
Padberger Kalkes als oberes Mitteldevon durch den Nachweiïs von 
Adorfer Kalken im Hangenden und weitgenabelter Anarcestes 
Arten im Liegenden sichergestellt. 

Was die unter dem Fofiley auftretenden Tonschiefer angeht, 
so hat sich A. Denckmann über deren Stellung nicht ausge- 
sprochen. Jedenfalls liegen die Verhältnisse hier genau so wie auf 
dem linken Hônneufer und so wie nürdlich von Letmathe, wo im 
Liegenden des Fo$ley und der Cypridinenschiefer unmittelbar die 
Intumescensschichten folgen. 

Denckmann') sucht diese auffällige Schichtenfolge durch 
die Transgression der Cypridinenschiefer zu erklären, gibt aber 
auch die Môglichkeit einer anderen Erklärung zu, nämlich der, 
daf die Cypridinenschiefer die fehlenden Schichtenglieder vertreten. 

Einige Beobachtungen, die ich in der Altenbergmulde machte, 
sind zur Entscheidung dieser Fragen wichtig. Die Plattenkalke 
gehen allmählich in Tonschiefer über, indem sich zuerst zwischen 
den Plattenkalken dünne Tonschieferlagen einstellen, die dann an 
Mächtigkeit zunehmen und endlich den Plattenkalk bis auf kleine 
den Schiefern eingelagerte Kalkknollen gänzlich verdrängen. Der 
untere Teil der Tonschiefer ist stellenweise von dunkler Farbe 
und gleicht den fossilführenden Lagen der Goniatitenschiefer von 
Nehden. Einmal auf diese Ahnlichkeit aufmerksam geworden, ge- 
lang es mir bei der Verfolgung dieser Schiefer nach Osten in der 
Nähe von Hessinghausen am nôrdlichen Waldrande des Raum- 
berges (Blatt Adorf) in denselben eine kleine Fauna von Nehdener 
Goniatiten nachzuweïsen. Nachdem nun auch von mir nachgewiesen 
ist, da die Nehdener Schiefer auch bei Nehden das unmittel- 
bare Hangende des Adorfer Kalkes bilden, kann man meines Er- 
achtens wenigstens am Altenberge nicht annehmen, daB die im 
Liegenden des FoBley auftretenden Schiefer transgredieren, da dort 
eine Schichtenlücke zwischen Adorfer Kalk und Nehdener Schiefer 
nicht vorhanden ist. Ob nun aber die Tonschiefer im Liegenden des 
Fofley den Enkeberger, Annulata- und Dasberger Kalk'lückenlos 
vertreten, lasse ich dahingestellt, da mir noch Faunenfunde fehlen. 


1) Exkursion in das Devon- und Culmgebiet nôrdlich von Letmathe, Jahrb, 
der Landesanstalt. Bd. 27. 1906, Seite 38f. 
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Tektonik. 
Bei einem Vergleich der Schichtenfolge des Rôüsenbecker 


Diabassattels mit der der Altenbergmulde fallen besonders zwei 


Lückenhaftigkeit der oberdevonischen Schichten- 


Punkte auf: a) Die 


iabassattel und b) die fazielle Verschieden- 


folge am Rôsenbecker D 


der Altenbergmulde 


und dem Rôsenbecker Diabassattel. Bevor auf diese Punkte näher 


heit des oberen Mitteldevon und Oberdevon in 


angen werden kann, ist ein Ueberblick über die Tektonik 


des Gebietes erforderlich. 


eingeg 
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Fig. 2. 


Fig. 1 QuerriB, Fig.2 Grundrif eines Sattels. 0 — Diabas, 
tms — Massenkalk, to — Oberdevon, V — Verwerfung. 

An der Verwerfung V (Fig. 2) ist der eine Teil eines über- 
kippten Sattels abgesunken. Das Ausmaf des Verwurfes, gemessen 
am mitteldevonischen Kalkbande, ist am Hangend- (w) und Liegend- 
flügel (v) verschieden stark. Die Erklärung gibt der kombi- 
nierte QuerriB (Fig. 1), in welchem der Schnitt des stehenge- 
bliebenen Teiles des Sattels mit einer beliebigen Isohypse durch 
die Linie CD, der Schnitt des abgesunkenen Sattelteiles mit der 
gleichen Isohypse durch die Linie AB dargestellt ist. Die 
Schnitte dieser Linien mit dem Kalkbande {ms auf die Horizon- 


tale H—H projiziert, zeigt die Erklärung für das verschiedene 
Ausmañ des Verwurfes. 
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a) Der Rôsenbecker Diabassattel bildet einen nach N 
überkippten Sattel. Die Kartierung ergab, daB in den Rôsenbecker 
Diabassattel 3 Gruppen von Verwerfungen eintreten, die das 
Kartenbild im hôüchsten Grade komplizieren (das Gleiche gilt auch 
für die Altenbergmulde): 


1 Die S—N gerichteten Verwerfungen bilden das jüngste 
der Bruchsysteme, da sie alle übrigen Brüche ablenken und ver- 
werfen. Sie erlangen dadurch eine grôBere Bedeutung, daB an 
ihnen das Gebirge derartig absinkt, daB bei einem Fortschreiten 
von O nach W immer jüngere Gebirgsmassen zu Tage treten. Der 
Enkebergabbruch bildet die Grenze von Devon und Karbon; 
ôstlich desselben und nôrdlich des Hoppeketales treten devonische 
Schichten nicht mehr zu Tage. In seinem Fortstreichen nach S 
erlangt er dadurch grôfere Bedeutung, daB er das mittel- und 
oberdevonische Faltengebiet von Padberg—Adorf—Giebringhausen 
von dem westlich gelegenen Lenneschiefergebiete trennt. 

Von gleicher Bedeutung ist der Bleiwäscher Abbruch der auf 
eine groBe Erstreckung hin den Briloner Massenkalk gegen Karbon 
begrenzt. Nun ist auffallend, daf die Zechsteingrenze von Giers- 
hagen vielfach die gleiche S-N-Richtung zeigt. 

2. Die Koulissen-Verwerfungen'). Sie streichen h 9 
und zerlegen das ganze Gebirge in eine grof$e Zahl von Koulissen. 
Am Rôsenbecker Diabassattel ist eine auffallende Erscheinung, 
daf das mittel- und oberdevonische Kalkband des Südflügels von 
den gleichen h 9 streichenden Verwerfungen stärker verworfen ist 
als das des Nordflügels der gleichen Koulisse. Diese Erscheinung 
wird dadurch verständlich, da der Liegendschenkel des über- 
kippten Sattels ein steileres Eïnfallen besitzt als der Süd- oder 
Hangendschenkel, wie dies unsere Figuren 1 und 2 zeigen. AB 
und CD in Figur 2 zeigen zwei verschieden stark gesenkte Kou- 
lissen. Die Stärke oder der Grad der Senkung ist im Querrif 
Figur 1 dargestellt durch die Linien AB und CD. Die Projektion 
des durch diese Linien geschnittenen Kalkbandes auf die Horizon- 
tale erklärt ohne weiteres das verschiedene Ausmaf (v und w) 
der Verwerfung am S- und N-Flügel. Mit dieser Erklärung 
stimmt überein, da8 der Massenkalk am Südflügel (scheinbar) weit 
mächtiger ist als am Nordflügel. 

8. Streichende- (und Schuppen-) ver werfungen sind am 
Rôsenbecker Diabassattel selbst nicht aufgeschlossen. Gute Auf- 


1) A. Denkmann: Stratigraphie des Oberdevon etc. Seite 18. 
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schlüsse für das Stadium der streichenden Brüche bietet das Ge- 
biet von Rhenegge, wo sie durch zablreiche Steinbrüche mit allen 
ihren Begleiterscheinungen in geradezu klassischer Weïse aufge- 
schlossen sind!) Wo sie aufgeschlossen sind, fallen sie steil nach 
S ein. Am Rôsenbecker Diabaszuge sind streichende Verwerfungen 
am N- und S-Flügel vorhandeñ. Sie bewirken die groBe Lücken- 
haftigkeit des oberdevonischen Schichtensystems. 

b) Die Altenbergmulde. In der Altenbergmulde sind 
Querbrüche keine seltene Erscheinung. Immerhin erscheinen auch 
hier bemerkenswerte Verhältnisse. Wo der Padberger Kalk auf- 
geschlossen ist, fällt er steil nach S ein. Die Altenbergmulde ist 
nach N überkippt. Der Hangendschenkel des südlich zu erwar- 
tenden Sattels fehlt. Bei der Kartierung war die Verfolgung 
des leicht kenntlichen Fofley von Wichtigkeit. Im Profil von 
Bredelar-Padberg tritt der Fofley in seiner nahezu normalen 
Mächtigkeit von 70m zutage, wäbrend die Wocklumer Schiefer 
(scheinbar) 600 m und mehr mächtig erscheinen. Diese bilden an- 
fangs — also in ihbrem südlichen Teile — eine flache Mulde, der 
auf der Hôhe des Bellersteines Kieselschiefer eingelagert sind. Dort 
wo der Bellerstein klippenartig gegen das Bahnwärterhaus (Punkt 
298) vorspringt, sind die Wocklumer Schiefer antiklinal gestellt. 
Erst nôrdlich des Hoppeketales am Forstenberge folgen wiederum 
die Kulmschiefer (vergl. Fig. 38a). 


Fig. 3a. Fig. 3b. 


Schematische Querrisse durch die Altenbergmulde. Der 
QuerriB 3a entspricht etwa dem Bellersteinprofil, in welchem der 
FoBley als schmales Band, der Wocklumer Horizont in grofer 
Breite zu Tage streicht. QuerriB Fig. 3b ist weiter westlich 
durch die Mulde gelegt. Er zeigt das breite Ausstreichen des 
Fo$ley. 


1) Eine Mitteilung über dieses interessante Gebiet ist in Vorbereitnng. 
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Mit dem Fortschreiten nach O ändern sich mit jeder Koulisse 
diese Verhältnisse derartig, daB die vom Fofley bedeckten 
Flächen grôBer, die von den Schiefern des Wocklumer Horizontes 
bedeckten Flächen kleiner werden. Am Osthang des Altenberges 
beträgt die Breite des Fofley 500 m, die Breite des Wocklumer 
Horizontes nur noch 300 m. 


Es bedarf wohl keiner weiteren Worte, daB das Anwachsen 
an Mächtigkeit ein nur scheinbares ist. Diese abnormen Verhält- 
nisse erklären sich folgendermaBen. Die Koulissen sind verschieden 
stark gesenkt. Insgesamt mu$ aber der Scheitel der Altenbergmulde 
sehr hoch liegen, er kann nur (relativ) wenig niedriger liegen als 
der Scheitel des Rüsenbecker Diabassattels. Damit erklärt sich 
dann auch in durchaus natürlicher Weise die verschiedene Mächtig- 
keit des Fo$ley und des Wocklamer Horizontes, wie unsere Figur 
3 und 4 zeigt. 


Fig. 4. 


Die Lage der Altenbergmulde, deren Scheitel mit >< bezeichnet 
ist, zu dem Rôsenbecker-Diabassattel (><><). 


Die gesamte Altenbergmulde ist durch eine streichende Ver- 
werfung, die wegen der hohen Heraushebung der Altenbergmulde 
zu einer Ueberschiebung wird, von dem Rôsenbecker Diabas- 
sattel getrennt. Nun wird diese Ueberschiebung gleichzeitig die 
Grenze zweier verschiedener Oberdevonfazies: Der kalkigen Ober- 
devonfazies des Rôsenbecker Diabassattels und der vorwiegend 
schiefrigen Oberdevonfazies der Altenbergmulde. Die grofe Nähe 
der beiden verschiedenen Fazies — am Grottenberge beträgt die 
Annäherung der beiden Fazies nur 200m! — wird dadurch ver- 
ständlich! 
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c) Ueber das tektonische Verhältnis des Briloner Massen- 
kalkplateaus zum Rôsenbecker Diabassattel bin ich zur Zeit 
noch nicht in der Lage einwandfreie Angaben zu machen. Das 
Gleiche gilt von dem Nehdener Devongebièt. Immerhin scheint 
mir die oben erwähnte obere Massenkalkkante durch eine Ueber- 
schiebung von dem Schuppengebiet dés Immentales getrennt zu sein. 


Gôttin gen, Geologisches Institut, den 15. Okt. 1911. 


